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J   I-      .       I' 


^t 


-  -  -  •       .'    : 
•    .   •  •••  •'•  .••  :'•      •     :  :  .*  ' r    •'•  - 


•■    '    I 


I. 


• 


I 

i  ' 


t 


i  .  \f 


M  i  1 1  h  e  i  1  u  0  g  e  n  .  i 

t 

-    von  dem 

Herrn  Doctor  Stern 

za    Gotdtfg6n. 


.» 


Aus  deir  Acia  societätiii  «oietitiarum  Femiiiia)^*  T.*  l.- 
Ausaiag  auB  eiMr  Abhandiuof^.des  Vkrin^  Prof.  v.  S^shiilten. 

Um  aus  zwei  leiten  Uy  b  u^d  dem  eingeschlossenen  Winkel  C 
eines  ebetfen  Drefeekes  die  dritte '  S^eit^  c  2ti  binden  ^^Ttaimt  man 

gewdiaDlich  die  Formeln   tg  of.:;^. ^^:^,     ,  •   i.    . 


c  =  » . 

cos  O! 


.{* 


Man  kann  aber  folgende  Formeln  anwenden,  die  meli'r  Bequemlich- 
keit darbieten:  Nennt  mannemlicb  die  halbe  IKflereni  der  zwei 
anderen  Wickel  9,  ao  ist  bekanntlich^    ^ 


'    {_  —  ^ 


;    \'  "    ■"   /'   -^ 


\  '■ 


Die. Formel  :.■    ■  -   :i  ■      •    ;-.      n»  .    ;       n '•» 

kann  man  aber  vermittelst  der  bekAn»ten  RelatlMie»':  t  l*^  t  >< 

cdÄ«  i^-r  Sil*»  4^^^i=^s,  C 
in  folg'encl^  verwandeln j"^  .  :  .  ;  .      .1  ..  .    ,-    .^  hhc    • 

^  =  |/[ir»(co8»  5rVsin^^^)^ii»(cos«  i^Hl^sili*  ^It^) 

—  ^«^(cos»  ^^^iili^»  i€)] 
==V/R«— ^)*  cos»  ^r+(«  +  ^)«  sin»  iC] 
also 

TImUIII.  1 


•  % 


.i: 


-2'' 


•..      r      • 


* 


.    4 


==(«-*)  CO.  i«^V'-+-(J*|»*  tg»iC...2> 


€ 

oder 


£?=(0  +  ^)  sin  iC.|/l 
Aus  1)  folgt  aber 


,Ä— /> 


(— ^)»cotSC...3) 


,     II       I  I  I     .  II     II         y 


I 


siri  tjp 

I 

'  cos  9> 


..4) 


...5) 


also 


oder 


(a  ~  i&)  cos  {C        ^. 

=  — ■■'  '. ■    ...  Ol 

sin  if'  ' 


COS  y  ' 


Um  SU  beslinuneii,  in  welchen  Fftllett-inao  der  GleicIiUDg*  6)  oder  ^ 
der  Gleichung'  7)  den  Vorzug  zu  gehen  hat,  setze  man  die  Glei- 
chungen 1),  6)  und  7)  unter  folgende  Form: 

'  Ig  tg.Sp  =  lg(«^Ä)— lg(«-f-^)  +  lg  cot^Crsc^  :  , 

lg  crxz]g{a — ^)  +  lg  eos  f 6?— Ig  sin  y 3= /? -:— Jg  m/  ^ 

Ig  c  =  lg(«  +  ^)  +  ig  siu'lt' — Ig  co^  ys=^-7-lg  cps  9  '} 

uro  das  Zeichen  Ig  sich  auf  die  gewöhnlichen  Logarithmen  hezieht*  ^ 

Difierenziirt  man,  und  setzt  den  Mndulus  0^434  .  ;'.b=2«i,  so  erhält  -^^ 


man 


^iti 


mdff  '  , 

-. — -—- ^ =zda 

SKI   ^   COS   ^ 

4  Ig  c:szi/ß —  mag}  cot  ^^=,4^ —  da  cos*  ^  - 
i/  Ig  c  =  </;^  -H  iw^/y    tg  9  =  i/;'  -f-  '</a,  sin*  y 

Bezeichnet  man  nun  durch  st/ce,,  db^i  •  ::b;',  die  bekannten 
Gränzen  der  kleinen  Fehler,  die  irf($glicher\veise  bei  der  Hcstiin- 
mung  von  a,  /?,  ;^  begangen  sind  und  durch  /,,  /,  <lio  dnvou  ab- 
hängenden.  Gränzen  d(«r  bei  Bifstimmuflg  von  Ig  c  begangenen  Feb* 
1er,  Je  nachdem  dieser  Werth  diknh  die  Formel  6)  oder  die  For- 
mel  7).  bestimmt  worden  ist,  so  bitt  mau 

/,Äj±:(/, +«,  sin*  y) 

Da  man  nun  ß^z^zy,  setzen  k(inn,  so  ist  /«  ^ /|  oder  i^^ta  K 
nachdem  »iu*.  yP^cos*  y^oder  sin*  y-^co«*  y  ist,  d.  b.  jt^  i^aCQ' 

dem  y^45**  ist. 


»u 


!  The  l^ondoD,  Bdiobargb  am^d  Dablin  pkil^ffopliical 
Bigazine»   Oct  1841. 

I  BeaierkaDg  lo  eioer  Stelle  }m  Poissop's  Trait^  de 
B^fiBiqoe  Too  Jaaes  Bootb,  Prefestor  der  Matbea.  ia 
Briftol  College. 

Bei  der  Beatimmonp  der  HaapCdrebungsaxea  eines  Körpen  be« 
mkk  Poi8a#ii^  daas  eioe  Haapftiixp,  die  durch  den  Schwer|iunkt 
Itkt^  aach  eine  sniehe  fiir. jeden  Punkt  ist,  den  man  läng^  dieser 
Linie  annitn«»t.  Wenn  er  «iber  liiazusetzr,  üaM- die  zwei  anderen 
flanptaxen  ihre  Richrnng  ändern  können,  je  nachdem  lüer  Punkt 
aick  äaderf^  i»o  scheint  dien  auf  einmu  Irrihura  xil  beruhen.  Seine 
Wert«  lautep  (T.  2.  pidl): 

•)Las  iBt^gralea  qae  celte  ^natioa  renferme  poarrant  eban^ 
ger  de  v»lear  avec  Ia  pOsition  du  puint  O;  en  «orte  que  le 
long  de  Taxe  Om^  lesdeux  autres  axes  prindpaux  ne  seroat 
pas  eo  gen^ral  paralieles  k  eux  mdm«"»/^ 
Bei  PoissoB  beiast  die  Gleichung^  durch  welche  der  Winkel 
2)  1»eitimmt  wird, 

'  (coi»  ©—sin»  1D)/j^dm+8\n  J)  toa  J)  (ßx^dm-^Jy^dwi^^L^ 

I 

welche  aber  iai  folgende  einfachere  verwandelt  werden  kann: 

to22) %Mßm 

Ton  den  drei  Coordinaten  ^,  y,  x  des  Elements  dm  ist  aber  » 
^\t  einzige,  welche  sich  ändert,  wenn  der  Punkt  »  längs  der  Axe 
'er  «  fortrückt.  Da  aber  der  obige  Ausdruck  f:.r  den  Werth  von 
tgSJ)  unabhängig. von  «  ist,  so  rolgt  hieraus,  dass  der  Winkel  10 
coDttant  ist,  d.  h.  dass  die  Uauptaxen  fiir  jeden  Punkt  längs  der 
Uiie  sieb  parallel  bleiben.  —  Herr  Bo»th  heweisst  alsdann  diesen 
^  auch  noch  aaf  direktem  Wege. 


X 


II. 

Bestirnnraiig  des  Sehwerpnnkts  eines  Polygons 
aus  den  Coordinaten  seiner 


VOB 

Herrn  T«  J.  Esch weiter 

Director  der  höheren  Bürgerschule  In  Köln  a.  R. 


Der  Abstand  des  Schwerpunkts  eines  beliebigen  Dreiecks  von 
c>iter  in  seiner  E4ieBa  angenommenen  geraden  Linie  ist  bekannt* 


ISeli  dem  drilteii:''f*h0ile'd^r^inine  der  AbstäDde  seiner  idrei  Kcken 
von  dieser  Linie  gleich.    Nun  seien  (Taf.  1   Fig.   1.)  >^,-^2^,..,^^ 
die  Eokpnnkte  irgcfod   ei^fs  Polygons  votr  ai' Seiten»  und  ^aMelbe 
sei  dureh   Diagonal KnieD^  die  ail^  ran  A{  audjgebenr/  in  Dreiecke 
ffetheilt.     Die  Abscissen  jener  Ecken,    in  Beziehaag*   auf  awei  in 
der  Ebene  des  Polygons  witlkahrlicli  angenommene    und   auf' ein- 
ander   senkrecbte    Coordioaiten  -  Axea    seien  y    der    Ordnung^  lUkcfa, 
^i^,/r|  .  .  .  ^n»  die  Ordtnaten  derselben  yx^y^^Vt  •  •  •  yn^   so  ist  die 
Abscisse   des  Schwerpunkts   von  '  ^A^A^A^  c=^.jr,  '-f-^,  -f-^  v 
sein    Flächeninhalt   (d.  i.   Trapez  P^A^A^P^—Trp%  P^A^A^P^ 
—Trpz  P,A;A,P,)=^y^+y,)  (^.-arJ-^fy^-Hy.)  (^,— ^rJ 

—  \yyi  •+■  Vt)  i^M  —  ^,)  =  i[y,(Är, ~  ^,)  h-  y,(^,  —  ^,) 

-+*y,(^, — Ä?,)],  daher  da«  Produkt  beider,  oder  daa  Moment  des 
Ä^i^a^t  =  t(^i  +  ^^  +  «?,')  [yi(^a  — ^i) -4- y2(ir,.--^,J 
■+^  yii^i  "^^a)}i     «^«"J     s<*     ist    das    Moment  :  des     ^A{A^J^ 

ü.  8.  w.  bis  zum  Moment  des  ~^A>^An--iAn^  welehes    > . 


^Addirt  man  diese  Produkte  so  zusammen,  dass  Alles,  was  mit. ein 
und  derselben  Ordinate  multiplizirt  ist,  vereinigt  wicd>  so  er&ält 
man  als  8umme  der  Momente  aller  Dreiecke: 


oder  in  kürzerer  Bezeichnung:  T-^^i^itC^JM-i-^X— i)(jrjt-i-f.^^^-^^i), 
wo  fär  Xr  alle  ganzen  Zuhleo  von  l  bis  n  zu  setzen  sind  *)  htr 
Flächeninhalt  des  ganzen  Polygons  ergiebt  sich,  wei^n  man  auf 
gleiche  Weise  die  obigen  Ausdrucke  für  den*  Jb^^alt  der  ^7tfzelneii 
Dreie'cke  addirt,  . 

oder  kürzer:    l-S'n.y/tl^it+i  —  ^k—\)> 

Dividirt  man  nun  jene  MomentensuiiHne  durch  diesen  Fläpheninbalt, 
80  erhält  man  für  die  Abscisse  ;K-  des  Schwerponkts  des  ganzen 
Polygons  den  Ausdruck:  '  ^  ' 

welcher  zur  Berechnung  dieser  Abscisse  die  einfache  Regel  enthält! 
,,Man  multiplizire  die-  Ordinate  des  mittlem  von 
„je  drei  aufeinander  folgenden  Eckpunkten  des 
„rolygonä  ihitvdor  Oiffbresz  'der*  .A bscissen  der 
,, beiden  übrigen.  un<l  addire  sämmtliche  Produkte; 
,.multipliztre  dann  jedes  von  diesen  noch  mit  der 
,, Summe  der  Abscissen  aller  drei  genannten  £ckeii; 
,,und  addire  auch  diese  Produkte^  di^idire  endlich 


•>'Diibei  ist  für  jr©  •  •  •  •  ^"j  ^^  ^^4t  •  •  •  X|  ^ii  nehmcte. 


1  ■  '  1 


„die  erste  ProdaktensaiiiMe  iu  d-ie  letitere^  lo  ist 
„der  dritte  Th^il  dei  erhaltenen  Quotienten  die 
„Abscisse  des  Schwerpunkts/' 

Der  Ausdruck  fiir '  die  Ordinate   F  dieses  Punkts  folgt  gleich 
mitm  der  Ahscisse .  durch  blo||B«  V^rtauschung  der  ^2^  und  y,  also 


:|.r 


-f-yU-i) 


Oie  Nenner  beider  Ausdrücke- sind  identisch. 
Beispiel.     Für  ein  Sechseck  sei  gegebeii: 

0?,  =   5,  y,  =  12,  so  ist  y ,  (a:^  ^-  a:^)  =  •+•  12  .    1  =  •+•    12; 


jr,  =  14,  y,=M' 
x,  =  20,  y,=14 
x,  =  29,  y,  =  17 
2r,  =  33,  y,  =  6 
ar,  =  13,  y.  =    2 


y^(Är,-r-ar,)Ä  +  It.l5  =  +  285 
yi(^4  —  jr,)  =  -I- 14  .  lirirz  +  210 
y*(^f— ^,)  — +".13  =  +  221 

vA^% — ^4)= —  6.16  =  —  96 
y.(ar»— 4r.)=—  2.28  =  —   56 


576 


12(Ä?.  +  ^i+^a)  =  +  12.S«  =  +  384 
28^a;^  +  ar,  +  ^,)  =;  -h  285  .  39  =  + 11115 
210(^,  +  ar,  +  ;r  J  =  •+-  21a ;  6ft  =  + 13230 
22l(ar,  +^4 T*- a;,)  =  +  22J  .  82  =  +  181?2 

—  96(Ä?4-f-Ä?,+Ä?.)  =  —  96.75=— .7200 

—  56(^,+^,+^,)  =  --  56.51  =  —  2^56 

-1-32795 

32795 
Daber  die  Ahscisse  des  Schwerpunkts  =  \ .   X7Ä'  =  18,978 

1740Q 

^ie  Ordinate  ergiebt  sich  eben  so  =  -J^ .   ^^^  =;  10,069  . . . 


** 


''  f ' , 


I  • '  • 


.  ^  .    .'    ; 
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III. 

BestimmoDg  des  SchwerpnAkts  im  sphärischen 

DreieclL. 

VQb  dem 

Herrn  T.  i.  Esehweiler 

^  Dinotor  dtr  Mh^na  Bürgerschule  in  K91ii  a*  R. 


Der  Abstand  des  Scbwerpnnkts  irgend  einer  Fläche  von  einer 
angenooimenen  Rbene  wird  bekanntlich  dudarcVffefunden,  dasa  man 
die  Summe  der  Momente  aller  EUenieate  jener  Fläche  in  Bexiehanf^ 
auf  diese  Khenc  durch  die  ^>umule  dieser  E|emente  selbst,  d«  b. 
durch  den  Inh'ntt  der  ganzen  Fläehe  dividirt.    ' 

Nun  sei  (Taf.  I.  Fig.  2.)  jäBC  ein  spliärisches  Dreieck,  dessen 
Schwerpunkt  beßtimmt  werden  soll^  0  der  Mittelpunkt  der  Kugel. 
Dieses  Dreieck  sei  du^cli  Bogen  gröister  Kreisb,  die  «ile  durch  ^ 
gehen,  wie  z.  B.  jijD,  in  biemieftte  erster  Ordnung,:  diese  wieder 
durch  Bogen  kleiner  Kreise,  deren  Ebenen  alle  ikuT  AO  senkrecht 
stehen,  in  Elemente  zweiter  Ordnung  getheitt.  JF  s^i  der  Mittel* 
punkt  eines  dieser  kleinen  Kreise,  und  dieser  schneide  «den  Bogen 
jIjD  in  JS^  so  ist  das  bei  JE  liegende  Element  zweiter  Ordnung  alu 
ein  unendlich  kleines  Recbteck  zu  betrachten^  dessen  auf  JlD  lie- 

§ende  Seite  (wenn  man  jiO=EO:=^}^  ^  Jl OJB:=g> ^seut)  =t^y>, 
ie  andere  Seitq.aher  (wenn  Ä,  CJlI)^w)±:zaAo  ^.dia^  so  dass 
die  Grösse  dieses  Elements  selbst  z;=sin  tp  ,  dfp  i  tha.  Der  Abstand 
des  Punktes  (oder  Elements)  E  von  der  auf  dem  Radius  AO  senk- 
rechten Ebene  HOK'\%X,  0F:=:  cos  tp,  dnber  das  Moment  des  Ele- 
ments bei  E  in  Beziehung  auf  diese  Ebene  =sin  9  cos«)  •  dtp  .  i/cd. 
Dieser  Ausdruck  ist  nun,  um  ihn  auf  die  gNUse  Fläche  des 
Dreiecks  auszudehnen,  zweimal  zu  integriren,  indem  dabili  zuerst 
9,  dann  co  als  veränderlich  betrachtet  wird.  Die  erste  zwischen 
den  Grelizen  0  und  AD  uusg^efuhrte  Integration  giebt  das  Moment 
des  Elements  erster  Ordnung XrJf^Z^,  die  zweite  Integration,  zwi- 
schen 0  und  2^  CAB^  ausgenihrt,   giebt  das  Moment  des   ganzeof 

Dreiecks  ABC.    Es  ist  nun  /sin  9  .  cos  9  .  ^  =  i/sin2jp .  di^) 

sConst  —  .^cos  %p\  und  dieses  Integral  von  9  =  0  bis  fp=sAD 

Senommen,  giebt  ^(1  —  cos  %AD)  oder  ^(siD  ADy^  so  dass  also 
as  Moment  des  Elements  ADD*  in  Beziehung  auf  die  Ebene  M0K 
s=l{sin  ADy  .  dui.  ^ 

Dm  diesen  Ausdruck  von  Neuem  zu  integriren,  ist  es  zweck- 
mässig, statt  m  und  des  davon  abhängigen  Bogens  AD^  den  Bo- 


ttn  CD  «fs  TenUirferfidM  liröMe  Haxtfillirea.    Zu  den  Rndo  «vi 


Mer^  wenn  aan  ötffcreniiirtt  siB^8ina»'.i^CÖ)x=«iiiX.«iDCi9*.dki», 
•der  da  sin  CD  :  sio  ^/l:=8io  w  t  sin  /*,  auch  sin  6  iin  /  W(CZ^ 
=:(sitt  At^Y  .  «/fu«  folgrlicli  «tas  zu  iB(«grir^nde  Momciit  des  Ele- 
aests  u#/^2^=r^sin  b  sia  /  •  dl(  ^H).  Das  lateral  ktfrroa  giebt: 
jiio  ^  sin  ;^  •  C/#<4*CoBSt.  und  wifu  dnsselhe  ran  0  bis  CBssm^ 
ab  i?t«meo  fftr  €D^  ausgedehnt,  so  ergiebt  sich  als  Momeat  des 
gtnsea  Dreiecks  ABC 

{ar.  sin  b  sin  /. 

Setst  man  den  sphärischen  Winkelaxcess  dieses  Dreiecka,  d*  i. 
n-^ß+Y^^n^xe,  so  ist  für  den  Halbmesser  1  auch  der  Fläehen» 
ialralt  dea  Dreiecks  rsr^,  folglich  der' senkrechte  Abstand  seines 

tf  ^ifi  a  MB  y 
ScWerpunkis  von  der  anf  ^uisenkrecliteo  Ebene /r^iir= sj: — ^, 

oder  avcb«    da    sin  ^  :  sin  c  s=:  sin  ß  i  sin  /^    derselbo    Abstand 

= 5" '.     Bben   so  ist  der  Abstand  das  Schwerpunkts  von 

tioer  durch  O  gehenden  und  aaf  dem  Radius  OB  penkreehtao 
Ebene  == ^ — -^=5  ^- ;  endlich  die  Entfernung  diä- 
tes Punktes  von   einer  durch   O  senkrecht  'gegen   OC  gelegten 

n.              c  »in  «  sin  ^        €  tin  a  9m  A     ...     ,      .    •  ^   »•    v        '  j 
Ebene  = 5- = 5- .    Hierdurch  ist  die  Lage  des 

Schvrerpunkts  völlig  hestimmt  nnd  kann  auf  folgende  Weise  leicht 
coBttruirt  werden: 

ABC  (Taf.  1/  Fig.  Z.)  sei  das  gegebene  Dreieck ,  BEF  das 
polare  oder  reciproke;  die  RugelhnlbnieBser  OB^  OE^  OF  stehen 
also  auf  den  respoctiven  Ebenen  BOC^  AOC^AOB^  so  wie  die 
Halbmesser  OA,  OB,  OC  auf  den  Ebenen  13 OF,  FOD,  DOE 
senkrecht.  Auf  OD  sei  ein  »Stück  OP  genonimca ,  dessen  Länge 
sich  zu  OD(:=i\)  eben  «io  verhält,  wie  die  Seite  /f  C  (oderiv)  zum 
doppelten  Ueberschuss  der  Peripherie  eines  grossten  Kreises  über 
die  Summe  der  drei  Seiten  des  PoJardreiecks  EDF^  (^der,  was 
dasselbe  ist,  dem  doppelten  UeberscJiuss  der  drei  Winkel  des  Drei- 
ecks ABC  über  zwei  Rechte,  alsq«  nach  obiger  Bezeichnung,  zu  2^, 

wodurch  0/*=^;.  D^sgl.  seien  auf  OE  und  OF  tou  O  an  die 
Stücke    OQ    und-  OB  so    genommen,    dass   2e  :  b^siOEi  OQ^^ 

ie:e=OF:  OB,  wodurch  0Q=:^  ^'^  —  h  ^^  ^*" 
fiker  iKesen  drei  Stücken  OP,  OQ  und  OB,  die  sich  demnach  wie 
m  :  6  z  e  verhnlten,' ein  Parallelepipedum  cansiruirt,  so  wird  die 
dem  Mittelpunkt  der  Kugel  O  ffegenüberliege»de  Ecke  J0  diesea 
Parallelepipedums  der  Schwerpunkt  des  Dreiecks  ABC  nein. 

Denn  dn^  AO  auf  der  Ebetie  EOF  senkrecht  steht,  diese 
Bhaae  über  d^  jb^bene  PO  parallel  ist,  so  steht  AO  auch  auf  die- 
ser letztern  Ebene  senkrecht,  und  wenn  daher  ^^  diese  Ebene  im 
dankte  p  iHfft,  so  iat  Op  dem  senkrechten  Abstände  des  in  dieser 
Ebene  liegeaden  Punkts  O  von  def  Ebene  EOF  gleich.    Da^  aa« 


dms  Dreieefc  OJ)ß  bct  p  rechtwinkelig  iit,  mm  mi  OpsssO^c^Al^QA', 

m  '    . 

nacli   obfger  Constructioli  ist  aber  0P=:  ^   iiQd    im   spbartfdien 

Dreieck  .Äi>B^  wenn  BD=iW,   »t  cos  AM^  oder  eoe  ^1^/^ 

'  =  8111^«  «OT  ''dBD  =  ün  r  sin  /J,    A|ber  n>»^=^^  **^f,^  ^ 

daker  Jiogt  der  Sckwerpiiaktt  in  der  Ebeae  PG^  Amt  gieicke  Art 
wird  bewiesen,  dass  er  'm  dee. Ebene»  QG  mmd  Jl4r  Im|^;  er  ii^ 
«Ise  der  PiircbscknitlapiiAkt  G  dieser  drei  Ebeoenp  * 

.    Da  sin  c  sin  ß  die  l«änge  des  von  A  anf  din  KWne  MQJC^fir 
fällt  Lothes  ausdrückt,  so  kann  laan  anch  nnck  a«f  imX^gtm/^  .M. 
verfahren.    Auf  AO  nehne  nun  das  Stack  Ofi^  der  Tierten  Propor- 
tionale in  2r,  m  und  desinns  ^  anf  die  Ebene  jff^CgefiUlten  Lotb^ 
le|^  kiiteairt*  Inrek  p  eine  anf  ^6^  senkrecbte  Ebene;    •■£  gleielie 
Weise  verlsbrci  nidn  anf  den  Hnlhaiesaem  BO  md   €^;:  mm  erbdtt 
an»  drei  anf  diesifn  Halbmesaernsetakrecbte  Bbeoeny  diescdken,  we^ 
cke-  in  der  vorigep  Construction  die   Ecke  G  des  PamllelepiduB^ 
bildeten  nnd  deren  Durcbschoitfspuokt  Gy  also  der  Schwerpunkt  ist, 
.         Will  man  die  Lare  dieses  Pnnkts  d^rch  schiefwinkclnre  Ooer- 
dinaten  in  Bezug   auf  die  drei  Ebenen  BOC,  AOC^   AOß  be- 
stininien,   so  denke' man  sich  durch  G  eine  der  BOC  parallele, 
daher  anf  OD  senkreckte  Ebene  gelegt.    Das  tm  i^  nnf  OA  tm 
O  an   abgeschnittene  Stuck    ist  die  sut  OA  paralleie  Cpordinate 
des  Pnnkts  G\    sie   sei    durch  x  bezeichnet;   daa  Ton    derselbta 
Bkene  anf  OD  tou  O  an  abgeschnittene  Stick  int  js^.emm  AOD. 
Projizirt  Man  auf  dasselbe  drei  ron  0  bis  G  aofeNinnder  folgende 
Kanten  des  Parallelepipednsu»  so  «rhält  man: 


X .  cos  AOD=i  OP-h  OQ  cos  BOD-^  OB  cm  J^OD  oder 


jc  sin  c  sin  ^  =  ^  —  ^  c«)s  f —  «-  cos  /f,  daher 


* 

a  —  6c0sy  —  e  cos  ß       ,  .      ^, 

^  = 2e  Mn  c  sin  ß »  «"^'^  ^~"  "^  **  Syn«e»rie.wegti 

das  coDstante  Produkt  aus  dem  Sinns  einer  Dreiecksejt^  und  den 
Sinns  der  beiden  anliegenden  Winkel: 

sin  a  m  ß  sin  ;'  =  sin  ^  sin  u  sin  /  =  8tn  ^  sin  a  srn  ß=iiC 
setzt: 

*  < 

'  •  jfTs:-^^  (#  — ^  sin  y  ~  <?  cos  />);  eben  so  ist      '       '^ 

"^  ^  /  /  V  sin  y  /  a      M  \ 

if^^leS^  *^""^  cosa— a  coji  r)^x='^{e--m  coa/?— 4  ^os  oj. 


Entfernung  d  des  Schwerpunkts  6^  Tom  Mittelpunkte  der 
Kugel,  d.  t.  die  Di^geaale  OG  des  Torhin  zur  Construction  ang»» 
eraadten  Barallelepipedoani^  ist  nachweine«  bekannten  l^rsats«   • 


{ 


[/{OF*  +  OQ^  +  OH^-^IOP  .  OQ  cos  POQ 

+  20P.  OB  cos  POB-^^Oe  .  OB  .  co«  QOB^. 


i  - 


Sabstiloirt   man  hierin  die  ^porbin -angegiAiflinen  Wertbe  y9U  OF, 
41«,  OB,  so  koiimtt     . . 


t ' ' 


» 


f=^«.+*' 


€*  *—  2A?  CQ8  « —  2ai?  4C01  ß^'^^bmb  cns  /• 


Un  endlich  docIi  die  Winkel  in  bestinmen,  welche  der  durch  den 
Schwerpunkt  gebende  Halbneraer  der  Kugel  mit  den  Baibaeftsem 
OA^  OB^  OV  macht,    betrachte   iian    das   bei   p   rechtwinkeligre 

Dreieck.  OpO\     dasselbe    giebt     Opisi'OO  .  eoü   AeO    6der 

gmWr  tttC . 

s — : — =±=</.co8  AOO^  woraus  CO«  i#tfg=s^  %■  . — ;  ebeb'  so 
it  sm  a  Zea  am  a^ 


ist   cos  BOG:=z 


bK 


r,   COS   C0O:=z 


eK 


Diese  Cosinus 


^ed  sin  /J'  ^'"'  '^^^^       Serf  sin  / 
sind  also  direct  den  Seiten  und  umgekehrt   den   Sinus  derselben 
proporttonirt. . 

Der  Schwerpunkt  einer  von  einem  sphärischen  Dreieck  b^- 
grSnaiten  Kvgelpyramide  ei|;iebl  «ich  aus  dem  Obige«  ninp  leicht 
Er  liegt  auf  der  geraden  Linie,  welche  den  Mittelpmikt  der  Kugiil 
Mit  dem  Schwerpunkte  jenes  sphärischen  Dreiecks  verbiiidet,  aber 
osi  den  4ten  Theil  dieser  Linie  dem  Mittelpunkte  näher  als  der 
Schwerpunkt  des  Dreiecks. 


* » 


.)  .  . 


\ 


'  • 


I- 


IV. 

üeber  die  reknrrirende  BestimmüDg  der  Ber- 

iieiiUistchen 


¥on 


H 


ri »  • 

in  .  / 


Herrn  O.  Schlömilch 

zu  Wien. 


t  1 


'» 


•  I 


'» . 


«     ■  ;l 


.1. 

Wenn  man  die  bekannten  Formeln 

'■■''••'.  «         *  fl,a  '' 

Log  sin  to=Lo^  Ä>  +  Log  (1— ^)  +  Log  (1— ^) 

Log  cos  4«=Ug(l-^)+Lo,j^(l-5;j?)+Log(l-^j^)+:..: 
nach  fti  diffiirenziirt,  so  erhäft  maA' leicht  die  beiden  Reihen: 


t   > 
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Zieht  ni«a  dU  erste  GleicbuDg  von  der  zweiten  ab,   aachdem  man 
diese   mit  2  muUiplizkt  bat,   und  bemerkt»   dass  cot  ctf  =s  /  ^ 

1  —  cos   ft)    .  I  4  >  ■ 

tan  i<tf  =  — ^^  ^^      iit,  so  kommt: 

8111    lO> 

IcOSeC  CO  —  ;r-  =  -r — — ^  —  T-r r  +  r-z r  —  •  •  .  .  (3). 


V 


'.  Oieaea  achoB  bckaonten  Summinugeii  liait  sich  eine  sebr  vor* 
tkeilbefte  Seite  ubgewieoeo.  Drückt  man  nämlich  dieselben  Reihen 
durch  bestimmte  Integrale  aus,  »o  gelangt  man,  weil  j^ne  Summeo 
neben  bekannt  siAd,  zur  Kenntniss  einiger  bestimmten  liitegrale» 
-welche  sich  unbipstimmt  nicht  angebea  lassen,  und  die  sich  bernach 
znr  Bntwickelung  mdirerer  rekurrirenden  Eigenschaften  der  Ber- 
'  noullischen  Zahlen  sehr  hUtzlich  erweisen  werden. 

Zu  diesem  Zwecke  erinnere  ich  an  die  bekannte  Integralformel: 

e^B  sin  /i&fiO  = ^,      ^^ «-*«  H-  Const. 

Webmen  wir  0=bo,  0  =  0  und  subtrabiren  beide  Werthe,  so,  er* 
gieht  sich  das  bestimmte  Integral 

V^rJf=9Vf,  /i  =  wV^ —  l  geht  dasselbe  in  das  fola^ende  übc^r: 

worin  das  Imaginäre  nur  scheinbar  ist,  und  sogleich  verschwindet, 
wenn  man  den  Sinus'  durch  Exponenzialgrössen  ausdrückt.  In- 
dessen werden  wir  doch  diese  Schreibart  der  Bequemlichkeit  liegen 

beibehalten  und  V^ —  1  kurz  mit  •  bezeichnen.  Betrachten  wir  die 
rechte  Seite  der  Gleichung,  so  findet  sich,  dass  dieselbe  nichts  An- 
deres ist,  als  das  allgemeine  Glied  der  Reihen  (1),  (2),  (3).  GieOt 
.  man  also  dem  n  dielVerthe,  die  es  'dort  bat,  und  addirt  alle  Glie« 
der  auf  die  nämliche  Weise,  wie  es  in  jenen  Reihen  geschiebt,  so 
drückt  man  die  nämliche  Reihe  durch  eine  Reihe  bestimmter  Inte« 
ffrale  aus^  die  sich  aber  sehr  leicht  in  eines  %  cusammenziehea 
lassen. 

1)  Nehmen  wir  zuerst  «t=:l,  2,  3,  4, . .  .,  und  addiren  sämmt- 
llcbe  Glieder  mit  positivem  Zeichen,  so  bekommen  wir  auf  der 
rechten  Seite  die  Reihe  (1),  für  die  wir  gleich  ihre  Summe  setzen 
wollen;  also; 

4-  f^er^B  fin  mi&d&'^K  f^e-^B  sin  wiBäß 

t  *^  0  •••    •   '■ 
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Da  aber  diese  lategprale  den   geaeiaechaftKcben   Fakter  «-r  and 
gleiche  Gränzeo  beaitzen,'  so  kÖDaen  wir  dieselbea  so  ¥ereioigen: 

, jy[e-^^+e-2«e+e-*»e+ . ., . . . .]  sio ctfi^i/Ss^  —  jcot (». 

Weil   nuD  G  eine  positive  Grüsse  ist,  so  bleibt  ^€-^9  eio  achter 
firuch,  und  die  eioffeklttmmerte  Reihe  läset  sich  nach  der  Forael 

4f-|-a:*-|-^* -4- ==i — Zj  -f-l>4f> — 1 

samnireo.    Die  Summe  ist  nämlich: 

e^e I 

also: 

1     /••sin  m9de  l        .     ^ 

Schreibet  wir  noch  20  &r  0^  ^  ^^^  ^>  ^^  ^"^ 

1      /  «sin  (aiSde  1         ,.    ^  ,  .^. 

2)  Eben  so  leicht « ist  es  die  Reihe  (3)  in  ein  bestimmtes  Inte- 
l^ral^  zu  verwandeln.  Man  nimmt  wieder  in  (4)  it=l,  2,  3,  4.  . . . 
addirt  aber  alle  Glieder  mit  wechselnden  Zeichen.  So  erhält  man 
ganz  ähnlich  wie  vorhin: 

T  f^ler^^^er^^^e-^^^ J  sin  a>f0i^=|cosecai— ^. 

Die  Snmme  der  eingeklammerten  Reihe  ist 


mttiia  auch:  v  . 

1     r»sin  loiedB        ,  1  /^v' 

T/o    ^^9^1  =icoseca>-g;;....(6). 

3]rPCr  die  Reihe  (2)  setzen  wir  in   (4)  itacl,  3,  5 . .  ^  and 
addiren  alle  Glieder  mit  positiven  Zeichen.    So  wird, 

T  /o  I«"^^  +  ^-^^ -t- -*'^  +  —  .  I  «in  ciif©Ä^=itan  i». 
Nach  der  Formel 

findet  nidi-al»  dier  Samme  der  Reihe  unter  dem  IntegialBeicheni    . 

r-^0  1 


folglich  ' 


l     /*•  sin  mBdB         ^       , 

r7o  5ia3rs=5^==*^»»  i« 
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^  tliiT  #(,  il»  [lr-4«  «hmlttt 


=  Jas  Mb '  ^* 


/ 


*.    -       ▼  T 


^^    ^ 


giRlMi«  imten  mmu  lunBiiuü  iMMift  aicttas  «oh.  lii*»,  ,ID^  «7)  oaeiL  Fb<- 
tunaes.  «Attr  wilHwihriicini«  ^Iikaüame  ^  aararieib«**t,  w»  äm£  der 
mniitnt    *imtB    mätttAtf  ihm  BiaBimiff ■■  Jiim   laiMtti     tMnvBvkattiligt 

I,  ^  MbM  wir  av  (5) 


L^i-^»^— 1    ■"    I.i.l^i 


l.i-X a»— IJ*/* 


L  --  ±  ^     r  *   ig     .  «^       jt 


^^mfimehtm  wnr  ■■■  die  ttofffiiiwti«  voa 


I 


•2)  Stttmeiieiii  wrr    Liiii  die  «cicin^  (6),  ae  ludf^  die  lldw 
Swte  jfiMt  4e.  wie  m  yotigm  Fatte;  reei^  l»na^  die  Beiiie  ffir 

»  «a  —  a«,  wckfan  »di  geppn  — ^  hoit;  oiid  die 


:Q  Bedlieb  ipcte  die  brt^wwtrtge  Btthrnkfliew  ree  (7)  <fie 


2  2 


ake  wieder  dweb  GMcbHteM  der 

-^^ F~=^ S ^^^*-* ^*"'- 


0    «        — 'd 
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Diese   bestimüteii   Jntegr»!«   Cnr   eioft   bttiebij^e 
ZakI  bieten  des  Vortbeil  dar,  dass  «ie  den  Index  £» — 1  als  Ezpo- 
leat  eatkalten  lisd^  ca  .iaduirii  leiditer  wird,  den  ffegenseitigen 
ZnsaMBientiang  aekrerer  auf  einander   folgenden   ZMilen  xa  ent- 

Wollte  man  die  f^naer  jener  Integrale,  in  Reihen  yerwaadeln 
ud  die  Integration  eines  einzelnen  Gliedes  nach  bekannten  Eigen* 
icbafleB  der  Gaaiiaafanktiooen  aasfiihren,  80  würde  man  das  scvon 
bekannte  Resultat  finden,  i^ass  die^ReraouUisoke»  Zahlen  dij\  rexi- 
proken  geraden  Potenzen  der  aatnrlicben  ^Zahlen  sumniren.  Frttcbt- 
barer  ist  es,  die  Zäblei^ jener  integrale  in  eine  Rechnung  zu  ver- 
teehftea,  wie  die  uacbfolgenden  Parag^phen  zeig^n^. 

Wir  beschäftigen  uns  zunächst  mit  den  Formeln  (5)  und  (8), 
welche  wegen  der  Gleichheit  der  Nenner  zusammenge^öreB*,     ,  ' 

1)  Wir  mnltipliziren  beide  Tbeile  von  (5)  mit  6^r  €tonstante 
^sia  tf,  wekfhe  wir  nnter  das  Integltdzeichep  thun,  und  iMlegen 
das  doppelte- Sinnsprodu kl  In  eine  Ck>sinasdifferenz,.  so  .dasa  wir 
erhalten 

2    /»cos  (1— t©)a»  — cos  (l4-t<Ö)Ä»  j^       2sin  «>    '       ^  ,' 

-j-  /     ^,^      ,   d&ssz ^  —  cot  4a>  sin  w 

2sin  ^       rt    ,  \  ■ 

Entwickeln  wir 'beide  Ausdrücke  in  Reihen,  welche  nach  Potenzen 
TOD  (ö  fortschreiten,  so  sind  die  allgemeinen  Glieder  ^  ^ 


I  m  '     ^* 


1.2.3 (2n  +  1)  1.2.3....  (2it) 


.". 


<Qnd  weil  die  Koeffizienten  von  o^  einander  gleich  sein  müssen 


:*^«/o 


ilÖ  =  ;r-^-l  =  - 


^/»«  —  l  •^-"2«-i-l ^-i-V 

Es  ist  aber  v  '  .  * 

wobei  (2f/^|,  (2»),,...  die  BinomialkoeffizieDten  uogeradeir  Stelle 
für  den  Exponenten  2/f  bedeuten.  Substituiren  wir  diess  und  be<^ 
leicboen  den  Nenner  d,e&  ^ntegrnls  Jcur^  m^.A^i  s^  wird^ 


..■• » •  • 


«     ■  I 


-     0  -  .  ,^ 

Jedes  diede'r  *)iiteg^1e  fässt  Wieb  aber  "nach  (S)  ausführeii,  unid  so 
erbalten  wir:  *  •"■     "  ^>'{  ''•*  i*    *    r- *v  •.     .  >  ; 
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+ (-  i)»*-»i(2»)t-iÄ*^i  =  g:^. ...  (11). 

t  s 

2)  Rine  zweite    ganz  ähnlich    gebildete  Bigenschnft  der  Ber-  - 
nonllisched    Ztihlen    ersieht    sich   so.     Wir   multipliciren   (5)   mit 
4eos  cü  und  zerlegen  wieder  unter  dem  Integralzeichen: 

2    /'•sin  (l^-tO)aiw.sin  (1 -uiO)ä»    ,^       2cos  a» 

t/o  — ^sem --«/©==-^r— "«•»  i"  «•» » 

2cos  Ol 

= €ot|ia-f-8inca. 


Verwandelt  man  beide  Seiten  in  Reihen ,  so  sind  die  allgemeineu 
Glieder  •  ; 

^-mm  .  I     «II     I     f     u 1 1  lii» IM  1 1 '  j I      jr       ■  I II I      I  ■»  1 1        I      III    I  iTi    n  I   .an  lind 

f    1.2.S  ..  (2«-.l)  */o  .e2/iö  — 1  «OF  una 

1 .2  .  3  . . . .  (2if)  "*"  1.2  .3  . . .  (2n)  ^^^^  "*"  1  •  2 .  3  . .  • .  (2»  —  1) 
folglicli  durch  Vergleichung  der  KoefßzienteD  von  co^'^i, 

t/o •    m^^i «^=---i-(-l)»+>-ir*_,-l-l 

= ^ -I- (- i)«+4**,-i. 

Ferner  ist:  "    '  '         % 

=  2i[(2»— l).0-.(2i»— l),0«-|-(2i»— 1).0»  — 

+  (— 1)1.4.1(2» -^  l)2^i0a»-il 

also,  wenn  wir  diess  in  das  Integral  substituiren: 


(*-').  -l/TT-f»-).  •  l/TTr-M^'Vi/r^ 


ö«»-irfe 


...+(-  i)«+j(2»  - 1)2-1 .  y7^ 


B^'itimmeD  wir  den  Wertli. jedes  dieser  Integrale  pach  (8),  so  er- 
gicbt  sich 

(2*- 1).Ä, -^{«if-l),Ä.+|(2«-l),Ä,-. .,..,.. .. 

: , .  ^_  (_  i)V«i(2«  -  i)»^i?»^,  ;p  ürJ + (_  i)«44iÄ^. 

Dabei  heben  sich  die  jnit  B:b^%  behaftetep.  jGlieder  und  die  Reihe 
bricht  iilso  bei  dem  Gtiede  (— l)*j;3;^(2is— Ijsn^Ä^p-^  ab».  Schrei- 
ben  wir  daher  if-4*l  für  ##,  so  bt  D,nn 


'  > 
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Diese  Etgenscluift  der  BerooullisibkeD  Zahlen  iit  4^r  (11)  ganz  aimlog» 
aich  in  so  fern,'  ab  jj~--r  =  .^  .^ «  .  gesetxl  werden  kann. 
Es  lassen  stell  dali«r  beide  Gleichungen  i^  «nsaMiaenfassen: 

2  iJSHhÄ***    ^ 

wobei  die  obere  Reibe  fiir  ein  gerades,  die  untere  fiir  ein  angera» 
des  m  gilt, 

♦.  tv. 

Auf  gleiche  Weise  soll  nun  auch  die  Formel  (6)  nnt  Riieksicht 
anf  (9)  behandelt  wovden. 

1)  Multiplicirt  man  (6)  mit  ^  sin  itf  und  zerlegt  unter  4em  In- 
tegralzeichen das  doppelte  Produkt^  so  kommt: 

1     /*^co8  (l-^fO)»  — CO«  (l*4-tO)#  j^       -       sin  ttt 

t7« ?trpT — '^^^ — ;r^ 

Ke  heider8ei4i|fe-  Batwiekeitfiig  nach  Potenzen  V0a  ^  giebt  die 
allgemeinen  Glieder: 

T  M.2.j...:('2i.)  /o ;5fg»5n ^  ^''^ 

folglich: 

2.    /"•(l-V^y*-fl'-*-t'^)»*  ^_  1 

t    /o  ^«^-1  o^j—      2»-hr 

Entwickeln  wir  cfTe  Potenzen  unter  dem  Tntegiialaeicben  und  be- 
zetclinen  den  Nenner  knrz  mit  M^  so  ergiebt  sich  ganz  ähnlich 
wie  10  §.  111.  1):  ^ 

...+(_.,-K?.)^..»/;-25y?=ä^ 

Ast  (9)  findet  sich  aber  der  Werth  jedes  einzelnen  Integaals,  und 
to  hat  man: 


♦        I 


22*-l— r«   ,  «  1 


•  • 


3)  Dwsk  llolti^kaliM  mil  2e«»  fh  erhalten  wir  aue  (jl) 


X« 

Daraus    »«»8«ii    durcli   Verwandlung    in    Reiheii   die    allgememeo 
Glieder* 

•  1        (-  i^u^x       r  -(!-*-  .»)»"->  -  q  -  «e)»— *  ^  „n4 

^  •      ■  ,       '  ■  ■  ■ .  .      • 

folglich: 

T/o  «"ö+i  ^ 

oder,  wenn  man  die  Potenzen  wie  b  ».  Ol.  2)  entwickelt  «nd^  den 
Nenner  mit  M  bezeiclinet; 

Führt  man  jedes  dieier  Integrale'  nach  (9)  ans,  so  ist: 

Nimmt  man  anf  beide»  Seitei.  die  ■»  ^»**-^>ä?P^!*°.  "^Ij^  VlT'. 
„imen  und  sehÄibt  dann  ,»+1  für  -,  so' stellt  sieh  d»^  ,ReJs- 

tion  unter  folgender  Form  daV; 


r     '    ' 


i 


^^\i-^^->y*'<^^-^^^^^- 


n. 


summen 


Wir  wenden  ums  nun  «pr  »f^'^fJjP^''^^^^ 
iiengehdfiger  ^nt^grale,  bämlich  (7)  und  (10).     /      .  \ 
l)  Durch  lluUiplikÄtion  mit  2  sin  w  entsteht  ans  (7) 

I    :  l^       «»«^oa  a  —  tOy>-cos  (1-1- »^>»  ^  — i,,^  Co  sin  «ü 


0 

=3s  sec.  w  —  cos  w. 
Bekanntlich  U.«t  slcll  nun  sec  «  iii  folgende  Reihe  verWwidehi  7 

worin   M.rM.i  B„  ...  g^«H^  K«e«.l«t«  bede»!.«*' .^ri«!« 


/• 
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einige  Analogie  zn  den  BemooUitcken  Z^len  beiitsen.    Ei  w^d 
4ie  allgemeinen  Glieder  der  Reihen: 

7-  i.2.j...-t2;r)  f  — 2r~3i —  "^  ''"* 

1.2,S...(2«)"*'  l-2.3...42if)' 
folgliek: 

.  I 

Entwickelt  vMtn  wieder  die  Potenten  unter  dem  Integralzeichen  md 
bneioiui^  den  Neiner  mit  Xi,  so  itt  nnn: 

^).  •!/;•¥-(«•).  •*/;"^-*-(^-).  •<^'---  •• 

= 1  -I-  (-  l)««+iÄ*,. 

voraus  sich  vermöge  der  Formel  (10)  sogleich  ergiebt: 

...+  (-  l'jr^^^^—hnhn^lBin-i  =  H-  (-  1)»*»Ä2,....  (16) 

'  "%)^)lttltlplizirt*inan(7)  nrit '5^08  cu^  so  ist-/ 

-T-   /•  ^  ^ zr^^— ^  i/0  =  Bin  CO. 


/ 


0  e*     — ^     ** 


Danas  ents^ingcm   die  allgemeinen  Glieder  der  Reihenentwicke* 
long: 


<  •  1.2.S....(2t»— 1)  /  2.»        -2.© 

0  *        —  Ä 


?•  I.2.S.    ..(2i»— 1)  /^ 

(-.  i)iM-lai2»t-l 


l,a.3....(2jf  — !)• 
und  10  die  Gleichung 

*'  0    ,  .      «      — « 
Oiet«  giebt  durch  Kutwickeli^ng: 

'  ...-K-i)-+H»»»'-i)*^iVo^-r^— 1 

TMIIIL  2 
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'  jtad  durch  AusfBfhiHDg  aller  Integrale  nach  (10)* 

...+(_l)M,i^::<gr!)(2,_i)a^,^j^i~U.(17). 

Die  bisher  entwickelten  Eigenschaften  der  Bernoullischen  Zah- 
len, welche  gar  nicht  bekannt  zu  sein  scheinen,  enthalten  die  Auf- 
lösung der  Aufgabe  von  der  rckurrirenden  Bestimmung  jever  Zah- 
len; und  zu^Ieicb  fübrt  die  Former  (16)  die  Berechnung  der  Se- 
kantenkoeflSKteiit^n  auf  die  -der  BemouUischen  Zahlen  zuröck.  ' 

Die  Anzahl  der  Rekursionsformeln  für  diese  Zahlen  Hesse  sieb 
noch  vermehren,  iodem  man  die  bisher  gefundenen 'Formeln  durek 
'  Addition  lind  'Subttaktion  ^mbtdirte.  Diets  Will  iefa  «her  'über- 
gehen, da  die  Ableitung  dieser  Relatroofe»  l^eht  ist  «nd  öhned^s 
%a  weniger  einfachen  Resultaten  führt. 


'  1 


1  * 


')  - 


'-'   '   '       ■         ■'    t   -.r- 


lieber .  den  Schwerpunkt  >  !dies ;  k^rperlicb w  See* 
tors  eines  EUipsoids  mit  drei  Achsel. 

Herrn  Lieutenant. von  ScydHtz 

im  Eönigl.  Preuss.  8ten  (Leib-)  •  Infanterie,  Regimenu- 


'   •       •       w 


Aufgabe  J. 
(Welche  als  Einleitung  zur  zweiten  Aufgabe  dient). 


r 


Es  ist '^fn  tlHipsoid  mit  drei  Achsen  #,  ^  und  €?,  wel- 


che  den  rechtwinklichen  C4)or^tQaten  X,'^^  Z  entspre- 
chen, ffegeben.  KS  (Taf.  I.  Fi^.  4.).  äei  der  Schnitt 
durch  den  l^littelpunkt  0^  winkelhi^cbt  i?ur>CÖo'l^dtn«ti[i'- 
ebene  ^XX\MT  sei  ein  4^nd:erer  zu  derselben^Elhene  win- 
•kelrechier\^chiitt  ^darch  de«  Paiukt  Q,  in  d^^-Bhtfeir- 
nun^.  OQzzia:  von  0.  Es  soll  der  Schwerpunkt  des  kör- 
l^erliehen'  Sektors  jKfiV (2 C^/'iS^  he S'ttmmt  werden,   dessefl 

Centriwinkel  JfÖ^=^6^Z.  =  a  ist. 

1  c  jr 


»     \ 
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Die  Coordi  Daten  des  zu  bestimmeDden  SchwerpoiilLtes  #  lo  den 
respektiven  Achsen  seien: 

OB=a^,  Dü=^,  SU=%' 

so  wird  ^  aoeh  dasselbe  a:'  dM  Scbwerpanktes  des  Körpers  MKST 
sein,  der  zwischen  den  beiden  SchDilteliipsen  liegt ,  ond  es  bt 
iäkti  nacb  einer  bekannten  Enlwictcetintg: 

Die  Fläche  MNQ,  sei  g^leieh  ^  und  'die  Coordinaten  des  Schwer- 
punktes von  F  seien  y^  i/nd  «'',  so  istr~  ^ 

fTfFdäiz=ifjjFda:, 

Eben  so-.  ,. ,   , 

Bezeichnen  wir  in  Taf«  I.  Fig,  5;,-wj^lc^  die  Scbnittellipse  MT 
vorstelle,  die  halbe  grosse  Achse  MQ  durch  /,  und  die  halbe  kleine 
Acbse  i9Q' dimb  /?,  ferner  ilurch  9  deii  Kog«n  fiir  den.  Radiär 
=  1,  welcher  dem  Winkel  JIQM  entspricht  {HQ=z  QM  und  JVF, 
deren  Verlängtnrung  /f  Q^  In  !£f  scbnetdiety  wiifkelrecht  auf  Jf Q),  so 
ist  nach  Lehren  der  analytischen  Geometrie 

F=zir^    (^      -^ 
.  jp5=  Fläche  NPM{F,)  +  liNQP(F„). 

Bezeichnen  wir  die  Goördinaten  9,  i  und  »,,  h  det*  Schwerpunkten 
g^  und  9ff  4®r  Flächen  F,  und  F^  i^it>^  iwd  ^//,  so  ist   ., 

Nach  den  Lehren  der  Berechnlnig  des  Schwerpunktes  ebener 
Flächen  folgt,  wenn  wir  einstweilen  JV  als  Anfangspunkt  der  Coor- 
dinaten betrachten  und  MP  mit  a:^  ferner  NP  mit  y  bezeichnen : 

statt  ^,  y — QP=iY — Y  cos  y  gesetzt  und  statt  y,  AP=ß  sin  9  *) 
und  diese  Werthe  in  die  Gleichung  (6)  substituirt,  giebt: 

. 

*)  Schlägt  man  nämlich  um  Q  (Taf.  I.  Fig.  6.)  mit  der  kleinen  halben 
Achse  RQ  einen  Kreisy  so  s^'nei^em  sich  ^ie  Peripherie  dieses  Kreises, 
die  Winkelrechte  Ajp.  und.  der  Radius  .£^£  in  ein^m  Punkte  o  (laut 
analytischer  Geometrie) 

folglich  opssNP' 

sssß  sin  y. 
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^  (8y+y  eo«  f)  (y—y  cm  f)*+ß*  sin  y*  .*  c«s  7 

rF='- T— — 


Dieß  giebt  nach  gelioriger  Aoflösniig 

y"=^'--^)    (8) 

BexeicbtieD   wir    Dan    eben   so   die    Coordinaten    Qi   und   Q>&  der 
Scbwerponkte  s,  nnd  #^^  mit  »,  nnd  x^^,  so  ist 

Nach  denselben  Annahmen  wie  her  den  Gleichnngren  (4)  und  (5) 
folgt: 

F,ss^ß(f  —  i  sin  29)),  taach  Lfchren  der  analytiBcheii  Geometrie. 

»,F,  =^  iy»/?(y  -  i  sin  2y)  -  ^»    (») 

»,,/;,=: ^''"-^y-")    (10) 

Für  of  nnd  y  die  Werthe   y^r  cos  j»  nnd  ß  sin  9>   substituirt, 
giebt  nacb  geböriger  Auflösung; 

Ans   der  HittelpunktsgleicMiDg    der  Ellipse  AKB^  (Taf.  1. 
Fig.  4.)  folgt: 

und  aus  der  Mittelpunktsgleicbnng  der  Ellipse  ARHBx 

V 

Diese  Wertbe  in  die  Gleichungen  (7)' und  (11)  snbstitnirt,  giebt: 

— («» _  «»)-v/(«» -«»).(!  _  eo8  v) 
«"#•=■2 f -— _. 

=  diiO  —  eo«  SP)  V^(»'  ~  *')•    (13) 
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m"F=^^  Bin  g>y(a*'^a:*y    (14) 
f^Fda:  =  1^  (l  —  cos  9)  j \^{a^ -- a:^Y dx 

1»^    /        dx 
(Hu  sehe  Meyer  Uirsck  Integraltafeln  pag.  155.) 
Iv{al  —  x^\  ^^^ a ^^'  *•  ^®y*'  Hirsch  Integraltafeln  p.  141.) 

Bs  ist  mitliin  Dach  Gleichung  (1) 

2A(1  —  cos  ff)  1(2-^^^ H  -— )arl/(«»  —  or»)  4-  -5-  arc  sin  as\ 

y= -. ^ (15) 

Eben  so  ist  nach  Gleichung  (2) 

«'s ± ? -, ? (16)   . 

3a9»;r(a»  —  y) 

Wird  in  (15)  und  (16)  ^  =  0,  so  erhält  man,  nachdem  man 
Zähler  und  Nenner  durch  a:  dividirt  hat: 

»—       l5v — Kt^T^*"* IT       '' 

?f-\rcsin;r         ^         8«« 


ttBd  ehen  so: 


X  0  8 

^^m^^  (17) 


^^2£(i:-£os^  (18) 


Die  Gleichungen  (17)  und  (18)  sind  mit  (8)  und  (12)  zu  verffleichen. 
Es  ist  aher  wohl  zu  beachten,  dass  der  Werth  von  y  in  (17)  und 
(18)  ein   anderer  ist,  als  in  (8)  und  (12),  indem  9  eine  Funktion 


▼on  a  ist 


.  Wird  in  (16)  9», zu  ^,  also  der  entsprechende  Winkel  =180% 
«ithin  auch  Winkel  a^plSO»,  so  wird  VaO.     Wird  9  zu  2ir> 


/ 
i 


-  /. 
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I 

alM  ancb  WiDkel  a  =  360'»,  so  wird  %[  ebenfalls  =0.    WerdieBt 
endlich  9  and  a  mit  x  gletclizeitig  =  0,'  so  erhält  man  ans  (18) 


'    Aufgabe  ü.     . 

Den  ge^ometrischen  Ort  des  in  Aufgabe  I.  gesnebten 
Schwerpunktes  #  zu  bestimmeii,  wenn  Winkel  a  zwi- 
schen den  Grenzen  0  und  360^  sich  stetig  ändert 

Taf.  I.  Fig.  7.  stelle  «He  zar  Koordinatenebene  %Z  (l'olL  i. 
Fi|f.  4.)  recfatwinkliche  Scbnittellipse  ^vor^  die  von  dem  Mit- 
telpunkte O  des  EHipsoids  um  a^  (siehe  Aufgabe  f.)  entferiM^ 
ist,  so  wird  ^li^  vi  bestimmende  Curve  in  der  Ebene  dieser  Ellipse 
liegeo,  so  lange  o?  als  constaat  betracl^tet  wird.  Der  geom.etrische 
Ort  wird  aber  eine  Curve  doppelter  Krümmung  werden,  wenn  sp 
mit  a  gleichzeitig  als  variabel  eingeführt  wird 9  wenn  a:  z.  B.  alle 
Werthe  von  0  'bis  a  durchläuft,  während  o  «wischen  den  Grenzen 
0  und  360"»  sich  stetig^  ändert. 

Wir  betrachten  hier  x  aber  nur  als  constant.  1>ann  wird  der 
Ausdruck: 

,«»—«*      3«\^  •/  «         ,\  .  3a«  .     _ 

( j H -g-)al/(»*  —  ^') -♦- -g-  ^^  «»ö  * 

iMr(a*  -r-  — ) 

(Siehe  (15)  und  (1^  der  Aufgabe  I.). 

Es  sei  nun  #  (Taf.  1.  Fig.  7.)  der  Schwerpunkt,  der  in  der  Anfgviie'f. 
bestimmt  ist  und  der  dem  Winkel  EDF^=a  entspricht,  #Cund  CD 
s^en  die  Coordinaten  y  und  %\  W.  &DC  sei  =«7  und  sD=zf/^ 
so  ist: 

(1)  •*  sinq=y==^^^-^^^3  (Siehe  Aufgabe  I.  Forael  (15)) 

I 

(S)  «"  COS  f==r»^  =  ^f°^3  (Siehe  Aufgabe  I.  Pormet  (16)) 


•^=5 


X' 


COS  ^ 


.         %'  2i(l~co«y)^ 

3^=55^  «■  ^= 3; 3 

Ä(l  —  cos  •)  cos  f 

«= : 

'  c  sm  9 

A(l  —  cos  y)  1/(1  —  sin  f ») 

e  sin  9 

,        ^l>-cosy)»  O— sJny*) 
'  c*  sin  9* 

nmwi  den  Werth  fir  sin  f  *  bestimmt  gtebt: 


•~*^    — r*  üa  y'+i'd  +  coa  y'-tes  9) 


4'(l-e..  f)■ 

e»  111 

«1— 0.,) 

VI«- 
t: 

ciii9*-f-4*(l  — cos 
~     IvaiD  ■      ■»>■ 

Wl 

Au  PörHel  (1)  folgt: 


Sttri»  d«»  Werth  n>D  ain  q  w  Forael  (4)  geieixl,  giebt 

(4)  oad  ^5)  beslinmen  die  Curve  v 
tiuer  beiden  GleichuDg«D  im  Altgei 
Nqliinen  wir  ^  =  0  sd,  so  wir 
agd  daDn  bestimineD  die  GleicliUDg< 
itt  Scbwerpuakt  ciaeH  ElIipseDsekta 
«cbreibt,  wenn  a,  olso  auch  9),  von 
Wir  vollen  {4}  nod,  (5)  fiir  ;p'=0 
tteOcM: 

A(l  —  C08  y) ,_, : 

Wirt  jp^O,  so  wird  oncb  i]  =  0,  p'  wir*  drtn.^-g-^  y  c,  - 
(Vergleiche  hieraiit  Fofmel  (19),  dn  Torig^o  AufgabeJ. 
Wird  y  =  -5-,  also  9i^90<'  =  a,  ao  wird  nach  (6) 

iHT-sin  .)  =  *.. Folglich  n^HKO. 

Balbirt  man  daher  OA*  fTsf.  I.  Fig.  8.),  erricbtet  in  4cn  Bilbi- 
ningiuDDkte  B  eine  Winkel  rechte,  bis  diese  die  Linie  HKva  O 
•tbpeidet,  und  verbindet  mui'  G  mit  0,  so  ist  GO  ein  geometrischer 
Ort  ßr  den  Schwerpunkt  «  des  Ellipse  ose  ktors  HOK. 

•*  wird  fnr  5P=-|-  =  90"  nach  ForiSel  (7)       ■  ■     ' 

^W-^».)^  äi(2i£)  ^  JM  ,T.(.  ,.  Fig.  «.). 

"ä".-  ..   .    ^      ■  i.  " 

Wird  «p=sv=180%'flo  wird  lin  i;  =  U  folglich  q=s90*, 

Wird  91  =  !Jjf:^  360»,' ao  wird 


v"  wird  ein  Haximnm  für  91  ^  0,       ' 

Nelimen  wir  nun  an,'  a,  also  <p  wachae  über  360°  - binans, 
<p  werde  z.  II.  zu  y  +  Sn,  so  wird  die  Deutung  dieier  AonahiBe 
folgende  seilt; 

Die-gBDie  Ellipseafliiclie  K8  {Tat.  I.  Fijr-  8.),  die  wir  hier  als 
ein   Körperditferenlial    anselien,    uad    die    dadurch    eutstanden  ist, 
daas  a  alle  Wertbe  von  0  bis  360°  dnrcblaufen  hat,   habe  eine  ge- 
wisse Djchiigkeit  D.  ao  wird,  wenn  «1  zu  a  +  Sf^wird,  der'Seittor 
Li&Kt  der.ilem  Winkel  n  entspricht)  fod   noch  einmal  so  grosser 
•  Dichligkeit    s«itt,    «Is '  der  übrige  TheiV  der    Ellipse.' -  Hat  a  alle 
Wertlie  von  2jt  bis' 4;r  durchlaufen,  d.h.  iat  die  2te  ganze  Drehnn^ 
tktor/.0A' abermals  zur  ganzen  Ellipsen-  ' 
:  nun  aber  die  Dichtigkeit  %D  bat.     Wird, 
er  Sektor  LOK,    der  dem  Winkel  a  ent- 
babeo,  die  sieb   zu  dem  übrigen  Tbeiie 
t  :  1.     Nach  Vollendung  der  3ten  gaftzen 
t    Ellipsenfläcfae    nur    die  Dichtigkeit   3/> 

)o  wird  ancb  9  zu  ^-\-1n,  und  es  bleibt 
sändert,  in  der  2ten  Seite  der  Gleichung' 
(7)  ändert  sich  nur  der  Nenper. 

Bezeichnen  wir  den  Vektor  (9)  während  der  2ten  Drehnnff 
(9i+2;t)  mit  ttCV,  den  Vektor  während  der  3teu  Drehung  (gg-H^ir) 
mit  cCi)  n.  %.  \r.,  so  v^halten  sich; 

frfU,  tKS),  frf3),  «rfti iM 

nmgekehft  wie  die  Glieder  der  Reibe 

9)  {P  +  2jr,  jn  +  4j(-,  y  +  fhr, .  ■ . .  jp  -f-,Ä(»  —  l)jr. 
Z.  B.  ■'  ■     ;        ' 

Wird  IfimMcb  9i  =  -j-  =  W,  ao  wird; 

Wird  9=s,^  =  00°,  so  wird)  ... 

.;  .  .«P)  =  -i«.ti)... 

Wird  ^  =  »  =  180",  so  wird: 

Wird  9i^27r  =  360°,  ao  würde  hierDacb  »(«  =y(>(« werden, 
nach  Formel  (7)  werden  aber  beide  Vektoren  ==0.    Es  kommt  alao 
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0CO,  je  wuikr  9  sidi  360«  nähert,  dem  Werthe  von  y  trC^  die  Wi»> 

kel  »ach  iminer  näher,  his  anf  eine  Differenz,  die  kleiner  ist,  als  eine 
noch  so  kleine  anzunehmende  Grösse.  Ist  9=0,  so  wird  der  Expo- 
neoc  des  Terbältnisses,  viVitM^  unendlich  gross,  »(')  macht  demnach, 
nihrend  9  sich  stetig  zwischen  den  Grenzen  0  und  360**  ändert,  alle 

Werthe  mwischen  den  Grenzen  toU'  -^0  and  -^  v(i)  durebi 

Folgende  Tafel  giebt  die  Verhältnisse  von  (f(2),  vW,  <K4)....rC») 
n  tKD  fnr  gewisse  Werthe  yono);  sie  wird  ein  ungefähres  Bild 
d«?on  geben,  auf  welche  Art  sieh  die  verschiedenen  Vektoren  bei 
den  respektiven  Drehungen  verändern. 

Tafel  I. 


9)  =  22^< 


Werthe  in  Theilen  von  cKD 


ef(2) 


*^ 


2, 
17 


tK3) 


l 
33 


€^4). 


49 


t<5) 


65 


crC") 


1611—15 


9)  =  45< 


2_ 
0 


17 


2. 

25 


33 


8«  — 7 


y  =  a  =  90< 


5 


9 


o^ 


2. 

13 


17 


5^:3 


9>  =  a  =  180< 


Kommt  l>ei  der  Annähe- 
Tiing  von  g>  zu  360^  un- 
endlich nahe  dem 
Werthe 


2^ 

3 


5 


7 


9 


211  —  1 


II  H  I 


2^ 
2 


2» 
3 


2^ 


5 


■^■■p 


2: 
n 


Tafel  II. 


Verhältniss  der  Dichtigkeit  des  Sektors  zu  dem  übrigen 'Theile 

der  Ellipse. 


Während  der 
Isten  Drehung 

Während  der 
2ten  Drehung 

Während  der 
3ten  Drehung 

Während  der 
»tei^  Drehung 

1:0 

2:1 

•3:2 

n  :  n  —  1 

Nach  diesen  beiden  Tafeln  und  mit  Hülfe  der  Gleichungen  (4) 
nnd  (5)  der  Aufgabe  1(.  lässt  aidi  der  *  Schwerpunkt  des  von  den 
Widen  Schnittellipsen  MT  und  K8  (Taf.  I.  Fig,  4.)  eingißchlosser 
nen  Körpers  bestimmen,  wenn  der  Sektor  MNQOLK  wifi  einer 
«peeifisch  scl^wereren  Masse  besteht,  als  der  übrige  Theil  de»  Kör- 
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pert,  and  weDir  das  Verhältoiss  der  beiden  Dichtigkeiten  sich  anf 
eiBSi  der  So  Tniel  IL  angegebenen  Verbältniase  ziornokfilven  lässt. 
Qer  Sektor  entspreche  z.  B.  dem  W.  9=z:4$^  iind  bestehe  nns 
Piatina»  während  der  übrige  Theil  des  Körpers  aus  Gold,  pie 
Diobtigkeit.des  Platina  zur  Uicbtigkeit  des  Goldes  verhält  sich  wie 
235  :  193,  was  dem  Verljä]t|\js&  von  5:4  ziemlich  nahe  l(ommt 
Diesem  Verhältoiss  entspricht  nach  Tatet  11.  die  5te  Drehnng  und 
der  Vektor* tKA).  In  Twel  L  suche  man  mm  den  Wertl^von  i^  in 
TbeiJen  von  »Ci).für  9=:45^ 


?.  •• 


i  ' 


Wir  können  hiernach  indessen '  nur  den  Schwerpunkt  des  in 
Rede  stehenden  Körpers  bestimmen,  wenn  der  Exponent  des  Ver- 
hältnisses der  Dichtigkeit  (jD*^  des  Sektors  zur  Dichtigkeit  (/>)  des 

übr^i^n  Tbelles  dep  Körpers  :;=;^?=  ist,  wobei  m  irgend 

«in«  ganze  Zahl  bedeutet.  Zur  Bestimmung  des  Schwerpunktes 
für  jedes  heliebige.  andere  Verhältniss  der  beiden  Diclitigkeiten  zu 
«inander  diene  folgjende  Betrachtung., 

Hat  der  Sektonqglerche  Dichtigkeit  nrit  dem  übrigen  't^hetl«  dea 
""    era,  so  wird  der  Vektor  (e^)  während  jeder  (iften)  Drehnng      '^ 


D 

c^*)==0,  wenn  ^  =  1. 

Ist  die  Dichtigkeit  des  übriren  Theils  d|es  Körpers  =:0,  s» 
verschwindet  eben  dieser  übrige  Theil,  es  bleibt  der  Sektor  aHein 
zu  betrachten  ftbrig,  also: 

e;(»)=3»C*}^  wenn -^  =  0, 

D 

Es  ist  nun  offenbar,  dass  vM  ein«  Funktion  vnn  w  *^y  und  daaa. 

zwischen  den  Grenzen  von  ^=sl  iin4  ^=^9  I^Ms^cb  ste%zwio 
sehen  den,  Grenzen  0  und  t^t)  ändert    ,  - 

nieinach  md  ans  der  Anschauung  dev  beiden  obigen  Tafeln, 
folgt:    . 

rdr  sp  =  a  =  t80»  \^t' i^  —  ^—^1^^^"==^%  —  ^> 

rür  s^= 45 V . „  .  -5=rb  ^-  ft§  =  r^)- : 

Setzen  wir  stütt  1,  »;  so  wird  ^=0  und  t^C«)  fdr  alle  Vi^erthe 

von  «  =  »(1). 

D 

Setzen  ynr  statt  1^  0;  so  wird  ^  =  1  und V«*)  fdr  alle  Werthe 

von  jps=rO.  .         .  I      .. 

.^   Setzen  vfir  nun  statt  1,  ^.\  so  wird:' 
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Für  y=:a=lW,  f^->  =  5;z:^tKi>=/(?^) 

Für  9=45*,    i<^)  =  fi-Zr^rC«=f(5^)o.  ■.  w. 


Belilten  "wir  nnaer  d^ges  Benpiel  nit  dem  PlaÜBa  ttsd  GoMe  M, 
80  können  wir  Jetxt  den  .Sebwerpnnkt  dea  jransen  Körpers  no  ^ 
MO  bcstimipen,   alt   das  Verfaämiss '  der  Diefatigkeit  des  Ptatina 
am  Golde  235  :  193  genau  bestiumt  ist,  indem  wir  is=s235  und' 
jr=235  — 193^42  setten.    Dann  ist: 


VI. 

Berechniiiig  d^r  Gnmdzald  der  natfirlichen  Lo- 

sarithmen,  so  wie  mehrerer  anderer* mit  ihr 

znsammenhäBgfflider  Zahlwerthe. 

Von 

Herrn  Prof.  C.  A»  Bretschneider 

hl  Gotfia. 


^  Die  numerischen  Constanten  der  Arithmetik  haben  in  neuerer 
Zeit  durch  ihren  Binfluss  auf  die  Beredmung  der  begränzten  Inte- 
i^rale  ein^u  höluBren  WMh  erhalten ,t  al^.man  ihnen  früher  zu- 
schrieb, und  es  ist  daher  doppelt  pothwendig  geirorden,  die  wich- 
tigfsten  derselben  anf  eine  grosse  Reihe  ven  Decimalstellen  mit 
vollkommenster  Sicherheit  zu  kennen.  ^Glelcbwohl  ist  diese  Forde- 
^D^  Dar  bei  einer  einziffen  dieser  Zahlen,  nämlich  bei  der  Zahl 
^)  10  aller  Strenge  erfiÜU..  Der  Wertk  derselbea  ist  durch  wie- 
^  erb  ölte  Berechnung  bis  auf  150  Deciinalen  sicher  gestellt  und 
jedes  ffrössere  Tafelwerk  pflegt  einen  diplomatisch  genauen  Ab- 
<irQck  derselben  zu  erhalten,  Nüßht  eben  dasselbe  kann  man  von 
deD  äbrigen  arithmetischen  Cosustanten  sagen  i  und  schon  die  der 
2ah]  n  so  nahe  verwsndte  Grundzahl  e  der  natürlichen  Logarithmen 
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lässt  Zweifel  über  ihre  absolute  Riebtfgkeit  xn.  iPast  alle  UDsere 
matbematischen  Tafelwerke  baben  die  äblc  Gewohnheit,  in  einem 
Anhange  die^  Zahlwerthe  der  am  häufigsten  vorkommenden  numeri- 
schen'Constanten«  aufzuführen^  obnoaueb  nur  mit  einem  Worte  zu 
erwähnen,  ob  sie  von  den  Verfassern  neu  berechnet  oder  aus  an- 
deren ähnlichen  Werken  entlehnt  wojtden  sind.  Will  man  dann 
einen  solchen-  Zählwerth  für  irgend  eine  grössere  numerische  Rech- 
nung zu  Grunde  legen,  'so  findet  man  sich  über  die  Zuverlässig- 
keit desselben  in  jkainlicher  Uugewissb.eit;  Ja  man  ist  oft  nicht  ein- 
mal  IIB  Stande  zu  erkennen,  ob  die  in  der  Tafel  stehenden  Ziffern 
von  Druckfehleru  frei  sind. 

Eine  Vergleichung  mehrerer  Tafeln  mit  einander  kann  hier 
natürlich  nicht  zum  Zwecke  führen ;  denn  wenn  die  aufgenommenen 
Data  aus  einer  in  die  andere  übergegan^gen  sind,  so  sind  alle  Rßcb- 
nungs-  und  Druckfehler  ebenfalls  copirt  worden.         '. 

Aus  diesem  Grunde  habe  ich  bereits  vor  längerer  Zeit  eine 
Revision  der  wichtigsten  numerischen  Constanten,  begonnen  und 
theile  hier  die  Resultate  für  die  Zahl  «  iind  einige  verwanjite 
Grössen  als  Probe  mit.  ^ 

Es  wurden  zuvörderst  die  Summen  der  vier  Reihen 

1 —  1  -1-4,  -1-  gj-t-'. . 

1I_  JJ-f  gj-f  ,,-t- ... 

•  •  • 

Hl— L+JL+JL^ 

1'         7  1  ■•   '        -- 

Sesucht  und  aus  ihnen  durch  gehörige  Verbindung  die  nachstehen- 
en  sechs  Zahlwerthe  abgeleitet: 

«  =  2,71828  18284  59045  23536  02874  71352 
66249  77572  47093  69995  95749  66967 
62772  40766  30353  54759  45713  82178 
52516  64274  27466 

i:= 0,36787  94411  71442  32159  55237  70161 
46086  74458  11131  03176  78345  078ä6 
,80169  74614  95744  89980  3357147274 
34591  96437  46627 

^^  1  =s  1,54306  06348  15243  77847  79Ö56  20757 

06168  26015  29112  36586  37047  37402     ' 
21471  07690  63049  22369  89642  64726 
43554  30355  87046;     , 
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ein  1  =  1,17520  11936  43801  45688  2»18  50505 
6006)  51557  17081  33409  58702  29565 
41301  33(r75  67304  32389  560n  17452 
08962  33918  40419: 

cm  1  =  0,54030  23058  68139  7n40  09366  074» 
97660  37323  10420  61792  22276  70097 
25538  11003  94774  47176  45179  51856 
08718  30893  49571: 

sin  1=0,84147  09648  07896  506fö  25023  21630 
29699  96225  63060  79637  10656  72751 
70999  19104  04391  23966  89486  39743 
54305  26958  54349 

Die  Fonktioneii  Se^  und  ®iti  sind  dieyoD  Gadervann  etngvfalur* 
teo  hyperbolischen  Cosinut  und  Siniis«  Torslehende  Resultate  sind 
«af  115  Decimalstellen  berechnet,  die  letzten  zebnjedoch  hier  weg- 
fiiclassen  wor^n.  üebrigens  habe  ich  die  letxte  Ziffer  tftett  nnge- 
äadert  gelassen,  jedoch  in  dem  Falle,  wenn  die  nächstfalgende 
106te  Ziffer  eine  5,  6,  7,  8  oder  9  war,  dies  durch  ein  beigesetz- 
tes Colon  angedeutet  Dass  die  ganze  Rechnung,  ohne  alle  Ans» 
nähme  doppelt  geführt  worden  ist,  versteht  sich  yon  seibat;  nnd 
ich  habe  noch  aoaserdem  die  Wiederholung  derselben  ein  ganzes 
Jahr  später  vorgenommen ,  als  die  erste  BechnuD|^,  da  ich  &iiher* 
hin  bei  «iner  anderen  Rechnung  ähnlicher  Art  die  Er&hrung  ge- 
■acht  hatte,  daas  ich  bei  unmittelbarep  Wi^erbohii^  des  Cälcula 
zweim-al  den  nämlichen  zubilligen  Fehler  beging.  Da  dbrigens 
die  R«ia]tate  beider  Berechnungen  im  rorUeoMden  Falle  unr  um 
12  Einheiten  der  letzten  115ten  De'cimalstelle  von  enandar  ab- 
wichen, so  dürfen  die  hier  gegebenen  Ziffern  wohl  als  völlig  sicher 
ingeseben  vrerden.  # 

In  der  Rinleitung  zu  Callet's  tables  portatives  da  lo* 
garithaies  etc.  pg.  112  findet  sich  ikr  Werth  von  e  auf  61  Deci- 
BaisteUen,  aus  dem  Hoduhais  der .  briggischen  Logarithmen  abge-> 
leitet.  Die  ersten  41  D^cimalcsn  sind  richtig,  die  letzten  20  total 
fsisch.    Es  ist  nämlich  der  Wtrth  von  e  Ton  der  40sten  Stelle  an 

nach  Callet  .  .46928  08355  51550  58417  2;  dagegen 

der  wahre  Werth  47093  69995  ^749  66967  6. 

luFega^schen  thesaurua  findet  sich  _pg.  309  die  ZaU  tf,auf44 
Oecimalen  berechnet,  nur  um  3  Einheiten  der  letzten  448ten  Stelle 
stt  gross;  denn  Vega  hat  . .  .77572  4712  anstatt  des  wahren  Wev- 
tlics  ..  77572  4709.  .  , 

Gndermaon,  in  seiqter  Theorie  der  .Poteuzialfunktio* 
|^o>  hat  die  Werthe  von  @in  1,  So^  1,  sin  1  und  cos  1  auf  25 
Oecinalen  ffegeben.  Mit  Ausnahme  der  letzten  Ziffern  jeder  dieser 
^Uen  sind  die  ubrigeii  sümmtlich  richtig.  Nilir  iii  dem  Werthe 
▼•n  cosl  ist  die  Hie  Ditfteimale  fai^h,  inde«  ea^Mtt  ..68039.. 
^«l«ehr  • .  68139  . .  heissen  muss.  >  ,» 


/■ 
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GaDz  «ton  10  wi«  für  e  babe  icb  dann  ferner  <Ke  Sitaimen  der 
vier  Reibttt     .    . 

£!. -t.  £! -i_  £!j  j« 

al  "*"  6!  "*"  10!  ^'V 

IT"*"  ?T^TiT*^^-' 

für  alle  Wertbe  von  '^,  von  2  bis  zu  10,  anf  25  Decimalen  berech- 
net und  dadurch  die  Zakkn  erbalten  y  vrcidie  unten  in  der  ersten 
Tafel  bis  auf  ,20  Peeimalen  zusammengesteUt  sind.  Die  Probe  der 
Richtigkeit  der  einzelnen  Resultate  wurde  dadurch  erhalten ,  dass 
die  Summe,  der  oben  angeführten  vier  Reihen  genau  denselben 
Werth  für  e^  ergeben  musste,  der  durch  successive  Multiplication 
von  e  gefunden  worden  war.  Bei  der  grossen  Leichtigkeit  mit 
der  sich  aus  den  Gliedern  der  Reihe  fdr  €*  die  Glieder  der  Rerhe 

t^ .  (to)  finden  lassen ,  habe  ich  auch ,  die  Berthe  der  In- 
ttegpi^tfunktionen 


*•  .  '  *  s  1 

f&ilt  * .  ^=03ar5  /sin  x  .  §=fi  a^ 

an  Rechnung  geB«vimeB.     Zii  dem  Ende  wnrden  die  Stunnen  4er 
vier  Reihen 


.  '        .     1     ;r*    .     1      x* 

y+/f+xir"*:T-8r 

1  •  Ü'^'   ö  •  5!  "**T-"9r 
T  •  2!  "^^  6  •  el  "^  10 '  lOT 

„  ( 

!»•  »!  7"  7  •  7!  "*"  ir  11! 


-  / 

1 


•  • » 


fiir  die  Wertbe  von  ^=:1'  bis  ^^=10  giesncht  und  aus  ibneii  die 
Werthe^obiger  lütegraffunktionen  abgeleitet.  Bine  Probe  der  Rcfth- 
Hung  erhielt  ich  dadurch,  dass  ich  den  Werth  li  ^^  UnmittelbAir  Irtts 
der  von  mir  früher  entwickelten  Formel  (theoria^  lo^g^rithmi 
integralis  lineamenta  nova  in  Crelle's  Journal  Bd.  17. 
pg.  284  Nr.  59.)^ 

befeidinete,  in  w^lcber  die  Grössen  Ky^K^K^  u.  s.  w.  mittetot  >der 
Recnrsionsformeln 


■  '     •  r^    \ 
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Ä.  =  lg(H-i) 

i 

JT,  =  2I(ar  -4-1  )Jr,  —  y  «.  «.  w. 

abg«l«itet  werden  können.  Da  ober  diese  Formel  den  Werth  von 
li  « '  nothwendig  voraussetzt,  so  wurde  lettterer  ans  der  GroAd- 
formel 


li  ^=f-hl 


2.«!^  ^.«I^  4*4! 


dnrdi '  cweimdt|^  .  Bere^bunng  nuF  40  Deemialsteliefn  i0ntwk;kelty 
woraus  sieb,  mit  Weglassnng  der  5  letzten  Stellen,  folgende  Re- 
anltate  ergaben: 

K  e=r-f-l,8»5il  781631^9996  75546  65209  3«31  684t6 
U  4-=  —0,21038  39343  95520  27367  71637  75460  12164 

^  1=::+ 0,83786  69409  80208  24089  46785  79435  75630 

ej3  l=Tf- 1,05725  08753  75728  51457  18428  54895  87795 

ci  1  =  + 0,33740  39229  00968  13466  26462  03889  15076 

V  fi  1  =  + 0,94608  30703  67183  01494  13533  13823  17965 

leb  bemerke  bei  dieser  Gelegenbeit,  dass  icb  vor  Kurzem  einen 
ganz  einfacben  Weg  aufgefunden  babe,  die  bisber  imme^  noch  so 
mnbsame  Bcrecbnung  der  Integral logaritbmen  sebr  grosser  Zablen 
ansnebmend  leicbt  zu  bewerkstelligen.  Man  bat  nSmlicb  allgemein 
folgende  Formel: 

li  (^»-|-^)=li  €^  +  lg  [!S-^^t£)l 

"*"    «TT  ^1     +"2F"    *     "*"    sT^    *  ' 

IQ  welcber  y=l  +  --  ist  und  die  Coefficienten  Cp-^  dnrcb  die 
€leicbnng 

^      1  «        .  «^ 


bestimmt  weYden.  Setzt  man  nnn  in  obiger  Formel  z.  B.  i>  =  10, 
also  €«  =  22026,46579..  so  bra^cbt  man  nur  ^=,—  0,46579 .  • 
<!•  b.  gleicb  dem,  mit  der  Potenz  e'^  verbundenen  Oecimalbrucb ,  zn 
setzen,  nm  sofort  den  Integrallogaritbmen  der  boben  Zahl  22026  z« 
erhalten.  Es  ergiebt  sieb  daraus  der  Wertb  von  lgy=0,00002113.. 
so  dass  die  zn  berechnende  Reibe  ausserordentlich  schnell  conver- 
fm.    Man  kann  nun   leicbt   weiter  geken  und  für  op  grössere 
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Werthe  nehmen,  liod  wird  für  Ig  v  immer  Jiocb  sehr  kleine  Werthe 
erhalten.    So  ist  z.  ß.  für 

;r  =  —  1,46579  . .  e»  •  +  ^  =  22025  nnd  lg  v=z  0,00006654 
ar  =  —  6,46579..  tf»» +  ^  =  22020  nnd  lg  v  =  0,00029357 
a?  =  — 26,46579  . .    e»«  +  a?Ä22p00  und  lg  v  =  0,Q0120226 

n.  8.,  w.  woräns  sich  die  ungemeine  Brauchbarkeit  der  zu  Grunde 
gelegten  Formel  w6hl  sattsam  ergießt.  Seihst  bei  weit  niedrige- 
ren Potenzen  von^  wird  sie  noch  mit  Vortheil  angewendet  werden 
können.  Denn  es  ist  z.^  B,  für  die  dritte  Potenz  von  e  der  Werth 
^»  =  20,08553  .,  und  dies  giebt    '        , 

für  ^  =  -r- 0,08553  . .  c*  +  ^  =  20  und  lg  i/  =  0,00426772 
für  ^  =  —  1,08553  . .  u«  -|-ar  =  19  und  Ig  f  =i  0,05556101 
für  o?  =  —  2,08^  ..>'-*-  0?=;  18  und  lg  v  =^  0,10962823 

ingleichen 

für  ar=TH  0,91446  . .  e*  74-ar  =  21  und  lg  r=0^452244 

.   fiira?  =  +  1,91446..  e» -4- ^  =  22  und  lg  v  =  0,09104245 

für  07  =  + 14,91446  . ,  ß>  +  or  =  35  und  lg  i'  =:  0,55534806 


80  dass  seihst  für  OET  >»>  j.«'*  jedes    folgende  Glied   der  Reihe  um 
mehr  als  die  Bälfte  kleiner  ist,  als  das  vorhergehende; 
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VII. 

Ueber  eine  geodätische  Aufgal>e. 

VOD 

dem    Herausgeber. 


.  ( 


Bei  einer  Triaof^QKntiiflr  kaim  zmweikA  dter  folMnile.Ffü  var> 
koiuieii.  M  Bwl  M^  nnd  zw^i  Paikte,  deren  Cmgfl  9mm  einer 
früicni  Messmng  kikanot  jtl.  Man  kavn  abeir  keineit  dieMr.beideii 
Piikte  T<äi  dem  «ndem  anseekea.  Dageffea  sieht  maa  sawaU 
TOB  M^  als  auch  tod  M^  aas,  drei  andere  iarer  Lage  ntfeh  aolM- 
kasDte  Pankte  A,  R^  C^  nnd  aiiBst  ia  ^  die  180"»  nicht  therstei- 
««adea  Winkel  AMB,  BMC,  CMA.An  M,  die  180«  nicht  Ubefw 
stnffeiiden  Winkel  AM^B^  BM^C,  CM^A.  ist  es  dann  noch 
nogl)eh,  die  drei  Winkel  A,  B^  €7  des  durch  die  eben  so  be^teich- 
ätten  Punkte  besdnuatea  Dreiecks  /:^i?6^,  dessea  den  Winkeln  A^ 
B,  C  gegenüberstehende  Seiten  wie  gewöhnlich  .dnrcb  «,  ^,  c  be* 
zetefanet  werden  sollen,  m  iBessen>  so  kann  omni  jederteit  di« 
Lage  der  drei  PiKkte  A,  B^  C  bastianaen,  wie  im  Ftolgeaden  ge- 
uigt  werden  soll. 

Man  nebaie  eiiie  Seite  des  Dreieck^  AB€,  etwa  die  Seite  c, 
ils  Längeneinheit  an,  so  hat  man  für  die  drei  Seiten  a»  b^  c  des 
itt  Rede  stehenden  Dreiecks  nach  einem  bekannten  Elementarsatce 
der  ebenen  Trigonometrie  die  folgenden  Ausdrücke: 

^.  sin  A    1      'sin  B  ^ 

Qod  kann  also  die  drei  Seiten  a,  i,  <?  in  Bezug  auf  die  tipgenom- 
nene  Längeneinheit  aus  den  gemessenen  Winkeln  ^A^  B^  C  leicht 
vereebnen. 
,  Da  lUe  Lage  der  Punkte  Jf»  ti^  ti»  hekai|nt  yoeausgesetzt 
wird,  so  nehmen  wir  an,  dass  die  Coordinaten  dieser  Punkte  in 
|I^Qg  auf  ein  ff^wisses  rechtwinkliges  Coordinatensystem,  welches 
in  Folgenden  <ms  primitive  Sff tem  genannt  werden  soll ,  gegeben 
>iiiid.  NiuMBt  man  nun  A  als  den  Anfang,  AB  als  den  positiven 
Tkeil  der  Axe  der'S  eines  neuen  rechtwinkligen  Coordinatensj- 
*|^a8  der  ^i;,  und,  was  offenbar  imner  möglich  ist,  den  positiven 
^eU  der  Axe  der  17  so  an,  dass  man .  ^ich,  um  von.  dem  positiven 
Theile  der  Axe,  der  $  -durch  den  rechten  Winkel  ($77)  hindurch  i&u 
^potiüyen  Theile  der  A>e  der  1?  zu  gelangen,  gaoa^.naob  der» 
*^u«a  RUhlnug  hin  bewegen  msaSf  na^h  w^^icber  m«a  sich  bewe<- 
1^  naii,  nm  ven.  dem'.posiliyen  Theiie  der  ajrsten  Axe  de»  primi^ 
oreii  Syetemi  doreh  d^n^ffimitiveii  Cpordinateawinkel  hindurch  an 

*  3* 
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4e«  posiliven  Theile  der  zweiten  Aze  des  pribitiven  Systems  zu 

gelaagei;  so  sind  io  Bexag  auf  dieses  aDgeDonoieDe  neue  recht- 

wiakJige  CoordioateDs^stem  die  CoordiDateo    der  drei  Punkte  A^ 
B^  C  offenbar  respective: 

0,  0;  c,  0;  ^fcos  ^,  zb^  sin  A\ 

oder  Bach  dein  Vorhergehenden : 

''  *      '      -  cos'^'gtn  iSf*       'äin^  sin  ig' -    ' 

wo  in  den  Ansdrocke  der  zweiten  Coordinate  des  Punktes  C  das 
ohere  oder  untere  Zeic}iJ90  genommeifr  werden*  muss,  jenachdem  der 
positive  Theil  der  Axe  der  17  auf  derselben  Seite  von  AB  wie  der 
Funkt  C  oder  auf  der  entgegengesetzten  Seite  von  AB  liegt.  Aas 
diesen  so  eben  bestimmten  Koordinaten  '  der  Punkte  A^  B^  C  und 
den  in  M  und  Mx  gemessenen,  180^  nicht  übersteigendeD  Winkeln 
AMß,  BMC^  CMA  und  AM^B,  BM,C,  CM^A  kann  man  nun 
oad^  d^B  Pothenot'scben  oder  'viebnehr  SneHius'schon  Problem, 
elw«  mittelst  der  Tbl.  1.  S.^44(r^£^.  448  entwickelten  Formetn,  ^\t 
Coordioaiteii  $,  17  und  S,,  17,  der  Punkte  itf  .iind  9§x  Bddesi'Sy- 
siemO'der  I17,  so  wie  auch  die  Entfofnungen  MA^  MB^-Mdmii 
Ml  Ay  M^  B^  Ml  C  berechnen» 

Denkt- man  sich  jetzt  durch  den  Pimlcb  ilTals  kv£kmvt  ein:idea 
l$f  Sterne  der  $17  paralleles  System  der  %'if  gefegt ,  unil  bezietchnet 
die  Coordinaten  des  Punktes  M^  in  diesem  Systeme  durch  $'i>  ^n 
die  Länge  der  Liaie  MM^  ituröh  (^);  und  den  yon  dieser  lioie 
mit  dem  positiiren  Theile  der  Axe  der  $'  eing^schlossenea. Winkel, 
indem  man  diesen  Winkel  von  dem  positiven  Theile  der  Axe  der 
('  an  durich  den  rechten  Winkel  (SV)  hindurch  von  d  bis  300" 
zählt,  dnrch'  &\.%o  ist  offenbar  in  völHger  Allgeoieinheil 


.    %)    * . .  ?,  =(^)  00s  0)  fi\  fe:(^)  sin  Q. 


i 

Na«h   der.  Lehre   von  der  Verwandlung  de^  ^oontMiaten  ist/fb^r 
oflPenbar  ^ 


5.3?=^-hr„  Vi=;^  +  J?'i 

\ 

' 

oder 

- 

1 

.    -I'i  Ä  ?.  —  §^  ff^  «17,  —  jy^;        ' 

•     ■   r    .    ' 

1 

' 

d.  i. 

Dach  dem 

Obigen 

.  ,  ;         r  •  .' 

.,    -.  ,     ' 

'      8)    . . 

\.{q)  cos 

®  =  $,-5,  (^)jin0=i7. 

—  «75    " 

j 

also 

1 

f   _  .■ 

t 

;  ■  •.*). 

1 

und 

1 
+ 

;•  V^^— COS  e  ~.>in  (9'      ., 

* 

i 

X 

•  '4' 

mittelst  weither  Formeln  9  und  (i^)  leicht*  berechneti  wel«deti  k^^" 
nee.  Ob  man  den  positiven  Winkel  ode» 'Bogen  9^>tfete)iler)^^ 
nifht  abersteigt,  zvHsehen  0  und  iSO^^'dder  zwischen  180^  w 
>»^  zu  nehmen  hat,  entscheidet  man  dMtf^eh.  Uüili  mtttt^ftr'df»' 


n 

dcijenigen  4er  beideo  ii  Eede  «tehenden  Werthe  zo  setzen 
Wt,  ireleker  nittelst  der  Poraelo  5)  far  {q)  eiDen  positiven  Wertb 
liefert; 

Wobl  an  beachten  bat  man,  dass  bis  jetzt  imaier  die  Seile 
ji^  oder  c  des  Dreiecks  AßC  als  Längeneinbeit  ang^||oaiai|Kfi 
worden  ist. 

I>a  die  Lage  der  Punkte  üf  nnd  Mi  als  bekannt  angenommen 

wird,   80  sind,  wie  schon  vorher  bemerkt  worden  ist,  ihre  Coordi- 

■siem  ^,  y  nwd  ^,,  y,'  in  Besttg  auf  ein  gewissaa  rechtwinkitgea 

CoordiDatenavstem    der   ^ry    nnd    eine    bMtinuUe    Längeneinbeit» 

welcbmiteren  ^  beseialiiMt  werd^  mag,  gefftben.    Legen  wir  nim 

teich  den  Punkt  M  ein  dem  primitiven  ^rstesie  der  ^vy  paraUelea 

tmtn^fnMkmwKpMm  der  a^^,  und  be«Jcbnen  die  Coordinaten  des 

Rabktes  üf,   in  diesem  Systeme  dwrch  ^,,  jKi»-  de«  namerlsehen 

Anndroek  der  Länge  der  Lioie  JCA/«   in  ^9itA%  auf  ^  Längen« 

tinbeit  f*  dnrck  q^  nnd  den  Von  der  Linie  ÜfMi  mk  dem  positifen 

Theile  der  Axe  der  o/  eiogescjilossenen,  von  dem.  positiven  Tbeilc 

der  Axe  der  x'  a;n  durch  den  rechten  Winkel  (^yO  liindorch'  vori 

e  bis  360^  gesäbHen  Winkel  dmcb  9>;  ^  iit  offenbaif  in  vötlii^ 

AUgemeinheit 

6)    ...  jE^^  =  ^  cos  9,  y'j  =  ^  sin  y, 

Dod  Dach  der  Lehre  von  der  T^rwandloag  der  Coordiniiten  \aX  ; 

4?,  i=:^  +  ^„  y,  =3f  +  y, 

oder  ' 


also  nach  dem  Vorhergehenden  . 

7)    . . . .  ^  eos  9)2Sir,  ^ — 4?,  ^  sin  9=3y^*-y 
folglich 


1 1' 


yt— y 


8)      ••ta-K9'  =  |^r| 


uod 


I ' 


-9)    :';..,»=:€ii:il£i=llL 


OQS  9>  SID   9« 

mittelst  welcher  Formeln  tp  und  ^  berechnet'  wei^l»n  k^otien.  Ob 
Biao  dep  positiven ,  36Ö*  ni6ht  übersteigenden  'Wiiiket  oder  Bogen 
9  zwischen  i>  und  ISQ^  oder\^wischen  180^  und  SOO^^zür  n|i<hm«ci 
Ut,  wfrd  daWch. ' jed^eit/^'l^icht  entschieden,-  dü^s  mflin  %r  f 
immer  denjenigen' der  beidcfti^ifi  Rede  stehenden  Werthe- ^H  setzen 
bat,  welcher  nittefsf  der'Formeln  ^  für  ^  einen  positiv^  >'Werth 
liefert;  •'••'•'■'"  ••  '  •       >'*'>. 

iikiXt  dem  forhergehendeo"  sind  f(i)  und  ^'die'  niimeri^eheti 
Ausdrücke  derselben  lAm^^MM^  in  Blucug  auf  verschiedene  Län- 
*geneinbeiten ,  nämtidh  respeictive  in  Be;KUg  auf  ,^iief^ Längeneinheiten 
c.  Qod  u.  und  es  ist  .also  eurentjich       '         ,        . 

folglich 


\ 


sä 

woraus  sogleicti 

■» 

(?) 


10)     ...ir=,4M 


folg^,  oder  auch  ^ 

weOD  idao  nur  den  Ausdruck  auf'  der  rccfatep  Sehe  des  GleiehkeiftsM 
zeichen»  auf  die  LäBgeoelnbeit  ^a  besieht^  wodurch  aka.  die  irahre 
Grösse  von  c  iu  Bezug  auf  die  der  urwffüD||^ichen  iMessiliif,  bos 
wekher  die  Lage  der  Punkte  M  und  M^  hergeleitet  wurdie,  suiti 
Grunde -gelegte  Längeneinheit  (i  gefijiiden  ist.  f>ie  nuaerisekeit 
AasdrÜeke  alier  im  vorbergeheaden.  in  Bezug  auf  die  LängeneuiY 
heit  <?  berechneten  Läng'en  in*  Bezug  auf  die  IJingeneinheit  7*  er- 
hält man,  wenn  man  die  in  Rede 'stehenden  Längen  is  BeoEUg  auf 

die  Längeneinbeit  c  sämintlich  mit  dem  Bruche  7^  multiplicirt,  wie 

auf  der  Stelle  erheUen  wird,  so  dass  also  hiernacb  auch  die  nume*^ 
rischen  Ausdrücke  aller  dieser  Längen  in  Bezug  auf  die  der  ur» 
dpriinglichen  Messung^  aus  welcher  die  Lage  der  Punkte  M  und 
Ml  hergeleitet  wurde',  zum  Grunde  gelegte  Lädgeoeinheit  fi  ohne 
Schwierigkeit  gefunden  werden  kann. 

Endlich  wollen  wir  nun  noch  zeigen^  wie^  pudern  wir  von  jetzt 
an  natürlich  immer  die  Längeneinheit  /it  zum  Gründe  leg^n,  die 
Coordinaten  X,  F;  X»,  If, ;  X,,  F,  der  drei  Punkte  Ä^  B^  C, 
«Iwen  Lage  zu  bestimmen  unsere  jßigentliche  Aufgabe  ist,  in  Bezug 
auf  das  primitive  System  der  acy  gefunden  werden  können. 

Zu  dem  Ende  bemerken  wir  zuvörderst,  dass  aus  den  bekann*. 
ten  Wii^keln  A  und  od  immer  leicht  der  Winkel  ^  abgeleitet  wer- 
den kann,  welchen  der  positive  Tbeil  .der  Axe  der  §'  mit  demjDO^ 
sitiven  Theile  der  A^e  der  a/  einschliesst,  wobei  man  diesen  Win- 
kel wie  gewöhnlich  von  dem  positiven  Theile  der  Axe  der  a/  an 
durch  den^  rechten  Winkel  (^'y)  hindurch  von  0  bis  360^.  zählt. 
Bei  der  Aufstellung  der  an  sich  übrigens  sehr  einfachen  allgeniei- 
nen  Regeln  für  die  Ableitunj^  des  Winkels  yi  aus  den  Winkeln  d 
und  9P  wollen,  wir  uns  hier  jedocb  tiicht  aufhalten  ^  weil  man  sich, 
wenn  nicht  auf  andere  Weise;  doch  immer  durch  eine  leicht  ^u 
eatwerfende  Figur  bei  diesem  Geschäft  wird  helfen  l^önnen. 

0je  Coordinaten  der  Punkte  A^  By  C :im  Sys^me  der  o/^. 
dessea  Anfang  M  ist;  seien  X\y'^  X',>  Y\\  XV  F'»i  und 
Ä',  9';  Ä',,  2)'i;  3£'„  ^\  seien  die  CofMriinaten  der  tränkte  ^, 
Sy  (t  im  Systeme  der  SV»  dessen  Anfang  ebenfalls  JU  ist. 

Da 'das  System  der  §Y  4eni  Systeme  der  $17  parallel,  ist 9  un4 
I,  17  die  Coordinaten  des  Punktes  J!f  in  dem  letztern  Systemß  ip 
Beaug.aaif  die  LäBgeneiDhci^  ^  sind)  so  ist,  weU  aa^j^i  dem  Obigen 

die  Coordinaten    der  Punkte   ^,  B^    C  in    dem  Systeme   der  ^ 


*)  Wegen  des  Vorzeichens  ist  schon  oben  die  nöthige  Bestimmung  gege- 
ben worden. 
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(jctet   latiirikh  iBiMr  in  Beug  «nf  4ie  Lingeneinkeit  >)  sind« 
■adb  der  Le^re  von  fitf  Verwandlung  der  Coordinaten 

coa  ^=^-|^5-f-3E'„  ±^  sin  ^  =  ^iy-f-gV; 

ailtelat  welcber  Formeln  die  Coordinaten  X\  9';  X',,  g',;  SC",,  9'« 
berechnet  werden'  können. 

Nach    der  Lehre   toq   der  Verwandlung    der  Coordinaten    ist 
nan  ferner  .     ,  ' 

IJP=2JP  cofc  ^—9^  sin  f^,  y  =  1'  sin  ^  +  0'  cos  ip\ 

X'jisJE'^  cos  ^  — g',.  sin  %  Fi=I',  sin  ^  +  3',  cos  ^; 

-X',  =X',  owi  ^  ••  g'.  Bin  t»  I"a  =  3E',  sia  ^  +  g',  cos  tp^ 

and 

Biittelat  welcher  Formeln  also  jetzt  die  gesuchten  Coordinaten  JC, 
F;  1[,,  y,;  X^  F,  der^  Punkte  ^,  B^  C  \n  Bezug  auf  das  pri- 
Bitive . System  der  jcy  gefunden  werden  können,  und  die  Lage 
tieser  Pankte  daher  heatuamt  ist,  wie  verlangt  wurde. 

,  Bezeichnet  man  die  von  den  Linien  M^i^  MB^  MC  mit  dem 
positiven  Theile  der  Aze  der  $'  eingeschlossenen  und  auf  gewöhn- 
liche Weise  von  0  bis  3d0<>  gezählten  Winkel  durch  C»  Cd  C»  Qud 
setzt  MAzzur^  MB:=iir^^  wC=r^;  so  ist  offenbar 

Ji'^r  cos  C  g'==r  sin  f; 

X',  =r,  cos  Ci,  8'i=»-i   8>n  C, ; 

X',=r,  cos  £„  g',  =  r,  sin  J,; 

ilso 

cos  £=—,  sin  C=— ,  tang  £=  j?; 
15)  (cos  £,=|f,  sin  C.=|^,  tang  C.=|^; 
(cos  i%=jr^  sin  fa  =  — ,  tang  £,=-3^; 


1 


4% 


ttittttkt  w^THter  formolo   ^  Wiikfrel  t,  C  Cs  Wtffegfcagt  w^riHi 
kteiMtt  *).     Btit  van  aber  tfic«  Wislrel,  m  ist  aacft  1S> 

«tt4  <thM>  «<i^^  l'M 

Xi=«*'-i-'-,  cos  (if'-f-CiK  ^i=y-*-*-i  «■  (*-i-Ci); 

tÜ^  viMrV^rffehende  AoflosoBg  unserer  AafgaW,  «gleich  dieselbe 
^k^^  ^o^efte  ABwendsof^  ats  Pollie.iiot'sclie«  oder  Tielmelir  Snel- 
ttlltt^4i^kett  Problems  in  Anspracb  DiWBt,  scb^ot  bbs  desseonoge- 
«i^^bUl  i*Ur  die  wirkliche  Anweiidnng  die  Meisteo  VorAeii«  zu  ge- 
w«^br«iji>  weshalb  wir  for  jetzt  aodere  AnfSsange«  deraelbeo  nicht 
u^«B»  und  mit  der  Bemerkong  schliesaeo  wollen,  dass  san  ,die§e 
Auttfabe.  unter  einem  rein- geomettiscben  Gesichtspunkte  auf^efakst', 
(^lAck  ^uf  folgende  Art  aasdrncken  kann: 

Ba  seien' zwei  Punkte  ^(ff  und  Jf,  gegeben;  mim  soll' 
durch  den  Punkt  M  drei  unter  gegebenen  Winkeln  ge- 
«n  einan^der  geneigte  ger^ide  LiBien  (J^-^  (t)^^«  durch 
^M,  Punkt  M^  drei  ebenfalls  unter  gegebenen  Winkeln 
«gen  einander  geneigte  gerade  Linien  (Ij),  (2^i),  (3,)  so 
^gen,  dass  das  durch  die  OurehschBittspuakte  der  Li-' 
ui«B  (1)  und  Ol))  der  Linien  (2)  und  (2,),  und  der  Linien 
(3)  und  (3|)  bestimmte  Dreieck  einem  "jgegehenen  Drei- 
^ok^  ähnlich  ist. 

Wir  möchten  uas  wohl,  erlauben,  diesem  Pro|>|em  den  Lesern 
d«i4  Archivs  zur  weiteren  Untersuchqng  zu  empfehlen,  da  dasselbe, 
H<^  \M  uns  wenigstens  bekannt  ist,'  sonst  noch  keine  Behandlung 
(gefunden  kW.  ' 


»)  {\W  (3röt8#n  3E',  3';  I',,  gT,;  ^2,  g',.undr,  ^.,  «l,  |$ind 4us  den^  Vor- 
bwfl^hfBden  bekannt.  ,    ,.    (       i     ,  .  .,.    , ,  . 


'  I ' 


;■»' 


'  - .    .  j  V  lAt,  ^'^  .-  — 


'   .. 


'     / 


i*-^!'. 


,    /, 


''!'■ 


I 


■M         '  « 
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•'!• 


iPt 


i     • 


r».       ff 


tl 


k  1 


Vlll. 


'    !' 


i-^i 


Ueber   die   bdhemi   DiifereBtialquo|lißnten    der 

sin  ^r  _  y+cos  a; 


I. ■'  \ 


p= 


«1 


l+Sy  cos  ;|j+jf?*    1^     1-*-^  cos  x-\-.y'^ 
in  Bezogt  auf  J2;.  <ds  T«rftnderliclie  Gcösse. 


lii.  » 


Nach  Theor^iq^ta  nova  de  inte^alibus  definitis,  sum- 
matiöne  seriertiai  eärumque  in  alias  series  transforma- 
tione.  Auetore  €,  J.-9lalm^fc€^^  Phil.  Mag.  ad 
RegAcad.  Upsal,  l^ath/' infer.  Doc.  Dpsaliae. 
MDCCCXLii.  p.  26-^^.  frei  btorbeitet  von 


dem  Herausgeber. 


4'      .1  J 


/ 


I      .'' 


Ks  UDterliegt  keinem  Zweifel ,  dass  die  Lehre  von  den  höhern 
Differenrialquotienten  zu  noch  manchen  interessanten  neuen  Unter- 
suchungen Gelegenheit' -darbiettn^  katort,)  itnd'es  ist  nach  unserer 
Ueberzeogung  jedenfalls  ^,ehr  wünschenswerth,  dass  man  sich  noch 
mehr  als  bisher  g^chefaen  ist  mit  der  ^llntwickelung  allgemeiner 
Ausdrucke  für  die  höbiern  Differentialquotienten  def  Functionen  be- 
schäftige, da  ja  diesislb^n  freltanntUcli  i|ir^  dia  Entwickelung  der 
Functionen  in  Reihienv  für  di^  Theorie  deV  bestimmten  Integrale 
and  für  viele  andere  Untersuchungen  von  sehr  grosser  Wichtigli^eit 
sind.  Ein  schönes  Beispiel  einer  solchen  Untersuchung  üher  hö- 
here Differentialquiitienten  hat  neuerlichst  Herr  C.  J.  Malmsten 
zu  Upsala  in  der  oben  genannten,  noch  Wele  andere  bemerkens- 
werthe  Resultate  enthaltenden  lAbhandlung  gegel^en,  und  wir  glau- 
ben, um  so  mehr,  i^re^  xlle^  Ati|iafid}nqg  v^ont  schwerlich  in  die 
Bände  vieler  deutschen  Mathematiker  gelangen  wird,  den  Lesern 
des"Atehiv8  eitNn  Diehati'zu  leiitea;,,wem  wi»  ibnc» idte- in  IMf 
stehende  Untersuchung  des  Herrn  C.  J.  Malmsten  ihr^qi^iCMKloü 
liehen  Inhatte  nach  im  folgendem  mittj^eilen. 

Die  leiden  gegebpjqtni^Futietiaiien^sind  ,' * 


^1. 


"'»fu^ 


2t 


.jdtii 


*  .( 
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und  die  Aufgabe  ist,  allgemeine  Ausdriilske  für  die  höhero  DilFereo- 
tialquotieoten  dieser  beiden  Functionen  zu  finden,  wenn  man  in 
thnen  x  als  yeränderlicbe  Grösse,  y  dagegen  als  constant,  be- 
tracbtet  x       • 

'   Wenn  das  Symbol  e  seine  gewöbnlicbe  Bedeutung  bat  und  der 

Kurze  wegen  i  fiir  \^ — 1  geeptkrieben  wird,  so  setzen  wir  im  Fol- 
genden 

und      ',  ^  .         .  .        ^ 

Aus-  den  beiden  obigeti  Aoadtficlen  von  \Vp.  und  Fo  eiliält  inan 
durcb  ganz  elementare  Reebnungen 

tr,  F. = 1 1 + ^e** -f.  ^-^)  H-y  j-i, 

Weil  nun  bekanntlicb  t 

Sin  ^  =  — ^-gj ,  cos  ^  = 5 ; 

also 

^.r—.^— «:»=r2f  sin  o?,  ^** -f- e"*«?  =  2  cos  ^ 
ist;  so  ist  , 

£7o  Fo  =  (1 -f- 2y  cos  ;r -f- y»)-i. 


oder 


o      .^o       1^.^/  CO«  ar-f-y»' 

//  ^r  —  _?±SL£2L£— . 

c/o-t-ro  — 1^2^  cos  x^y»' 


^o-j-Fp iH-y  CO«  or 

2  l-^ty  CO«  jT-f-y*' 


(i " 


■■;} 


DQKb  Diff^enti^tion   ven   fT^,  md    Fo  nach  or  erhält   nian.  oiide 
Sebwierig^eit  .:;..,• 


^^^  da:  ^  (T+yPSp* 


■«  • 


also,  wie  man  durcb  leie^. Rechnung  jäidet, 
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oder  B«cb  4e«  Obigen 

2  (i^^.«oB  x-t-y*)»' 

Differeadirt  md  ferner  die  Fanctioa  Q,  iiacli  4^  sc^  erIfiUti  ,imq 

f*8 (1— y*)  *^  ^  .  i 

diar""       (1  +  2^  cos  x+y»)»' 

und  nach  dem  Vorbeigehenden  ist  iblgMck 

Dnber  haben  wir  jetzt  die  beiden  folgenden  Relatioi^en 

aus  denen  sieb  durch  fortgesetzte  Differentiation,  unter  Anwendung 
4er  ofren  eingefiibrtea  06zeiehnuftg»  ■amitteibar  die  hcMaa  Mgen- 
den  Relationen  efgeben:  .       ^ 


H 


f>^  ür+rr_  dra     Ür-Fr drP 

deren  erste,  wie  aus' de«  Obigen  hartorgebt,  für  r^O  nicht,  son- 
dern, bloss  für  r^O,  die  zweite  dagegen  für  r ^0  gilt 

Ana  diesea  Gleichungen  ergiebt  sich,  däss  es,  um  ^^  und  j—^ 

.zu  finden,  darauf  ankommt,  l/r  und  V^  zu  finde««    Weil  aber  Fo 
aus  i/o  erhalten ,  wird ,  wenn  man  in  der  letztern  Grösse  —  or  für 

X  8eUt,°8o  gellt  offenbar  Ur^=:-j^,  weon  mao  danil  —xt&T'Jc 
setzt,  in 

{A-x)y—  (-lydx" 
d.  i.'in 

über,   und  es  wird  also  jetzt  Moss  darauf  ankommen,  die  Grösse 
(fr  zu  finden,  aus  welcher  sich  diwn  Vr  durch  die  in  Rede  stehende 
Sabstitntion  leicht  berieited  Jansen  wird« 
Nach  dem  Obigen  ist 

und  wegen  der  Gleichung 

Ut  '-       '  '"•  '         _  ,'-•     .  ^       i- 


woraus  sich  leicbt 

ergiebt     Weil  dud  fiberhaupt 


t          f 

♦ 

üi^t= 

äx 

ist,  so 

^rmt 

man 

lekht  nacb  und  nach 

\  ^ 

TT   2 

,-  ti.     I 


i  .  t   < 


,       ^  •■^=:/7„-7i^^'-l-12t^.'-6^.*,      "■ '■' 

ü.  s.  w, 
BesQiobnet  misn  also  vüberbaupt  den  nnmeriaeben  CoefBcienteD 

Vir  .-.        ' 

von  ü^^  in  der  Entwickelung  too  rr-  i^ach  de'n  Potenzen  von   I/o 
durch  das  Symbol    a;^  so  ist  naöh  dem  Torh^rgehenden  offenbar 


•■  '   ', 


^Igliclu  #i^t  sogleich  in  die,  Augen  fallen  wird, 


pifferentiirt  mon  ^ie  Gleiphnng  -3J ,  naturlich  in  Bezug  auf  a?  als 
veränderliche  Grosse,  'so  erhält  man  mit-  Hülfe  der  aus  dem  Otiigen 
bekannten  Gleichung 

ohne  Schwierigkeit 


— f 


"I 


1            p             * 

(r,2)      •     (r,  1) 

-^:ja    a   -1-2    «    }<7i,'  ' 

•        1  ;  •    *  * 

-    -                                                                         / 

t 

U;  Si   1V. 

+  (— l)M-l(r -f- 1)      a       £^0*^.  -' 

Vergleicht  man  die'iB-mit_jder  Gleichung  4)^   nämlich  mit  der  Glei- 
chung '  -- ~  ^       .     ^  -         ^ 
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V^i       fr**,  I) 
-     a      f/.» 

(r-M,  4)  ,, 
•■     -.-0        (^V 

o.  s.  w.  • 

(r+l,  r+l)    - 

so  erhält  man  zwischen  tfen  Diimerische'nfCo^f&cienteD  von  -^  und 


•  1 


I' ' 


-Si  <^ic  folgenden  Gleicbnngen : 


•I    /  1.1.  ..  •         "j:i 


.) 


■      f  •  a      =  :  0, ;    ,  I 

(M-1,  2)  (r,  2)         (r,  1)  ^ 

a     =^    a\  +.  a,    , 

(f-H,  »  Cr,«  (r,  2)' 

a     c=t.3    a   -f-2  a»  * 

(r+1,4)  (r,  4)  (r,3)  «: 

Ä     =^  4    d    -t-  3-  d«   . 

**■■*'  U.   8.  -W.      J       '         •  «.   .      I 

(r+|,,w|-l)  (r,,rl|-l)  (r,  r) 

,  .  a        :?=(r4-J)     a     Hhf    a,     . 

(r+l,  r+2)  (r,  iM-t)   I 

,     a        =  (r  H^  1)    a. 

Beröcksicbtigt  man,  dass  in  der  Reihe  .  •    . 


) 


'  •     a,        a>        ö,        a^  vLJs.  w.    ' 

(r,  r-W> 

•lle  Glieder  ^ von  d^m  G4iede    ^    an  verschwinden,  ^  kann  man  in 
▼ölliger  AOgemeinheit     ' 

5)  .. .     a     =i&    a  +(Ar — I)     a   , 
setzen. .  '  *  "^     '  '  i     -    /'  \ 

Mittelst  dieser  Gleichung  Jcann  man  nun  mit  Hülfe;  der  bekann- 
ten BemoiiHi'kcfae^  Schlnssa^  und  einiffer  eiilfacbei  Sätze  von 
den  BinomiaUCoefQciifenten  kehr  leicht  zeigen,  dass  allgemein 


'1.2'.»»-  '     ,  l*      *J 
'   ■•    ■■<     us>a.  IT.-  ••-■■   •>  ■'  'j'''' 


»     f      1 
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^*        '        •      1.2.8...(*— 1)      •  ' 
oder,  in  der  bekanntea  Bezeiefanvog.der  Binomial  -  CoefScienteD, 

7)  ,/.'li=*r-(*-l).(*-l)'-H*-l).  (*-r-2K-(*_l),(A_3>-H-... 

-t-l)^-i(Ä-l)i_,.lr 


•   •   •   • 


ist,  welches  weitläufiger  aus  einUtoder  zu  setzen  hier  uimöthig  ist, 
uod  die  Grösse  -^  ist  also  jetzt  als  mittelst  des  Ausdrucks  3)  voll- 

ständig  entwickelt  zu  betrachten. 

Setzt  man  in  der  Gleichu^  3)  statt  a:  die  Grösse  —  or,    so 
geht  dieselbe  nach  dem  Dbigen  m  , 


oder  in  die  Gleichung 

8)  . . .  5  =  (-^  l)r  ^(-.  D^i'a  Fo* 

Über,  wodurch  nun  abo  auch  -r-  gefunden  ist. 

'Aus  den  Gleichungen  3>  und  8)  ^rgiebt  sich  durch   Addition 
und  Subtraction  -       ,  r 

^r -f.  Fr  '  ^=2:*-l  f'^»*) 

9)   /  7" 

Aus  diesen  Formeln  und  aus  2)  erhält  man  nun  leicht  die  foliren- 
den  Ausdrücke:  ^  *    m   =        ^  .     .  i.     .,  p 


'     '        i. 


10>  <  ^^ 


'.  '     ■'''  .\Al 


Setzen  wir  jetzt  in  U^  und   F. 

1+y  COS  ^=/Ur  cos  9pj  y  sin  ^  =  /it  sin  y; 
so  erhalten  wir    ;       •. ;    "  :  - 

V^ArctoD^  j^|^^^=iV/i+2y  cos  ^  +  y% 
wobei  man  jedoch  zu  bemerke«  hat,  duss  man  den. Bogen 
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insofern  Dämlich  die  Grösse  f»  imner  positi?  sein  soll,  so  nehnieD 
Buss,  dasB  er  sich ,  j^vaclideBi  v»ii  den  Grösseo  1  -f-y  cos  x  and 
y  sin  <K  die  jerste  positiv  i^itd  jftoch  die  „zweite  posi^,  die  erste 
negativ  und  die  zweite  positiv,  die  erste  negativ  und  auch  die 
zweite  negativ,  die  erste  positiv  und  die  zweite  negativ  ist,  respec- 
tive  tm  ersten,  zweiten,  dritten,  vierten  ^t^dranten  endigt,  weiche 
Bedingung  sich  auch  leicht  analytisch  ausdrücken  lassen  würde, 
wobei  vrir  uns  jedoch  jßtzt  nicht  aufhalten  wollen. 
Weil  nun  nach  dem  Ohigfen 


also 


■od 


ro*  =  (l-f-yir-^)-*,   r,*^(H-s^)-*; 


cos  a?  = -^ ,  sm  ^  = 


2< 


also 


ist;  so  ist 


e^'^  ==  cos  AT  ±  s  sin  ac 

^o*=={l+y(cos  sc — f  sin  ^)}~*, 
F'o*={l-f-y(cos  ^-i-f  sin  a?)|  * 


oder 


£7o*=:Ä(JH*y  cos  ae-^i^  siu  ^)"^, 
Fo*  =  (l  +  y  cos  ^-f-iy  sin  ^)^: 

d.  i.  nach  dem  Vorhergel^nden 

ÜJ^  =  f*— *(co8  9  —  f  sin  9py~*, 
ro*  =  A*~*(cos  yH-«  sin  y)-*; 

folglich  nach  den ^iHoivreVchen  Formeln: 

l7o*  ==  ii*-*(cos  ifcy4-i  ^n  ^), 

Fo*  =  /i*~*(cos  ^ —  •  sin  h^)i 

also 

15 Jf  H-  Fq^ cos  fo 

2  —      /«*    ' 

2«  A**    V 

d.  i.  nach  dem  Vorhergehenden 

rr  *  .  ir  *        CO«  *  Arctang  r-f 

c/q* "f- To*        V  °  1-f-y  cos  jr 

(l-|-8ir  cos  j?-f-y»)* 


,A- 


i\ 
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c.'^^r.^_  ^^^""'^lir^ 


Fnbri 


dies  ia  die  PMmdB  10)  eis,  w  erUlt 


* 

3 


t  ^m*U^ i^lf 


(»M-l,  li  *  «in  ä: 


-Sf-l)^ 


1-f-y 


*^_C--i)- 


-g[-i)*-i 


Abs  der  erste«  «ad  riotea  der  TwWr^ekc»dea  GleichaDgeB 
folgt,  wesB  •«■  £csefWa  aaf  Wide»  Seitea  mal  jr  mdtiplicirt.  eod 
dsBB  jf^O  setxt,  ■■■ittelkar: 


« 


«) 


^      ^(-1)^      a      =0, 


ji   t.if  (»1,1) 


Die  DteeremaHpMoeBtea  t«b 

jr  sin  X 


■Bd  jf(l-{^%  c^ 

siad,  wie 


^  AfCtMg  j 

!■  Besag  aaf  jr  als  f  enuderfi^^  ^ 
det,  fespectiTe 

7  eas  i(  Afctaac 


leiclic  fia. 


sin 


l^jr  cos 


(1+^eas 


£ 
y*)* 


fir  y=0 


stn 


#bM4fl  rf6»+4  c« 


=  (-!)- $ia*, 

\  -   —    • 

=  (— l)»+t  sia 
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ist;  so  ergiebt  9ioh  nuck  l^ekannteii  Sätzen  derDiffer 

ans  der  zweiten  und  dritten  der  Gleichungen  11)  leicbt,  daM 

2{^l}^iJk    a=5l, 
13)  { 

-?  (-  1)^U     a  =  —  1 

fast 

ist,. 

Ans  dep  aus  dem  Obigen  bekannten  Relationen 

(f-M,l)       (r,  1)     (r44,r4«  (r,  »+1) 

a    ^    a    und    a    ^(r-f-1)    o 
erg^iebt  ^icb  leiebt 

14)  ...0  =  1  und  o  =  1.2.3...r  =  r(r  +  l)*). 

Für  y=l  ist' 

P=itang4^,  «=i. 

Also  ist  nacb  der  ersten  nnd  zweiten  der  Gleiobnogen  11),  wtui 
nan  in  denselben  y=l  setzt, 

,    rfg»44  tang  \ß       ,      iwTi     lUwi        g      cos  k  Arcungtaüg  \x 
^•""5iSH5       =l-l)»^l-l)^'  -  a*  cos  4a?Ä  — * 


oder 
ift-t-i  tang  i^_/     i^^^liu^       g      cos^  Arctangtsny  j^ 

<»»  tang  »r  _  ^      .  v^  *=5^^  ^  .r_.        g      «i"  ^  Arctangtang  »r  ^ 

wo  nach  dem  Obigen »  weil  1  +  cos  ^  ==  2  cos  j^^*  immer  positiv 
ist,  der  Bogen  Arctangtang  \a:  so  genommen  werden  muss,  das» 
er  sieb  im  ersten  oder  vierten  Quadranten  endigt,  jenacbdem  sin  ac 
positiv  oder  negativ  ist. 

Setzt  man  2;r  für  oe^  so  erbält  man 

JM-I  tang_g      ._         2a.j^?!llV-i      «      C08*  Arctani^gor 
<faS"+i       — *     ' "  •  ^^^}     ^'  2*  cos  vr»  ^' 

15){~  '  *=* 

(*s  *) 


wo  der  Bogen  Arctangtang  ^  so  genommen  werden  mu«^,   dass 


^  Ta  II.  S.  304. 
Tkdllll. 


*        / 


4g 


UJ  -  FJ 


O 


7   A    ^  y  sin  jr 

sip  ^  Arctang  yj^ 


Fährl  inan  dies  id  die  FoniielD  10)  ein,  ffb^rhbie'  m^: 

(l-4^2y  cos  of^-y*)*     • 

^^^    '  V  sin  ^ 

liw.         .    (     V.  I   •    -^     ■   .         U-^2y  cos  ^Hry')* 

\  ^^"*'^  *^     .  y  sin  X 

(1-f-^  cos  ^-f.y»)2 

(^' *^        .    .     _  y  sin  ;r 

^«  _  (^-  IK^^^T'  V^;t-i        ^    ^^A'^^^"g|4-ycosa: 

^  .      '    .  '    ,  Ort-2yjDoaar+.y»)=^, 

Aus  der  erstiBn  und  vierten  der  voxhpryehe.nden  Gleichungen 
folgt,  wenn  man  dieselben  auf  beiden  Seiieii  mity  multiplicirt,'uDd 
dann  y  =  0  setzt,  unmittelbar: 

'  •      12W  .    '    -       .^ 

Die  Differentialquotienteii  ^  von  '    ' 

•sin  *  Arctang  j^^^,^^^.^  und  ^1  +  8y  ipo;,  ^+,5^'); 

in  Bezug  auf  y  alp,  ij^eijSnderji.c^e  Gj|-Ö8«e  sindi  i^ie  man  leicht  fin- 
det,  respective  '  \    ~~ 

^  i^»n  X  7    *     .  >  sin  ar 

l+2y  cos  or  +  y*  ^««  '^  ^'^'""^  ^TW^^Ti 

und  '   '  -"'•...  "'..'*        \/^ 


*>    • 


|2 


(H-2y  cos  ^H-y»)2.-^%(y.H-C(Js  ^ j^H-^y  cos  ^+y»)2     . 


Nimmt  man  hierzu,  dasä  für  ^isO      , 


ijaxi»- .^  <P"  sin  jT       ,      ,s      . 
'd»^i^         d2a+l  cos  iT        ,       ,,      .u    .~ 
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ist;  80  ergieU  9iob  nacli  l^ekannteii  Sätzen  der  DifferentUlredHiitiig 
ans  der  xweiten  nnd  dritten  der  Gleichungen  11)  leicbt|  daM 

2{^l}^iJk    a=5l, 

hssl 

:j(-l)^U      a  =  — 1 

ist, . 

Ans  dep  aut  dem  Obigen  bekannten  Relationen 

a    ^    a    und    a    =  (r+1)    o 
einlebt  ßich  leicht 

(r,  1)  (r,  r-M)     ^  _ 

14)  ...  0  =  1  nnd  o  =  1 .  2  .  3  . . .  r=:r(r  +  l)*). 
Für  y=  1  iit 

/»=itang4^,  Qz=i. 

Also  ist  nach  der  ersten  und  sweiten  der  Gleiobnngen  11),  wtui 
nao  in  denselben  y  =  1  setzt, 

j   di>^^  tang  \a .      |(f=^^  |^z^,        a      coa  ^  Arcungtaüg  jx 

(Sic,  k) 

,    j^!Jg»g_ig       r-  n^r^  IV    l        ^      ^'°  ^  Arctangtang  jor    v 
^  •        <tot»       "^  ^        '  tei  2*  cos  i^f* 

oder 

.  (SM-i,  *) 

i8»H-l  tangte       ,      iw^^  i\i-^        g      coa  k  Arctangtang  jar 
<toJU+l       =(—  *r  .  ^—  ^)*-^  2*  cos  ia^  * 


<»»  tang  jg       ,      .._^^^^  ..^\       •      «in  ^  Arctangtang  jr^ 
da^     -  =  Hl)»,2g-l)^i ^ gr^jj-T^T". 

wo  nach  dem  Obigen »  weil  1  +  cos  a:  =  i  cos  |^*  immer  positiv 
ist,  der  Bogen  Arctangtang  ^a:  so  genommen  werden  mnss,  das» 
er  sieb  im  ersten  oder  vierten  Quadranten  endigt,  jenacbdem  sin  jc 
positiv  oder  negativ  ist. 

Setzt  man  2a:  für  or,  so  erhält  man 

iifi^H-itapg^.  22>»i^!liy-l      ^      cos  ^  Arctangtang  or 

15){^  ' 

^  tang.^      ._^       2»,S^Hi^i     ^    sinj  ArctaB^ng  ;r, 
^2„       — l     */    •  *^,^l     *i  2*  cos  ar*, 


wo  der  Bogen  Arctangtang  ^  so  genommen  werden  muM)  dass 


•)  m  IL  S.  304. 
Thdl  III. 
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f 

er  Mtb   IM  '«f^t^ii   oder    vierten   Qaadraftten    eadigt,  ^jenndideiii 
sin  2>  positiv  oder  negativ  ist. 

Ist  der  absolute  Werth  von  a>  iiiebt  grösser  als  \n^  ^^ }^\ 
offenbar  immer  sin  ^^  poskiv  oder  tfej^adv,  jenachdem  ^  positi?^ 
oder  negativ  ist,  oder  sin  2^  hat  mit  sin  ^  immer  einerlei  Vor- 
zeichen, und  in  diesem  Falle  kann  liiaii  aJso,  wie  sogleich  in  die 
Augen'  fallen  Tt^rd,  immer  Atctang  ta^g  ^c=  oc^  folglich  nach  15) 

rf2n^itangar_  .    ^^.^^^  a    cos  ^ 

^^  '        \  .,    -:.       .,  n-       .,  (2«,*) 

setzen.  '    .      •-        :  -.  .  .?■..,  .  .      * 

Für  y=— 1  ist  .  .   '  .     v     : 

Pt=^  cot  fjr^  0^=3-^ i. 

Also/  ist  wieder  nabh.der  ersten  und  awetten^  4er  filei«|iiin|^ 'U)y 
wenn  man  y= — •!  setzt,  >   ■  ^.  . 

(8n+l,  *) 

,    lfi>H4  cot  jtf            ,      t^rfe*"^  ^x/^.      0    COS  k  Art  tang  (>-^eotiar) 
^-       daP^X      =-Hl)"3-l)^^ 2it  sin  \^1^ :"' 


(2»>*) 


4    ifi*  eot|^__   ^^^^^^^^^^  '   a    sin  ^Artung  (^cotjor) 
oder 

'  (2II-M,  X) 

'iJ!^.o«t4v     *       /     -.    ^^"^^  *xr  -       «    sin  ^  AreUng  {— cotiar) 

^£l^^=-(-l)-.g-l)*-*-: p-üTp ^5 

WO  nach  dem  Obigen,  weil  1  —  cos  x^=^^  sin  |4:r*  iihn^er  posTtiv 
ist,  der  Bögen  Arctaüg  ( — cot  |^)  so  zu  nehmen  i^t,  däss  er  sich 
^im  ersten  oder  vierten  Quadranten  endigt,  jepachdem  — $in  x'.^t^'^ 
sitiv  oder  negativ ,  d.  i.  jenachdem  sin  a:  negativ  oder  positiv  ist 
'Offenbar  kann^  man  aber  auch         ^  '.      >  ^ 

(2ii+i  k\ 
Wcotia:^.      .      |v.-^-^Xl^_,       ,a'    cos-^  Aretangcot  ^ 

(2«,  it)  , 

rfa»  cot  i^  _:       >  *f5SÜ,.*^        g      sin^  Arctangcot  ^ 

setzen,  wo  nun  der  Bogen' Arctang  cot  \A;  so  genominen  werden 
muss,  dass  er  sich  im  ersten  oder  vierten  Quadranten  endigt^  je- 
nachdem sin  ^positiv  oder  negativ  ist. 

Setzt  man  2ar  für  a:^  so  erhält  man 


> 
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rfS»^^-l  cot  X 


17) 


d^  cot  or    '     ' 

WO  der  Bogen  ArctaDff  cot  a:  so  geDommen  werden  muss,  dass  er 
sich  4m  ersten  ^4er  vierte«  Quadranten  eitdigl,  jenacbdem  ajn  2a: 
positiv  oder  negativ  ist. 

Wenn  a:  positiv  und  nicht  grosser  al«  |7r  ist,  so  ist  offenhar 
sin  2a?  pbAiliv »  und  man  kann  also ,  wie  sogleich  In  die  Augen 
fällt,  unter  dieser  Voraussetzung  immer  Arctaog  cot  a?=|;r  —  a:^ 
also   . 


setzen,  weil  unter  der  gemachten  Voraussetzung  der  Bogen  jtt— -^ 
sich  im  ersten  Quadranten  endigt,  wie  e»  erforderlich  ist. 

Aus  der  dfitten  und  vierten  der  Gieitboiiireu  11)  erhält  man 
für  y=l 

j*^/^    -txi^f      0      sin^ Arctangtapp  jar ^      ^ 


^      l      T     ,  2*  cos  i^*  ' 


wo  der  Bogen  Arctang  taug  ^^  so  zu  nehmen  ist,  dasa  er  sidi  im 
ersten  oder  vierten  Quadranten  endigt,  jeniichdem  sin  a:  positiv 
oder  negativ  ist;  oder,  wenn  man  2a;  für  a:  setzt, 

^"^^  f-  Xsk^x      ff    ,.  ?"'  ^  Arctangtang_£  ^  ^^ 
^j^i     ^       -^  2*  cos  j:*  ' 

19)f     ^^  * 

^^S*"  X      <xi    ,      Ä        cos  ^  Arctanctang  ar       ^ 

wo  der  Bogen  Arctangtang  äs  so  genommen  werden  muss»  dass 
er  «ich  im  ersten  oder  vier te«  Quadnittteo  endigt,  j^feiac)idem  sin  2a: 
pesitiv  oder  «egativ  uU 

Wenn  der  absolut»  Wecth  von  ^  nicht  grösser  als  -J^^jist,  so 
kann  Arctangtang  a:z=:a:  gesetzt  werden,  und  es  ist  folglich  un- 
ter dieser  Voraussetzung 


L. 
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"  ^v     /     t\t«i      a     cos  ibr      ^ 
Für  ^  =  0  giebt  die  iweite  dieser  GleichongeD 

Aui  deDsellMD  GleichuDgen  erhält  'mmid  für  5f  =  —  1 
5"^  r«-  |\i^r      <^     ^"  ig  Arctapg  (-^  cot  fr)  .     ^ 


9+» r      1  ii_\      0      cos  ^  Arctang  (-cot  ja:)       ^ 

C^  C^*r^' — a*  sin  ^h =^'       , 

wo  der  Bogen  Arctang  ( —  cot  4ar)  so  genommen  werden  mnM^ 
dati  .er  «ich  im  ersten  oder  Yienen  Quada'nten  endigt,  jentckdeo^ 
«-7  8111  X  positiv  oder  negati?,  d.  i.  jenachdem  sin  a:  negatiT  dder 
fOfiitiv  ist.  'Offenbar  kann  man  a^er  aach 


TT    /      ^\i^4      0      sin  ^Arctang  cojb  \x 
^1     (— ir"'       '        2^  sin  ioT^  ^— ^» 

Asx^i        ^^^  ^      g      cos  ^  Arctang  cot  jx        ^ 

J,    (-1)*-' a*sini^^^ ^  =  <> 

•  / 

r 

setsen,  wo  der  Bogen  Arctang  cot  ^w  so  genommen  werden  niiiss, 
dass  er  sich  in  ersten  oder  vierten  Q;uadranten  endigt,  jenachdem 
sin  a:  positiv  oder  negativ  ist. 
Folglich  ist 

1  '"''^^  t     t  ^h-A      0      •'"  ^  Arctang  cot  x       ^ 

\     tei    ^^^     äTSi-^Z =  ^' 

21)/     *=* 


"^^^XVc-^      ^      cos^  Arctang  cot  ^ 
tei    ^        ^  2*  sin  o:*     ^  "~^ 

wo  der  Bogen  Arctang^ot  jt  so  genommen  werden  muss,  dass  er 
sich  im  ersten  oder  vierten  Quadranten  endigt,  Jenachdem  sin  2a: 
positiv  oder  negativ  ist. 

Wenn  a:  positiv  und  nicht  grösser  ^sla  |9r  ist,  so  kann  mad 
Aretanjgcot  ^  =  4;r> — a:  setzen,  und  es  ist  also  nach  den  vertier^ 
gehencßn  Formeln  unter  dieser  Voraussetiung 
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ibsl 

Zwii€h«m  den  Grössen 

-"*• —  1^ 

ud  den  Differentialqnotienten  ^  ^  finden  die  folgenden  mmkr 
wirdigen  Relationen  Statt: 

SU  denen  Herr  Halmsten  au£  folgende  Art  gelangt. 
Han  setze 

yd{^d{yd{. . .  ydjtfjy^  ^-^Y^) 

Weil  nun 

d.i. 

(y-l-<-^-*+.(y+«'*)-^  =  t-^2y  CO.  x+y»' 

2t  sin  JT  ' 

(y + «-**)-*  -  (y + «•^»  =  i+ey  o».  «+T 

oder  nach  dem  Obigen 

(y  ^.  e-to>-t  _(y +«**)->  =  *Ä 
iiti  so  ist  nach  dem  Torhergebenden  offenbar 


Kann  man  lüso  ./r  'und  •£>•  finden,  so  kann  man  auch  JU^  und  Ar 
eiitwick«lD.  Weil  fi)>er  oflfenb^r  iT^  aus  ./r  erbaltes  PritA^  wenn 
man  in  letzteret  ClrBsse  — 4;  fbv.  J?  s^tzt,  so  koonnt  es  bloss  dar- 
auf auj  Jr  zu  finden,  und  mit  der  Bntwickelung  dieser  Grösse 
wollen  wir  uns  daber  jetzt  zanäcbst  beschäftigen.  -    ,^  .  v 

Zuvörderst    leuchtet    sogleich    die   Richtigkeit    der   folgenden 
Auadrücke  ein: 

•  Setzen  wir  aber 
so  wir^.  wie  man^  leicht  findet,  t        . 

und  durch  Anwendung  dieser  Relatidneii  «rhält  man  nun  leicht: 
•^1  =  "TT"  ^"     •*»   ♦ 


y.=- 


u  w 


n.  8«  w. 
oder,   wenn   wir   den   bitmerliiichen  CoefHcienten   von       .     in  Jr 

durch    e    bezeichnen,  allgemein:  .    .     .  ./7 

Auf  einem ^^Qs  abidicheB  Wege,'  wi6  \Hr  obeä  an  derrC^leichung 
5)  gelangten,  gelangt  man  nun  mittelst  der  vorhergehenden  Glei- 
chungen leicht  zu  der  Gleichung 

%!)..,     c   (  =  ;&    c   4-(it-i-l)      c,    : 

und  schliesst  hi^atts,  wenn  mai^  dies  mit  dem  Obigen,  insbesondere 
mit  der  Gl^ichuDg  5)  vergleicht,  nnmittelbar,  dass  überhiiiipt 

28)  . . .   e    =    a 


ist    Also  ist  nach  t^y  ^ 


•f 


'tofr+i      '  *^**«-*ö 


29)..;y,=:>-i)^.^  i^iy-^-f-^_^. 


*  '    ,  )•-. 
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'    tte,  wen»  mmuSkr  u  witdn  im  W^rth  p^e"^ 


30).:.Jr  =  (~l)'^l      ^     (-1)^ 


1. 


>    a 


i 

Setzt  aas  ip  dieser  ^leicbuqg^  ^j;  fOr  ^,  so  erhalt  man 

3i)...isr.=(-i)-i*T*(-iM-»(rTÄ=p-   .■ 

Folglick  ist  nach  25) 


2«a;=(— 1)^1  i<— 1)*-»%  }(i+y»^)-^-(H-s«f-'*)-*j. 


Nach  deM  ObigeD  ist 

(l  -H  S^)-*  +  (1  +  J«-^)-*  =  F.*  H-/^o* = ^-^, 

(1  +  y*^)-*  -  (1 -^  y«^)-t  -  F.*  -  17.*  =  -  ^i-^; 

ood  folglich,  wenn  man  for  9  und  /«  ihre  aus  dem  Obigen  hekann« 
tes  Werthe  >BiDfiibrt:, 

('••*t  •     y  sin  X 

.(1-HJ^  COS  ar-i-y»)* 
'^ '  *  .O"»^..     ,    .  y  sin  or 

3^,  =  (-.i)-    2^  (-i)*-i ^^*^S; 5 

(1  +  2^  cos  a?+y»)* 
•V«  wege» .  4es  Bof^eM 


^      •  y  sin  X 

Ärot#qgi_^y  cos* 

4ie  oben  gegebene«  Besti^^tmiigen  aveh  jetzt  neob  gelleai*  • 

Vergleicht  mwi  diese  Formelo  mit  deü  Formel»  11)»  s»  erhäk 

DM  die  CQ  beweisenden  Relatiooeii  2^.  • 

Setzt  man  in  den  Formeln  TO)  die  Grösse  y=3l,  »"d  beEekh. 

»«t  die  diesen  Werthe  ton  y  eirtswrechenden  Werthe  v<mi  ä  mi 

^f  respectiTe  durch  il^r(Jr)  und  J^M^),  so  erhült  man : 

»#, ,    V       ,      -,     J^^^f     .w  \L    q    «y  ^  Arctang  tang  ja: 
,      -.    fc=M-l^      ^  .   ^    a    sin  ^  Arctang  tang  ja: . 


i6=l 
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1    \ 


Wenn  itt  »ksolate  Werth  toq  ot  nicht  grösMr  all  4^  ist,  «o  kmmi 
man,  wie  aus  dem  Obigeo  geschlossen  wird,  immer  Arctang 
tang  {ofzsi^jp  setzen,  uud  In  diesem  Falle  ist  also  nach  33)  je- 
deneit 


Verbindet  man  biermit  die  Formeln  20),  so  erhält  man 

»5)  Jl!r'*.(^)=0,  A'Wi(a;)  =  0. 


IX. 

Ueber  die  Bestimmiuig  des  Flächeninhalts  einer 

Kttgelzone. 

Von 

dem  Herausgeber. 


Die^  folgende^  Entwickelung  der  hekannten  Formel  fiir  den 
Flächeninhalt  einer  Kuge|zobe  scheint  mir  durch  ihre  besondere 
Strenge  und  Evidenz  empfehleuswerth  zu  sein. 

Wenn  0  in  Fig.  9.  auf  Taf.  Ldcr  Mittelpunkt  der  Kugel  ist  und 
uiC^  BD  die  Halbmesser  der  die  Zone  begränzenden  Kup;elkrei8e 
sind,  so  ziehe  man  ^B^  fälle  von  0  auf  AB  das  Perpendikel  OE^ 
Ton  A  auf  BD  das  Perpendikel  ^&,  und  ziehe  durch  den  Mi^^- 
pnnkt  E  von  jiB  mit  jiC  i^nd  BD  die  Parallele  EF.  Weil  nun 
die  Winkel  BJG  und  OEF  offenbar  einander  gleich  «ind,  so  sind 
die  rechtwinkligen  Dreiecke  Bji6  und  OEF  einander  ähnlicli» 
und  wir  haben  also  die  Proportion  .     , 

^Ä  :  AG=OE  :  EF, 

oder,  weil  nach  eioem  Satze,  der  hier  fttglicb  als  bekannt  vohina- 
gesetzt  werden  kann, 


Ht,  die  Vrop«ttMB 
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—nm .  d£±^ 


AB  :  AOzsiOE : 

voB  weleber  Dachlier  BekrCiiclier  Gebrauch  gemacht  werdcD  wird. 
Han  bezeichne  nun  den  Halbmesser  der  Kngel  durch  r,  die 
.  logenannte  Höhe  der  Kugelxone  durch  h^  und  theile  letztere  in 
eine  heliebijge  Antahl  gleicher  Theile,  z.  B.  in  m  gleiche  Theile. 
Durch  alle  Theilpunkte  lege  man  Ebenen;  welche  mit  den  Ebenen 
der  die  Zone  begränzendeu  Kreise  parallel  sind,  und  stelle  sich 
die  Seitenflächen  der  Keeel»  deren  Grundflächen  die  durch  die  in 
Rede  stehenden  Ebenen  nesämmten  Kugelkreise  sind,  in  die  Ku- 
gelzone beschrieben  Tor.  Die  Seiten  dieser  m  Kegelflachen  seien 
nach  der  Reihe 


^1»  • 


»f    •ff    •4> 


•   •  m  9% 


ind 


i>  ^%9 


^t»   ^4»  • 


rm 


seien  die  auf  diese  Seiten  von  dem  lllittet|makte  der  Kngel  gelM«- 
ten  Perpendikel.  Die  Halbmesser  der  Grundflächen  der  in  Rede 
ttehenden  Kegel  seien 

9*  Q<i*  Q%}  ^ti  *4»  -  •'Qf^  •  ^ 

Nach  eioem  bekannten  Shtx^  sind  die  Seitenflächen  dieW  Kegel 
nach  der  Reihe 

u.  s.  w.. 
und  wenn  wir  nun 

-  « 

.  U.  Sj.  w.  ' 

^^^^^9^^  gesuchten  Flächebinhalt  der  Kagelzone  aber  durch  ^ 
bexeichnen;  so  ist  offenbar  Z  die  Gräoze,  welcher  sich  2  bis  zu 
jedem  beliebigen  Grade  nähert,  wenn  n  in's  Unendliche  wächst, 
wodurch  also  unsere  Aufgabe  auf  die  Bestimmung  dieser  Gränze 
XQrückgefnhrt  ist.  .      '  ,^ 

Nach  der  im  Obigen  bewiesenen  Proportion  ist  nun 

h  ;      gg. -Hg,     ^ 


alio 
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*  I   ♦        *  ' 

\ 


'  •  j 


j 


\ 


f 


2Är, 


r 


üd  ftlglifdL  nach  den  OM|$eii 


.'  / 


Lässt  n^  m.  in^s  Unendliche  wacbäen,  so  *n2liern  sich  die  Grössen 

Kugel  als  ihrer  Gränze  bis  zu  jedem  beliebigen  GraA»»  a«4  wenn 
wir  folglich 

*  ■ 

U.  jS.   w. 

\.,  .  '. 

Also 

l     '  —        ' 

oder 


setzen,  so  nähern  sich,  wenn  n  in's  Unendliche  wächst,  die  Grössen 
<^i9  <^t9  ^si » •  •  ^»  sämmtlich  der  Null  als  ihrer  Gränze  V?s  zn  Jedeni 
beliebigen .  Grade.  \  " 

Wir  wollen  nun  voraussetzen,  dass  der  Mittelpunkt  der  Kugel 
nicht  in' der  H5he  der  Zone  liege,  so  dass  also  letztere  jedenfinln 
nicht  grösser  al$  die  Halbkoffel  ist,  und  wollen)  #as  offenbaf^  ver^ 
stattet  ist)  annehmen,  dass  die 'ßälbm^säer         -'    ^ 

nach  ihrer  Grösse  aufsteigend  geordncft  seien,  wobei  unter  der  ge- 
machten Voraussetzung^  su^eich  erbollet,  dass  diese  Halbmesser 
fortwährend  wachsen.    Btieicbneu  wir  nun  durch  f  die  Bntfemung 
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dei  Halk«essen  q  tob  den  hScIutw  Ihnkl»  ^er  Halbkugel ,  in 
micber  die  Zone  liegt;  so  ist  nach  einer  bekennten  Bigeascheft 
Kreises 


ilif^  wi«  man  Mtht  fitidet. 


^.«-e«   =4(8r--27-4)' 


n 


folgtich 


oder 


also 


^l,^-^>^'=^-^-^i 


"*  A      •  .^^  M      *    äk^ 


«,'-«,•<:*.'-* 


VeUwu 


(?,  —  ?•)(?. +  ?i)<fei-e)  fei-*-«). 


•  *i» 


'i; 


/     "It 


und  folglich  anch 


'    ibo 


'.I 

'.       ':v 


ist,  80  ist  nach  deitf  Vorhergehenden 
Offenbar  ist 

also  #,»<;#,»,  und  folglich   auch  V»*<^i*i*'     ^®*'   °"°>   ^'® 
sogleich  erhellet,  -  - 

H  80  ist  ' 

^        — ^       •   >  ■    — ^*    >    . 

«•w  M>«»%  uh4 -folglM*  iw<V.r^  sich  feriiet    ,... 

I     ii.  nack  dem  Obigen  ^,^*i  t»der  d,  >d,  ergiebt»  und  ganz 

eben  so -ist  nun  übernaupt  ..J' •  •  ; 


\ 


»i  -4-  ^«  +  ^1  +  •  • .  +  ^n 


folglich 


oder 

<^i  +  <^»  "i-  <^»  "h  ■ "  +  <^<»  ^  ^ 

sr <'•• 

Wenn  i»  in's  DneDdliche  wächst;  so  nähert  sich  <f|  his  im  je- 
dem beliehigen  Grade  der  Null  als  seiner  Gränze,  uod  dies  gut 
daher  nach  dem  Vorhergebenfden  um  so  mehr  von  der  Grösse 

i •- 

Liest  maa  also  ii|  der  oben  gefundenen  Gleichung 

*  itr 

oder 

t 

die  Grösse  m  in*s  Uoendliche  wachsen,  so  nähert  sich  offenbar  \J 
der  Grösse  2hm  als  seiner  Gränze  bis  su  jedem  beliebigen  Gra.de,  r 
und  da  nun  nach  dem  Qbigen  diese  Grause  der  Inhalt  Z  der  Ku« 
gebone  ist,  so  ist 

s. 

Bb  jetst  ist  angenommen  worden,  dass  der  Mittelpuhkt  der  Kng^l 
nicht  in  der  Höhe  h  der  Kugelzone  liegt.  Liegt  aber  der  Mittek 
punkt  der  Kugel  in  der  Höhe  A,  so  wird  letztere  durch  enteren  in 
zwei  Theile  ß  und  h"  getheilt,  und  es  ist  nun  nach  dem  Vorher- 

Sehenden,  wenn  wir  die  diesen  Höhen  entsprechenden  Kugebonen 
urch  V  und  Z"  bezeichnen,  ^  u        v 

Zf=^%Km,Z''=z%»'m. 

Weil  nun  Zs:zZ'^  Z"  ist,  lo  ist  . 

I 

und  folglich,  weil  h^=ih^h*  bt,  wieder 

so  dass  also  diese  Formel  für  jede  Kugelzone  gilt 

Will  man  den  Inhalt  K  der  ganzen  Kügelfläche  haben,  so 
muss  man  in  der  Torhergdienden  Formel  ilssSr  setiODj  wodnrdi 
sich 

ergiebt. 


«1 

OwM  ftr  dietelbe  Ko^^  Kap;eltoo«i  tod  fffeieker  HöW  jgkicbe 
Fli^MinUMM  kabesy  ergMbt  sidi.atts  der  Fmel  ZssH^^r  auf 
kr  Stelle.  CeWrha«ft  erkSAt  man  den  FUkkeninbalt  einer  jetoi 
Kagelxone,  wenn  Man  die  Perif4ierte  eines  gröuten  Kugelkreieee . 
wat  der  Böke  der  Zone  multiplicirt.  Die  •  j|^se  Kngelläohe  itt 
Tier  Mal  so  gross  als  der  Fiäcbeninhalt  etnes  grösslen  Kngel- 
breisea.  « . 


# 


üeber  die  B^stiinmnng  des  Schwwpoakts  euier 

Kogelzone. 

Von 

dem  Herausgeber. 


Der  folgende  elementare  Beweis  eines  bekannten  Satses  der 
Statik  scheint  sich  uns  durch  seine  Strenge  und  Bvidena,  und  da- 
ker  für  elementare  Vorträge  der  Statik  au  empfehlen. 

Lehr9at%.  JDer  Scnwer|)UDkt  einer  Kuffelzone,  wor- 
nnter  wir  wie  gewöhnlich  jeden  von  zwei  Kngelkreisen, 
deren  Ebenen  einander  parallel  sind,  begränzten  Theil 
der  Oberfläche  einer  Kugel  versteh^BU,  liegt  in  der 
Mitte  der  die  Mittelpunkte  der  beeiden  die  Zone  begrän- 
senden  Kreise  verbindenden  Axe  der  Zone. 

Beweis;  Mnn  denke  sich  die  Mittelpunkte  der  beiden  die 
Zone  begränzenden  Kreise  durch  A  und  B^  die  Axe  der  Zone  also 
durch  J[jS  bezeichnet,  setze  der  Kürze  weffcn  im  Fol§;enden  ABz=ui^ 
theile  die  Axe  AB  in  eine  gewisse  Anzahl  gleicher  Theile,  z.  B.  in 
s  gleiche  Theile^  und  lege  durch  jeden  Theilpnnkt  eine  auf  der 
^t  AB.  senkrechte,  also  mit  den  JBbenen  der^ie  Zone  begrän- 
lenden  Kreise  parallele  Ebene;  so  theilen  diese  £benen  die  %f^^' 
biBoe  Zone  in  m  Zonen  von  gleicher  Höhe,  die  also  nach  einem 
kkaDDten  Satze  *)  sämmtlich  gleiche  Fläcbenräome  haben. 


*)  M.  s.  s.  B.  den  vorhergehenden  Aufsatz  oder  Elem.  de  Glom.  par  Le» 
gendre.    0ns»  ^d.  Livre  VIII.  Prop.  XL         ^ 


\ 


I 


-I4ä«t  iun  i»itiV6Bariliriie  w^dbmik}  wt^  otten  aicli  diese 
Zonen  itemflieli  kiiier  inelur  mtd  mdnr  andbi»  mm  J9itm  htiMhh' 
geb  'Gr»de  den»' •  Periph^rieen  tob  KraUBS,  denn^Eb^nea  äXk^  «üf 
dev  '4iee  jiJB  -tcttkreoht  otolie»,  md  da  bub  die  Sdnrerpnnkto  der 
Peripbwi«eD  aller,  dieser  "Kreise  naeb  der  Lebte  ^TOm  Sichwerpankihe 
in  ibueü  Mifttelf uaktea ,  also  läaiBitlieb  ia'  derAze  ^B  Hegeo.; 
so  muss  offenbar  nacb  der  Lebre  Tom  Scbwerpunkte  aucb  der  g9^ 
sucbte  ScbWerpunkt  der  gegebenen  Zone  ip  deren  Axe  AB  liegen. 

^  Um  nun  die  Läge  oes  Scbwerpunkts  der  gegebenen  Zone  in 
der  Axe  AB  tn  bestimmen,  bezeicbne  man  dessen  Entfernung  von 
dem  Punkte  A  durcb  a:y  und  auf  äbnlicbe  Art  seien 

*^i9  ^a>  ^15  ^4>  •  •  •  •  «^11 

die  Entfernungen  der  Scbwerpunkte  der  9  gleicben  Zonen,  in  welche 
die  gegebene  Zone  getheilt  forden  ist,  von  dem  Punkte  A  nacb  der 
Ordnung  dieser  Zonen,  von  dem  Punkte  A  an  gerechnet.  Dann  ist, 
wenn  wir  den  Flächeninhalt  der  gegebenen  Zone  durcb  Z,  also  den 
Flächeninhalt  jeder  der  ti  gleichen  Zonen,  in  welche  die   erstere 

gMleOt  t^o^iite'Se^ 'durch  ^  leMMtaen,  ^mA  du  iLelM 'wÄ 
Schwerpunkte 

und  folglich 

n 

Nun  ist  aber,  wie  aus  der.Lehre  vom  Scbwerpunkte  leicht  erbellet, 
weil  oben  AB=ia  gesetzt  worden  ist, 


*       t  V  * 


■+-^, 

"T"  •  •  • 

+ 

*^>l= 

^Z, 

^7  +^J 

+ 

.  .  .  -f-  ^« 

« 

\  t . 


,< 


1     ,   ft 


2a 
u 


•  > 


ta 


\    >. 


Ä?4  ■>  --,  .    •    '         .  •    '  ,  J    'M  .  < 

U«'B.    m.  "'•■.  ".        .    l       ' 


also  Mch  der  Lehre  von  den  arithiiietisohen  P^gfessioneB  "^ 


und  ganz  eben  so  ist 


ar. 

< 

0 

20 

1 
1 

»' 

il* 


■  ^  • 

u.  •«  w. 

I 

ff 


,^^ 


V 

\ 


also  Btcb  der'Lelffe  tos  Atw  arit^ttetiMke«  ProgresflftoiMft 


•  •  k 


^n 


2li 


0. 


Folglich  ist  für  jedes  positive  gaoze  i» 


^i 


Xm 


^>-H^»  4- 


or» 


2     •    2« 
also  nack  dem  Obigen  fiir  jedes  positive  ganze  n 

(T-S)^^^<(2  +  5i)^- 

Wäre  nJin  ttkkt  it^ür^liN  sQ  Icinattf  Mf. 
Bein.   Wäre  zopilHMnii^.    r  ^ 

80  oehme  man,  was  offenbar  immer  möglich  ist»  die  positive  ganze 
Zahl  n  so,  dass 


•>w'  *^'"'  ^^^ 


iit;  dann  ist  offenbar 


(2"*-s;)^ 


<^, 


i  i.  x>(-|-+  ^)^,  da  doch  nach  dem  Obigen  für  jedes  posi<^ 


üve  ganze  n 


2     •    2i|' 
iBt  Wäre  ferner  , 

so  nehme  man  die  positive  ganze  Zahl  1»  wieder  so,  dass 

^^2cf  2«^ 

ttt;  daim  ist  off^nbar^^  ^     ' 


H 


d.  i.  ^'^i'o  —  Si^  ^*  ^*  ^^^  nach  dem  Obigen  fBr  jedes  posi- 
tive ganie  i»  ^ 

ist«    Also  kann  wedei'  ar  =  ^0-|-d,  nocb  ^=|i»  —  ^  sein,  und 
es  ist  foMich  ars-}«,  wie  behauptet  worde. 

Der  Scbwerpunkt  einer  Halbkugelfläcbe  liegt  also  in  der  Mitte 
ibrer  Höbe,  d.  b.  in  der  Hitte  ibres  auf  dfv  Ebene  des  sie  begtäii* 
senden  gröiisten  Kngelkreises  senkrecbt  siebenden  Halbmessers. 


.  i 


j  • , 


Einige  Bemerkongeii  zu  der  Abbandluig  Nr.  lY. 
in  diesem  Hefte  über  Recursionsformeln  filr 

die  Bernonllischen  Zftblrav  < 

Von 


Herrn  A.  Göpel 

.,     zu  Berlin*). 


'.\ 


■ ,  I- 


Die  in  dieser 'Abbandlang  entwickelten  recurrenten  Formeln 
(nT*17),:las$en  sich  i^us  derselben  Quelle  etwas  «infadier  alilei^ 
ten..  wenn  man  aus  der  dort  gebraucbteo'  Methode  alle  ausserwe- 
sentlicben  Elemente  ausscbeidet.  So  z.  B.  gelangt  mail  ztt  dec  Por* 
mel  (11),  wenn  man  die  Gleicbung  (5) 


mit  der  Gleicbung  ^ 


•  ■•  • 


Sin  w=:«i>^-j+-5j-.... 


*)  Herr  Göpel  in  Berlin  hat. die  Gute,  die  erste  CprVHstur  des  Arcbm 
SU  besorgen,  wodurch  es  erklärlich  wird,  dass  Herr  Göpel  die  Ab- 
handlung Nr.  IV.  in  diesem  «Hefte  kennen  konnte ,  bevor  dasselbe  sus" 
gegeben  wurde.  :.  G* 


aolti^iciiti;  "MiBO'.^rbSlfri  «am  '    . 

EntwickeUt.iiiai»  jetzt  aucli  die  lii^ke  ^'ei^f  ,..«9  glebt  die  Ver- 
gleichoDg   dcur    beiderseitig^:  aJlgemeiQeD   ^Ijeder   .nach   Hinweg* 
scbaffiiDg  der   iiberflüssigeD  Factoren  uodiittelbar  die  Formel  (ll). 
Ein  äbDRebes  gUt^f ''dteJbi'igeD. 
"IBtopoeij&faiiet  röilallgemeioen  '"    •     "  ' 

irgend  eine  der  Gleicbiinyen  (5) — (7)  öd^r  irgend' feine' andere' Etit- 
mefc^liwjg,'  ileren-Ce^llfieienteo  «ili^b  durch  die  Bernoullischen  oder 
Secanten- Zahlen  bestimmt  sind,  und  multiplicirt  man  dieselbe  mit 
ir^nd  einer  andern  Entwickelung        ..<>..  .:..^:  t  ,.,. 


^.vV  ./(^)^=»^H-Ä^.-J-^,cu?+,.  ,•• 


>   -  -'i  -5 


80 -erhält  man  r{wyry{w)  ^lei^  einer  Reihe,  deren  allgemeines 
Glied  leicht  darstellbar  ist.  Ist  n.i^n  d^ie  Function y(a>)  so  beschaffen, 
dais 8  s i c  h  d  a  s  P r o  d  vtc t  F^)}f{w)  ir e  r  m  i 1 1 e I  s 1 1 rj  g o  n  o  m  e  t r i - 
scher  Relationcn'in  ein'  Ag^i*egat  einfach^ei'  trigöuDme« 
Irischer  FVinöti6h'eiiUm'foi'£ren  lässt  d'i^  sich  mit  oder 
ohne  Hülfe  der  BerDoüMis'chen  und  Sei^attt^n-Zahten 
entwickelD  lassen,  so  ^rgiebt  sich  durch  Vergleicliung  d^r  all- 
geoileiden  uireder  imjnlsf'ehie  ftfcumiynsforidlei  iur  die  genannten 
^ablfn;  untermischt  .f)dep  .^esppcf^t^  je  puehdem  ms^n  die  Functio- 
nen \r,iind  /  Wählt.'  "EnthäU.die  |5^ntwick'erun^>on,y(a>)  die  Ber- 
ooullischeD  Zahlen  nicht,,,  so  wirij  die  Formel' 4n\ Bezug,  auf  sie 
linearj  dergl.c^^^hen  /((j^\  sind  sin  ii>,.  sjn  2w,  .  l  -  cos  w,  cos  2w, 
...sin  cii',  u.  s.  TF.  Lasst  sich /'(o/)  nicht  ohne  diese"^ Zahlen  ent- 
wickeln, »<|  .wjrd; di^  Fokrmel  iQ|Vefug  anf.sie  v(^a  der  2ten,0men* 
sioD.  Man  erhält  z.  B.  die  bekannten  Elerafionen ,  wenn  die  Gfei- 
cbnng  (5);  mit'»ch  selbBt  .ivMUiplicirt  un4  4¥il^ii4i«  Formel  ^ 

angewandt  wird. 

Hiebei  ^ersteht  es  sich  von  selbftt^-^dass;'  man  auch,  anstatt 
^H  "^i'  /(^  unmittelbar  zu-  muHfpTicipeu ,  *  vofficfr''di^  "efine  Eöt- 
wickeluog,  wie  in  der  citirten  Abhandlung  geschehen  ist,  oder 
wenn  man  will  beide  Entwickelubgen  in  «befitknmte,  Integrale  zil-r 
sammenfassen  und  darauf  der^p  Product  wieder  ^entwickeln  kann^v 
Qod  auf  diese  Art.  mit  etwa!-  mebf'  Be<)bduiig  dasselbe  Resultat  er- 
reichen wird.  -  ^ 

Da  man  sich  denr  .Ohigev<:zilfütge  Reoursionsformeln-in  belie- 
%er  Menge  verschaffen  kann,  so  möchte  es  nicht  von,  grosser 
Erheblichkeit  sein,  d^rep  neue  a^ztisuphen;  es  gelänge  denn  eine 
jolche  aufzufinden,  die  ein^n  ttefereti^  Blick  in  den  Bau  dieser  Zah- 
ItD  verstattete.  Indessen  mag  hier  noch  erwähnt  werden ,  dass  die 
Formeln  (11)  und  (12)  durch  die  einzige  Formel 


^^edräckt  werden  können,  welche  unter  andern  von  EttLn^s- 

TheUIlI.  ^  5 


V 


66 
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hausen  in  seinen  Vorlesungen  über  höhere  Matlidni^lik 
p.  282  auffuhrt  und  aus  welcher  jene  für  m  unpaar  und  paar  her* 
vorgehen.  In  derselheii  bedeuten  ^«,  A^,  A^^ ...  die  jernoulli-- 
schen  Zahlen  mit  abwechselnden  Zeichen  und  es  wird  ui.  =  — 4-, 
^,  =  ^s=  • . .  =xO.  Die  in^  Grunerts  Mathematischen  Ab- 
handlungen.   Altena  1822.  4«  p.  57  ff;  entwickelte  Formel 

(2n)\  (2if  — 2)!5!  "*"•••"+' ällSt -^  1) !  "*"  (ai»^l)|*=" 

oder  , 

nebst  ihrer  Supplementarformel 

ergiebt  die '  l^ormeln  ,  (14)  und  (1^)>  nachdem  man  letztere  durch 
Addition  von  bexieblich  (12)  una  (13)  etwas  vereinfacht  bat*),  wo- 
nach die  Differenzen  in  den  einzelnen  Gliedern  herausfallen«  Sie 
lassen  sich  beide  in  die  eine  Gleichung  . 

1  +  2«»i^i  +  2»i»»,vrf,  +  2*M,^,  +  .,,,=.-  (2w  —  2)^« 

zusammenfassen.  Die  Formel  (17)  endlich  hat  unter  andern  Bar* 
tels  in  seinen  Vorlesungen  liber  mathematische  Aitaly- 
sis  Dorpat  1837.  p. 203  gegeben.  Nach  gehöriger  Vereinfechung 
lässt  sie  sich  mit  der  (116)  m  die  folgende  vereinigen: 

wo  C,,  €)*,,•. .^srO  und  C^o>  ^»t  C^^...  die  Secanteneoefficieoten 
mit  abwechselnden  Zeichen  sind.  ' 

Am  leichtesten  erhält  man  alle  drei  i  wenn  man  in  die  Grund-  ^ 
formel  (5)  imaginäre  Argumente  einführt,  woraus 

entsteht,  und  diese  d^  Reihe  nach  mit 


•  •  • 


0)      .         w^ ^ 

«  •  •  -  .  t 


^  =  1+^ 


0)       .  «J* 


2'    •    2«  ,  21 


«  •  • 


*)  Wodurch  aber  der  Werth  der  Abhandlung  Nr.  IV.  keineswegs  ^geschma- 
lart  wnrdk  6*  ~ 
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•  1 

■nitiplieirt,  wobei  die  Relation  ^.   .    =:got  ^  — (^ot  \(a  zu  he- 

racksiciiHgen  ist.  Dau  die  obigen  Fermelii  auch  mit  abwechseln* 
dea  Zeichen  dargestellt  werden  könneni  bedarf  bienach  kanm  einer 
besenderctt  Erwiäaüng, 


-  * ' 


XII. 

Gleichung  4er  graden  Linie  and  der  Ebene, 
auf  sdii^winkllge  €o<»rdinaten  bezogen. 

Von 
Herrn  Dr.  HuedeBkamp 

OWikbrev  der  Mallitnu'ntid  dar  Naforwisiensebr  tm  Gymiasiam  za  Hamm. 


Kristallogr^iscbe  Uater^uchiin^n ,  die  ndefc  seit  eiDig>«r2eit 
beschäftigen,  machten  es  nothwendig,  die  Gleichung  der  Graden 
iid  der  ßbene  aaf  schiefwinklige  Coordinaten  zu  beziehen ,  wo- 
^h  IQ  mwisMn  Füllen  die  Kristallflächen  zu  den  Azen  des  Kri- 
stalls einfachere  Beziehungen  erbalten.  Da  die  hieher  gehörigen 
Sätze  ^uch  noch  wohF  anderweitiges  Interesse  haben .  so  theile  ich 
ler  JBinigea,  die  grade  Linie  ftod  Ebene  beireffend,  im  Zusammen- 
Unge  mit.         -       ^  * 

Uie  drei  Coordinaten- Azen    bilden  bei  eio^m- schiefwinkligen 

ixea- System  eine  dreiseitige  RaumecJf^e,  deren  Spitze  wir  mit  0 

^ie  drei  Seiten  durch  ^,  £,  C  und  die   des   Polardreieeks  durch 

S^  B\  C  bezeichnen.    Denkt  man  sieh  nun  durch  einen  Punkt  P 

im  Räume  mit  den   Coordinaten  -  Ehepen    |uiraüele  Ebenen  gelegt, 

10  schneiden  diese  Ton   den  Axen  Längen  ab,  die  die  Coordioa- 

ten  des  Punktes  P  genannt  werden,,  und  die  wir  durch  ,^,  y,  % 

bezeichnen  wollen;  die  Cosinus  der  Winkel,   die  '^P  mit  den  drei 

Axen  bildet,  sollen  durch  a»  /[,  y  be^eiehnet  werden ;  eben  so  wol- 

.  ^tn  wir,  wenn  die  Ei|tferitupg  OP  %\^\th  der  Einheit  ist,  jr,  ^,  % 

Inrcb  a,  ^,  c  bezeichnen. 

1)  Der  Zisanmenhfing  4er  ^rv^en  «i  i%  c  und  a,  ^,  y  ist  nun 
ii)lg«adef|  wie  mM  aicl^  liichi:  deiitlish  «a«ht(  ^ 


.  t 


ce=:«  +  Ä.  cos  C-4-C  cos  ff^ 
/J  =  b-^^c  cos  B  -^a  oos  .  Cv 

ybo^^if^ir  cos  B*\'6  co«  A^ 


5* 


7« 

6)  Die  Lage  etiler  fibeoerMgeJi  4*^:  CotUfdiiiaten  -  Axen  ist  be- 
stimmt dtirck  die  Lage  und  Länge  des  auf  die  Ebejie  gefäUteD 
Perpendikels.  Wir  werden  auch  das  Determinanten  -  Paar  dieses 
Lotbes  das  Det^rmiDaDtsn  -  Paar  der  Kbene  nennea«  *  Wird  das 
Determinanten  -  Paar  einer  Ebene  durch  a^  6,  c^  a,  /?^7^'beaeiebnet^ 
das  Perpendikel  durcb  p^  so  ist  di^~  Gleichung  der  Ebei^e: 


die  Gleichung  des  Lothes: 


*'      .  .  ^       ■    :.  \  n    ".    I* 


\\  '__ 


<Ke  Coordioaten  o^^^k'  des  Fus^puiiktes  <|es  Lolbes  sind 

Bezeichnet  inan  die  Längen  der  Linien^  welche  die  Ebene  .y od. dea 
Coordinaten  -  Axen  abscl^n^idet,  durch  /f/^^  dann  ist  aucb  aie  Glei- 
cbuqg  der  Ebelie:  '? 

/  ^  T  ^  r — *•    - 

■  ff 

;  7)  Die' Determinanten -Paare  einer  Ebene  zu  finden,  die.  durch 
zwei,  im  Mittelpunkt  des  Coordinaten-Sjstt^ms  sich  schDeidende 
Grade  gelegt  ist.  Seien  die  Determinanten  «-Paare  der  ^egebeWen 
Linien  a',  b\  c\  a\  ß\  f  ««<*  «",  ^^  ^'i  «"»  /^'»  f^  «nd  die  der 
gesuchten  Ebene  a^  b^  c,  a,  /?,  y\  so  findet  man  nach  einigen  fee- 
ductionen:  ^  .    ,  :  .       . 


na^^Jl:=££,  77*=5^1::^.  ir,=^C=:££.  - 

Sin  i'     '  ,   sin  i'      *  sin  v      ' 

a=:- : ^— ,    8=   : y=    : ' ^-^\ 

sin   «^  '    *  .«in    V  f  .    .   «in    «/  ' 


Sin  j'        '  •  ,     Sin  i'  ^  .  Sin  V 


/■ 


wo  V  die  Neigung  der  beiden  Mnieu  i^t  und  ZT  die  oben  nogege- 
bene  Bedeutung  bat.  Die  hier  gefundenen  Determinanten  sind  zu- 
gleich die  Determit^nten  der  Durcbschnittslinlb  zweiair  Ebenen,  de- 
ren Determinanten  die  der  gegebenen  Linien  sind«  . 

8)  Der  Neigungswinkel  zweier  Ebenen  Ist  das  Supplement  des 
l¥inkels/  den  die  auf  die,  Ebenen  gefällten  Lotbe  üilt  einander  bil- 
den, und  wird  also  nach  (5)  bestimmt. 

9)  Will  man  die  Determinanten  -  Paare  einer  tlbei^e  finden,  die 
den  Neigungswinkel  zweier  fibetien  halben,  so  dienen  dazu  nach 
(5)  folgende  Gleichungen,  wenn  v  der  Neigutigswink^  ist,  i»',  ^,  ^9 
«',  /?',  /  und  »",  b\  d\  a",  /',  /'  die  gegebenen  und  «,  by  c, 
ce,  p^  Y  die  gesuchten  Determinanten  -  Paare  sind : 

sin  g|- :^a'a  4- /S'^  +  y'c  =  a«'+/?^' +/<?', 

sin  -^  =  a"a  +  ß*'b  +  fc  2=  aa"  +  ßV*  +-  ye's 
denen  -noch  nach  (7)  diese  hinzugefügt  werden  können : 
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Gdit  titt  Luiie  durob  svrei  Punkte  iayp^M')y :{af^Y*%  «o  »^  <<e« 
reo  Glfliidili^t  -:,;•'. 


•  J  /■ 


5)  Sind    die    DetermiDanten- Paare    zn^eier  Linien    ^,  £^  r?  a, 
•  /l,  p^  und   a'^  b\  €/,  a',  /$',  y'x  so  findet  man  den  Neigungswinkel  v 
dieser  Linien  mit  Hülfe  de^  Formeln  (3},  wenn  m§n  tnr  die  dorti- 
'geo  r  und  f  die  Einheit  s^tztt    . 

cos  y  =  at^  +  ^Ä'  -f-  cc'  +  {bd  +  ^c)  cos  -^  +  {a^  +  ca')  cos'  Ä 
[  -"'  -^{ad^  +  a'd)  cos  67, 

od^r^init  Hoffe  der  Refationien  ib(l):  '  '  '  "■  - 

I  cos  V  =  ao' +  Ä/r -4- €?/ =  a'a  +  ^'/S -4- c'/. 

Nennt  man  die  Projectiqnen  des  Dreiecks  fiuf  die  drei  Coordinaten- 

•1 ""       1       'b^  ijf   D' 

Ebenen,  dessen  8eitejp  1,  1,  p  sind:  — ,  ^,  -^;  wo  dann  v  der 
Herleite  q  gegenftirerstehende  VTinkel  ist,  so  wird  anch  nach  (3): 
lia  »y=ZI»H-ZI'»4--0"'-i-2i?Z>'  cos  C'  +  'lDiy'  cos  B' 

\  »  .  -^^IfD^  cos  ^'. 

Es  ist  nemlich;  '     \      ^  .  ^ 

i?  =  (^c'— ^c)  sin  J,  jy  =i(ca' -r- a€^)  sin  Ä, 
v^^     ^    "i>"=(ai'— V^)sin-^; 
setzt  inanr  nun-  n^eli:  , 

li=^ß/^r^,  A'=/«'-«/,  2i"=«?'-«'/*> 

80  erhält  Hnan  nocK  folgende  Relationen: 

4ss:(J94-/>' cos  C'  +  Z^' cos  Äf)  si»  ^ 

J^  =  {iyjfiy'  cos  ^-HZ>  cos  P')  sin  Ä 

1  ^"=;=(/y:-t-/>  cos  B'  +  D[  CQB  J')  sin  C 

J92Z»  =  (A  +  A'  CO«  ^+A"  ^o»  ^)  «>o  ^ 
'    .    ^     iyj7=^  =^  (A'r*-  A  :cos.  C+  A"  cos  J)  sin  Ä 

'    N  .  ^'zr»cÄ(A"-*hÄ  cos /14-A' <^«8^)  «*"  ^ 

ff»  sin  «V = A^  rf  A''  +■  A"*  +  ^ÄÄ'  ^^^'  f^+  ^AA"  cos '  Ä 

.+  2A'A"  cos  u^i 
Die  Bedingnd^,  'dass  s^wei  Linieir  auf  einander  senkr'eclit  sind,  ist: 
•  =  aa'  + W  +  cc'-h(€!Ä'  +  c?'^)  cos  ^  +  («fc' -f- «>)  cos  B 

+  («^  +  a'*)  cos  Cy 
oder 
\:=:Dr'hB'*  +  I^+2iBB'  cos  C^+2I)B"  cos  Ä' 

^-2/^"/y  cos -4'. 


7« 


6)  Die  Lage  elfter  Ebene  seg^ft  4ie.  Coftrdifiateii  -  Axen  ist  be- 
stimmt dttrck  die  Lage  und  Länge  des  muf  die  Ebejie  gefällteo 
Perpendikels.  Wir  werde'b  auch  das  Defermiaantea- Paar  dieses 
Lotbes  das  Detenninanten  -  Paar  der  Kbeoe  neno«««  '  Wird  das 
Determinanten  -  Paar  einer  Bbeoe  durch  0,  ^,  r^  a,  /?»  T^beseiehnet, 
das  JPerpendikel  durch  p,  so  iit  die'  Gleicbuog^  der  Ebei^e: 


ftst  +  ßy  +  yM^zp^ 
die  Gleichung  des  Lotbes:  " 

a  b 

<He  Coordbaten  :3c^j/%*  des  Fus^pjioktes  4|es  Lotb^i  sind  .,. 

Bezeichnet  inan  die  langen  der  Linien»  welche  die  Ebene  .yon .  dep 
Coordinaten  -  Axen  abschneidet,  durch  ÜP^  dann  ist  auch  aie  Glei- 
chung der  Ebene: 

;7)  Die  Determinanten- Paare  einer  Ebene  zn  finden,  die  dorcb 
zwei,  im  Mittelpunkt  des  Coordinaten- Systems  sich  schneidende 
Grade  gelegt  ist.  Seien  die  Determinanten  «-Paare  def  g^ebe^ieii 
Unien  a",  b\  dy  a\  ß\  f  ««d  «",  ^',  c",  a",  /J",  y^,  und  die  der 
gesuchten  Ebene  a^  l^  c,  a^  ß,  y^  so  findet  man  nach  einigen  Re- 
ductionen:  . 


na= 


_ßyjzjy_  tiL—yJLiz:^  ^     i^r-^i^. 


sin  V 


,  nizrz 


sin  V 


,  nc=z 


sin  u 


«  =  — Iwr3 — >  P= — iiT^ —  r= ITT-:: 1 


sin  V 


sm  1^ 


sin  V 


wo  V  die  Neigung  der  beiden  Unien  ist  und  ZT  die  oben  ni^sg*' 
bene  Bedeutung  bat.  Die  hier  gefundenen  Determinanten  sind  zu- 
gleich die  Determiaanten  der  Durcbschnittslinlb  zweier  Ebenen,  de- 
ren Determinanten  die  der  gegebenen  Linien  sind.  . 

8)  Der  Neigungswinkel  zweier  Ebenen  ist  das  Supplement  des 
UVinkels/  den  die  auf  die  i^benen  gefällten  Lotfae  mit  einander  bil- 
den, und  wird  also  nach  (5)  bestimmt. 

9)  Will  man  die  Determinanten  -  Paare  einer  Ebei^e  finden,  die 
den  Neigungswinkel  zweier  Ebenen  halbirt,  so  dienen  dazu  nach 
(5)  folgende  Gleichungen,  wenn  v  der  Neigungswinkel  ist,  1»',  ^,  ^j 
«',  ß\  /  und  »",  Ä",  c",  a",  ß",  f  die  gegebenen  und  «,  K  «» 
a,  ß^  Y  die  gesuchten  Determinanten  -  Paare  sind: 


V 

s.n^ 


=?=a'«  +  /S'^  +  /c  =  a«'+/?^-f-M 


sin  Y  ==  «"»  +  ß^'b  +  y^c  —  ««"  +  ß^*'  +  Y^'\ 
denen -noch  nach  (7)  diese  hinzugefügt  werden  können: 
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Alt  diesen  CSIeickiiBgeB  «rJiält  nun  ■aeb  Msigeit  Reductionea : 


«  = r.  ß= 


«•in  y 


,  ^ 


h'+S-* 

2  sin  y 

i^^r 

2«n- 


10)  Dm  die  DetermiDanteD- Paare  der  Ebene  zu  erhalten,  wel- 
che den  Nebenwinkel  von  r  halbirt,  Erancht  man  nnr  in  den  vor- 
bergebenden  FormeHi  —  «^,  —  Ä",  ^€^  statt  •,  ^',  tf  und  tt— t 
stitt  y  x|i  setzen,  und  man^  erbält  die  DeCenainanten -  Paare  ai,  5^, 

*ii  *i5  ri>  ^i*      ' 


2eos^ 


«»» 


,  /?. 


^>  /i  — ^f 


.  = -f  ^1 

2eo.- 


2co«|- 
2  cos  -^ 


2  cos  -rr 
2 

2  cos  — 


/  V 


11)  Eben  so  leiclit  kann  man  aucb  noch  das  Determinanten- 
Ptar  d«f  Ebene  finden ,  die-  mit  den  gegebenen  Ebenen  die  Winkel 
9' nnd  9>  bildet,  so  dass  f'^ipsrzv  ist.  Man  .findet  auf  gleieba 
Weise,  wenn  dieselben  Bezeichnungen  wie  die  Vorigen  beibehalten 
werden,  folgende  Formeln: 

tf  cos  9»  -H  ^  cos  7>'    ^       A*  cos  fl>  -f-  A"  cos  ^' 
sin  y       .       *  '^  sm  i'  ' 

^  cos  o  +  if'  cos  o' 
ysÄs ~r ^, 

'  sm  i' 

itt'  cos  flp-l-fl^  006  #'      ,  f  COS  9^0'  COS  o' 

sin  f  '  sin  i' 

_t_/  »OS  g>+y  cos  y^ 
sin  K 

«^  sin  (p'^d*  sin  9»'    ^         ^'  sin  fp^-Ü'  sin  o'' 

•  Bin    «*  »    r  l  c^Q    y 

€  sin  fp-^d*  sin  a>' 

y     ISS— -2-1 '    '     '  "» 

'  ■  sm  y 

c  sin  9>  — 11*^  sin  y^    ,        _(l  sin  y  —  (T  sin  y' 

*  oin    «•  /  '         '  Ain    1^  ' 

/  sin  «»— r"  sJii  y' 

'  sin  i' 

Der  Fall,    wo    9  —  SP'=^>    kann    hieraus   auch   leicht  abgeleitet 
Werden. 

12)  Die  Determinanten -Paare  einer  Ebene  zu  finden,  die  durch 
*•  3  Punkte  (^,^i*a),  {jv^y^x^)^  (^»yi*t)  g«lßg*  wird.     Sind  ^ 

Eoehten  Determinanten  -  Paare  0,  b^  c,  a,  /?,  ;^,  so  erhält  man  zu 
ir  Bestimmung  folgende  drei  Gleichangeu  nach  (6)  e 


sin  V 


sin  V 


sm  V 


•    ■  l 


n 

- 

•  -^    .  i»    .'  '.  1 

i' 


aus  d,eoeD  mao  ducch«  ElimiQatioii  zweier  tinbekannten,  z.  B.  /?,  r, 

erhält:  •  .   .    ,    .         ^         ::r:„^     .  r^ r^. 

MultipHzirt  mao  Jca  Zähler  mit  sin  A^  so  wjrd  derselbe  dj^i;  ,dopn 
'  pelte  Flächenrauin  der  Projection  d^es  durch  diß  ^rei  Pqpktej^g^^gi 
ten  Dreiecks  auf  die  C^ordidatten  l  Rb.opc  (^or)^  nei^Dt.^^n  ./d^er 
diese  ^  und  den  Nenner  i^,  so  erhält  mao,  wenn  noch  A\  A>',  di^ 
Projectionen  desselbeb  Drcij^,cks,  auf  die  b,eidea  aodera  Eb^neo  gie- 
nannt  werden^' diese  4irei.  Glelchii^geiil         ^"^  _  _:'  .1,    . 

a  sia  A^=.'-^^  ß%\ik  Bz=,-j^^  ^mn  V^=i-^, 

Setzt  man  diese  Werthe  in  die  GletcbuBfi^  :(1):       "-"' 

ll*=a^  sin»^  +  /5»  sin»i?  +  /»  sin  *C4-2a;^sin^  sin  C^cqs  ^ 

-i-2aß  sin  A  sjn  -Ä  cos  C*-{T2ßy  sin  Ä  sii^  j^. pps  ^' 

UDd   bemerkt,- dasji  wenn  durcb«/^  der  Flächenrikäiii/des' dii^chi  4ltt 
drei  Punkte  gelegten  Dreiecks  heseltbn^et  wirdy      . !  ;   .  ;    m 

■  'z>'  =  i^»  +  A"  +  A"'  4-^AA'  cos  V'H7,^2AA''  <;w;-ö'    •'.'.'•.'„ 

+  2A'A"  cos  Jl' 
ist,  und  daher  .,    .  ~  .;  ,  ,  "•' 

JI^^^  oder  £:n  =  pD; 
tdrp  =  i:^-i-^'  cos  C'-i-^"  C08  B', 

bncr-L  A'  H-  A"  cos  A' + A'  cos  c\ 

dUB ei  A"  +' A'cos  ß' -+•  A'  coi  ^V ":     ''^  -    ,> 

13).  Wir  wollen  jetzt  noch  die  Coordinaten  ^,  y,  «  eines 
'  Punktes  P  auf  .ein  aiideres  Coordinaten- System  von  dejniselben 
jMittelpunkte  übertragen.  Wir  bezeichnen  die  Coordinaten  eines 
Punktes,  auf  die'  neuen  Äxeö  bezogeo^x  durch  ^,y^V;  di^^ip^el, 
die  die  neuen  Axen  mit  einander  bilden,  meiert  Ijf;,  B^,  C«;  die 
Wiakel  des  durchs«»  Po>  ^o  gegebenen  Polardreiecks  A*^,  B\, 
€\i  ferner  die  Determinanten -Paare  der  Axe  der  ^V  auf  das  ur- 
sprüngliche Axen -System  bezogen:  /»,  ^,  c,  «,/?,/;  die  der  Ax^ 
der  yf\  a',  h\  c\  a\  ß',  /  uni  endlich  tfie  der  Äx^  der  V:  «".  ^\ 
c",  a'\  ß'\  /',  und  .     •'/'•^'' 

/fo»  =  1  —  cos  Mo  — cos  *Äo;— cüs  *^o"^-^08  Ao  cos  Bo  cos  Co- 
Hält  man  diese  Bez«fickiiiig«n  fest;  ko  fiiidet  ttiaii:  •<    v^i   .     *: 
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Dfld  amgefcehrt:     _.  '  '  '  ' .  ,    . 

wo       *     ..'  ',      -    ■ " 


•    •! 


Der  ZnsBttmeiHMipi^  der  GrösseQ  «x.^^.^  md  a,  /?,  /  iL  8.  w.  ist 
nach  deo  GlekliUDgeD  iD'(l)  dieser:' 

"  ^=af-Jr^'  «w  C^o  +  a*!  cpa  Ä,,     ^^  _ . 
a  =  a  +  «  '  cos  Aa  -\-  a  cos  "C,, 
■"      "   "' 'o'- ;=«*'-♦-«■  coa^'jr,  +  «  COT  Ä„       ■  •  •'" 


/»"  =  *'' 4-^  WS '^„4-*  cos  Ä  '"- 


y  =  c  +  c  COS  Co+^"  COS  B^y 
/  =  c'  +  c '  cos  -^0  "♦"  ^  «OS  Co, 
/'  =  c"  -H  c  cos  ^o  4-  <?'  cos  ^,. 

Es  finden  noch  eine  Menge  anderer  Relationen  iwischen  den  Con* 
Staaten  der  beiden  Axen  -  Systeme  statt ,  wovon  noch  folgende  hier 
ihren  Platz  haben  mögen.  Nennt  man  die  Determinanten- Paare 
der  drei  neuen  Co.ordinaten- Ebenen  nach  einander:  m^  »^  p^  f*9 
^  ^  u.  s.  w.,  so  erhält  man  nach  (7) : 

'     TF      ß^y"-yy  TT  __A"-tty  tt      »T-^^ß^ 

sm  ^o   '         .  I  *'  'Jtw.^o  ^  sin  ^« 

,  -"*  —    sin  ^o  '  ^'^—    «in  Äo\'      ^  ~    sin  Ä^ 
'^  am  ^p,  "^  sin  iTo  ,       '  sin  J^o 

•I«'  I,'  *  a      -,•  m 


'Q  Oll»      «/Q 


sin  Ci 


•^ '  sin  C7o  sin  C^  sin  Cq 

cos  ^o  =  «V'  4- ^/J"  +. c^/*  =  »V 4- *T  +  c y , 

•  'I  ♦'■'  '  '  '.*  .11.,»'  f..  , 
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cos  ^«  =  min"  4-^>"  -^ä-^"  «;=?-«'>'  +  »V + ;»V, 

cos  Ä*.  ==  •»/»"  -»H^"  -4-  pJ^'^fSdgf'ft  +  «>  -f-  ;»"w, 

na=yX:=:P-,  2r*=2iC^',  /fc=:fi:C=:p:,  • 

= /?i.^!ei^,  .^,.=e^.  27.'=2C^ 

sin  Ä^a  •  sm  iTo  "»  «^o 

':  ■«i"='£S^;  »'"=^S^.  ^-fe'Sr^' ,  . 

«  —   «in  C:.f  »f  —    sin  C.  /V  y  .— .  siB  C.    '"' 

«ö^r"  — r/)  +.«'0'/sr: -/?/;)-*-  d''w.-r?.)=nn. 

Die  letztereji  Formeln  bestimpieB  Doch  die  .D^t^rminanteD  der  netten 
Axen  durch  die  '  Determinan'teti  der  neufen  Co drdinaten -.Ebenen. 
Durch  die  im.  Vorfttebenilengegebenen^  Vortodn  lassen  sich  alle, 
die  gegeoseitijBre^Abbäi^ffigkQit  der.^risiaUfläeheD  betreffenden  Auf- 
gaben der  KristaTlegraiSiie  losen«  '    /       - 


i<^i 


.,'^    ,  -yj   -^  4  ■  „. 


^)^ 


■  f- 


II    •'    ■  i ■  ■  .  .  1  >•    ■       •■  -     .  . .  t. 


i .    ."i 


xin. 

Nene  ConstmkäoA  einer  Lamberf sehen '  Anf- 
igaSast  aus  der  praktischen  Geometrie. 

,  '■■;.-  ■  v.^:'    .,■  :^*".' ..  ■-  .  .,. 

Herrn  G.  1>.  E.  Weyer 

Assistenten  an' der  Sternwarte  cii  Hamburg. 

..  -    =:--     i.      .^---^ !—  *  ■  -     ,  " 

Lam&ert^giebt  im  ersten  Theil  seinem  l^eiträge«  Seite 
72  die  fölg^nfle  Aü%äb^ » ^i^khe  ^  er  eine  der  schfhisten  und  zu- 
gleich eine\4effl  «^Dfiw^fatoB  «1)1;  der  {nUktisfiheii  Qeom^trie  nennt: 


Die  relative  Lage  v«»s«eliB  Parnkte«  la 'WkliaiieBt 
FSin  ■*■>  )■  dreies  4«rjelbei  4ifl  Abwcich^DDg  <t«r:.dt«i 
übTifei  TOD  Aer  Hitts^sliDie  beobaektat  biL 

We  folgende  AnlöMog  grÜBdet  ■ich  uf  4ar  eleg^agteH  Con- 
■trDclJM  der  PodieiolMfaea  Aii%kba  «an  Befiel  and  Kule&< 
kaBp,'ut  wdebe  Claasaen  in  Kr.  430.  der  AsireneBlaebed 
NacbfiebtüiL  aafiaerkaam  Aaobta  VRd  irelcb«  sichin  .firi^n-ertd 
Geodätie  Seite  224  TOr^etrsgen  findet 

Beieiebtien  die  Bbch^aben  At  B,  C  (Taf.  I.  .FI9.  Ifl^  die  drei 
Ststionea  nad  H,  B,  F  4m  drai  «baerTirten  Pankt^  ao  lind  >** 
sicbit  gef^ebsn  i»K  Winkel 

\OJB,  EAF 
DBB,  BBF  " 
DCB,  ECF 
wodnrcb  in  Verbiodusg  nit  dar  UitUgaliDis  auck  lelgande  ,Wii^«l 
bekannt  aind: 

ABB,  BDC 

ABB,  BBC  '.■.''  ^  ■; 

AFB,  BFC  , 

Betracbtet  mah  jetit  die'Paokte  A,  B\  t 
Bottcb«  AtafKnbe  und  constrqirt  s.  B.  über  d' 
KomDeDeii  Linie  AC  die  Winkel  CAG=BD^ 
■0  lUr^rt  diei  einen  DarchschDittspuiikt  G,  n 
iii  gerader  Linie  liegt.  Eben  «o  Kebeo  die 
einen  zweiten  Darcbacbnitispuakt  H,  welober 

Ieraden  Linie  liegt,  und  lo  aueb  die  Punkt 
ritlen  Ourcbscbaittspimkt  J,  welcLer  mit  i 
Linie  liegt  Die  drei  Punkte  G,  ff,  J  werdi 
it  man  attch  die  Winkel  kennt,  welche  «< 
Bug  gesehea  bilden,  so  iit  dieser  Punkt  A  an« 
leicht  bestimmt 


.  .Zusatz  des  Heransgebers. 

Die  rorbergebende  tcbSae  C««strnction,  de'a  nblgen  LlM>bec(t 
Kbea  Preblems,  nelcb«  jede,iifaUs  bei  geodätisehftn  Autnabmen 
^ü%  mit,  greeieq  Voitbeil  angewandt  werden  kann,  yeranlaaat 
■ich  tu  der  MUtheilung  der  folgenden  analftiaclienAuflösuag  die- 
tu  Prublems,  weil  mir  die  von  Lambert  aelbst  a.  a..  0.  S.  81  ' 
gegebene  analytische  Ai^^ÖMDg,  insbesondere  wenn  muntiDich  der 
Coordinatenmethode  ui  bedienen  beabsichtigt,  nicht 's»  einfach  M 
Hin,  «od  Hitnentlieh  nicht  ahne  alle  weitere  BerüekRiohtigun^  iJjBr 
Fiar.  «der  vielmehr  de»  durch  dieaelbe  dargealrallteR  -  »iMCielUli 
PuIb  2om  Zweck  «1  führen  scheint,  wift  ea  vofal  ma  «Uuseben 
vi>re>  «al(W;,iU>ris4W  »ach  ificht  uMrwiUUt  blüb»  durf,  diMP  4» 


chtigti,  Ifo 

gcdmati 


rflBi'LainVe^'b)».  ■i>0.iigii!^dBe)««el^t)Aa.Rnulrt«k'felBeb'  ist, 
iBddm-iadffpblniAt'ZU)^^,  «Ib 'BMhiiiMtNBoner  da^cAben,  ans' Farn 
sehen  ein  ffttlof  «iu^lBdBea<li«>aEilieir  jstl  ^  Der  Fehler  ivurttestb- 
eral:  ytmiGvoA  enMeott  flj»iiiibbrt^s  galmhttkrSritit't/eeltsfiU 

- a<iN)ratfel  &ldet  man-t.iiA.r'in  Hiei:et   Hit-Kclt'a  S4miii4 

S.   CTO.         ,  .1-  '.'•■,:    r  rvi.,  JTi-ui    r.'j    i|!l  ■;    '    ■,■.■::■   ;■:'■ 

i.,i>Bib  BMifaq::PbDktb;  HfdinenVwi^  j^r.iOtch'yi,'  jip  üti'titU  A\ 
A.t,\i^.t  bKzätäöeti,  mKivioübB  ambebüeDf  itass  U  jitJam  daridrai 
ersten  Punkte  A,  A„  A,  <)ie  Winkel '^unegsen  i!W«ni«i  Mien, 
welche  die  von  jedem  diesq^,  Punk^^  web  den  drei  letztem  Pnnk- 
tett  A",  A\,  ^^',  gezogen ep  gersüea  LinieD  mit  gewissen  vpu  den 
drei  erstem  Punkten  bus  'MitK  itVitsh^ben  Seiten  bin  sexogenen 
eiaandef  parallelen  geraden' L^iea<ei^chliesseD,  wobei  diese  Win< 
)(el  TOD  den  io  Rede  steheoJen  eioander  parallelep  TJnien  an  im- 
meV''iHcH''UeiiaeFb«''Seft*nHin  Vb'n  fl  bi^  3ee*  gezSllt  Wfert^fli' 'stel- 
len. Die  von  A,  A^,  A,  aus  nach  denselben  Seiten  biW'g-eitf^iü^ 
Parnllellinien  können  die  'iijfifti  .HiV^bi  oder  äiiden  gerichteten 
Theile  des  astronomischen. Meridians  oder  auch  die  gleichnamigen 
Theile  des  magneti sehen  neridians  äeio.  Näherungs weise  kann 
man    aber   auch    diesen    .^l\Wi,V^i  nach   einem   und   demselben 


'  a,  p,  ¥  bezeicbnet  werden. 

'  Die  von  den  Linien  A,A',  A,A\,  A,A\  mit  der  yoß  A,  aus 
gezogenen  Axe  eingeschlossenen,  tod  dieser  Axe  an  nach  derael- 
feb  Seite  wie  vorher  hin  vo^-O  bis  360''  gezählten  Winkel  sollen 
.respective  durch  «,,  ß,,  y,   bezeichnet  werden. 

Die  von  den  Linien  A,A',  A,A ,','AjA'^  mit  der  von  A^  aas 
gezogenen  Axe  eIfi^äiAloHs'en<(n,'  von'  Ae^i*  'Axft'  Sn  nach  dersel- 
ben Seite  wie  vorher  hin  von  0  bis  360?  gezühlteu  Winkel  sollen  ' 
rtelp**(tve'*tlrdb'av,'lS;i"K"ftW«i«hn«  wer3«D.  -"'i-  '  '■'' 
'>-""^Ke  V«n'4e>a  LiBi«n  JA;.-AAt' mit  der  von  A-wts  geiogtfika 
ftieeiV^esoMtfsBeneit^  tob  'dieser'  Axe  nn  imnt«r  Ti'Mhi>a%rkelj»eil 
Seite  hita  WlA  fuvher  von  O'bis  3«0°  gezählten  Winkel  WoHeo'''Mf» 
ebdKch'reSpeCtiM'idbrclj'y^  i^'tezeicfanen.    ■•"■      '    '  ' 

"' '■'  lllehrten' wir-nirtii 'iH'jwtem  der  POBlt*e  A,' A-,'^  "At''4iv  T»n 
dtea^  "Punktä<i'«uü  tteitif^etie  Äxe  ftte  de«  ^itivciu  Thtiiloder 
At»eci«t^B^«  eH]es<rei:htw}ek(ige»€^rdinatieüb5stemB  aD,'io  welebem 
dier'  ^[tivO  llveitvder  Ordinalfenax««  eine  solche  Lag«  hat,  dasd 
lUBn  «i(^,  "am^'^VM 'deifl  positifenTfaeil«  de^  Abscisa'entiS«  durCÜ  / 
■»k  «attrdlaalKH(4ilU«l  i|iiMin«k'  m  dedl  jMsitivefi  ThMl^'4er'0K' 
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dinatenaze  zh   gelangen,  naeh^^'ilefBelben  Richtung  hin  bewegen 
■088,  nach  wetcher  Ton  den  *T9n  A^  u^,,  ^,  aus  gesoffenen  Azen 

an  die  Winkel  a,  ß^  y\  ^it^x*  ]fiy  ^^^  ßt^  T*  ^^^  ^  ^Mi  3^*  ff^ 
liblt  werden ;  so  sind  diia  Coordioaren  dtp  Punkte 

.^«  I    42    ff  va  Ä  '      l   * 

in  dem  System^,  dessen  ..Anftag  M  ikh  ^  A>  * 

indem  Sjrsteifie,  dessen  j4pfap|^>u^,- ist: 

{  ^,^',,cos  a,,  ^,4'.  sin  a, ; 
„  MW  2)  Ht^'i  ^cop  /?„  -^»41*..  ?in  /?,;. 

in  dem  Sjstya/ie,  d^s^n  Anfang  ^^.i^t:. 


fu^^A' .  cos  a„  ^,4'  .sin  a^ ; 
^A^A\  .cos  ß^,;j!^J^:\iii*ßit^ 
^A^A\  .Co«  yj,'  u4,A^.  sin  y,. 


(<■« 


I 

1 


.    .^ 


/     — 


Endlich  sind  die  Coordinaten  der  Punkte 

A4 

in  dem  Systeme,  di^ssen  AnfaDg  Je  ist:  

Alsöliat  maii  toac^  deV  Lehre' ton  der  Terwahcikn^  der  <!öc)Hina» 
t«a\dte;awölf  fdlgenlen.^lelph^iogen:.^         ( , --     ,  ,  ,.   .  \} 

i 

AA''.  (JS  ^a:s±AA,:con^'^-A(A'.twk  tii  '•  "^  i  ■ 

\AA\  .  cos  pzzzAA,  ,  cos  cp-f--^,-^  ,  •  cos  /f,  i/ 

.    --T    .-* r-;^    .    I  "•    '.   •     '-■'.':       »1  ^•"  •  *•  *^i 

\AA\  .  sin  ß  =  AAj  .  sin  9+4,4',  .  sin  /?, 

=  AA^  ,  sin.  i^rk'A^A'^  .sin  /?,; 


i 


I   i  ♦     t 


"ii   ,'1/ 


[44'>.f:co»^f  =r44,  •  coi^  fj-|— 4,^',  .  cosif^i 

':^"44,  .-itfo8vij[^\4-' 4;4',\  cöv  ;'„ 
I  AA\\  sin  Y=AAy  ,  sif^  gi-f- 4,4',  .  sin  ;«i 


—  ■  (    '^ 


welche  die  dreizehn  nnbekannteli'  (j^ösjctn 


"-  ( .- 


^         fe       ^ 


*  ♦ 


«» 


■»■ 

■          J»        • 

h^Wtm  1 

^n» 

i.-i- 

.CM  O, 

•M 

.—- ir-f. 

.CMft 

•jn 

.'  — ^.-f  , 

•CMTi, 

^itt 

4 -J.-f 

.  »  a. 

-lU 

-   — i.-/, 

-  ^  ßt 

*«ii 

.     — -t.-/» 

.  sm  r„ 

» 

..          -^^i' 

*i^^^"    9A^^ 

■• 

-       --^^•, 

.  •-•«  ^, 

4- 

•-i.-«  i 

.  -n»r«- 

■ 

.  aia  (f^ 

■ 

—  --*™S    , 

•    **»  i-x 

•  a9> 


«w^UU       Ol 


_  si»  (if-/f,) 


^(r—r*) 


A 

Bl- 


^    ^  s^  (y  — y,) 
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k 


ergeben,  welehe  iitto  blowi  n^ch  di^  be^dea  ODbekaDoten^  Grdnen 

entbalteD,  die  sieb  also  mitt^ist  derielben  bestimineii  laaseo. 

Za   dem  Eode  brioge   man  diese  Gleiebwig«ii  iuanit  aof  4k 
Form 

,  810  (a  — /?,)  810  (/?-/8,)-^8b^  («  —  /»,)  810   0»  — /J.) 

^1^  .'.''.•'•; 


=  810  (o,  — /?,)  sin  0-'ßt)*'JJ- 


Ä^jf 


1(0 


—  sin  («,—/?,)  sin  (/?— /?J. -^» 


sin  («  — rO  sin  (r  — /,)  — »in  (a  — y,)  sin  {fy^fi^ 


'\     n: 


|— «n  K— ri)  w  (r— rt)'7jEr  .  , 


i . 


—  sin  («,  —  |r,> ah  (r^ri).-TF» 


oder,  weil,  wi«  man.leicbt  ßndet, 


^    \ 


^       a=ain  {!»-/»)  sin  0?i-^^g^  * 

sin  (a  — r,)  ain  (y  — y,)  — sin  («  — r,)  »in  (r  — n) 


=  ^in  (a  — r)  sin  (/t— r>) 


ist,  aaf  die  Form 


1  • 


8ift(a— /?)  «in  (/»,—/?.)  ^ 


.   i:     I 


1  I 


!  A  A 
^i\\i  (a,  --/?,)  sin  iß  —  ß^y'-jj- 


ui  :u   .1  ,!'• 


t- 


") 


A  A 

—  sin  (a,  —  /?,)  sin  OT—  p,)  .  -^jr, 


(  I 


«in  (a  --r)  slo  (ri^r%y 
ain  (a,-^r/)  «"»  0'f-y>i.^^ 


I 


t  ■ 


i 

r 


i>  ". 


—  8in.(a,— yg>abi  (r  — ri).-^^; 

.  I   I 

4iDd  erbiAt  ans  dieseii  6k»icbnnge»,  weno  nftn  der  HUne  wegen 
Ä^csBin  («  —  /»)  sip  (/J.-r^,)  sin  («,'—/.)  ««»  (y  — /•). 

j!r=^9J«  («,^ft)«io  <<s-/»,^db  K^jr»)  »in  ir-ri), 

if=zi.ia  («.— y.)  sin  (y-^y.)  «i»  («»  —  /*»)  »in  (ß—ßi) 


^  ^ 


setzt,  ebne  alle  Scbwierigkeit; 


■'r 


:)M 


80 


..i.h 


1,3)' 


f.   '-li'»!  <  /• 


'It,  I 


Hat  man  dienVenliällanise  . 

mittelst  dieser  Formelo  gfefliq^eti,  so  ergeben,  sjch  dieVerbältilisse 

mrttelst  der  folgenden  unmittelbar  ajis  den  Gleicbaogen  7)  fliessM» 


den  F^niekrO  u"-  {, ;  -    •»»  :  '-  •-    ,,,  ; 


i.*: 


;  —  * )  .it>. 


AÄ. 


i  V 


\ sin  (gW)^i) .       sin  fg. .-- ^,)     ^,^     . 

aa:  "^  sin  (ß'^ßi)'  '  liJM^^-Kr^'^r  '•  - 

(  ^*    1    I    ,  ^  y"  («,  TT  ^»),  ^  ^^"  (^a  —  ^a)    ^»^ 
^"    1    '           '^ü(P^         sin  tf-/J,)  •  AA" 


\d£i—  sin  («  —  y,)    '   'MH  (A,^Yi)''A,A'  • 
JY^ift .  (>m-(,^w^y^)_  ,  .;8ia  ey;-n^,X,\  -i^C»} ,. 

V  \  ,    s»n  (yr-y,)     .    sin  (y  —  y»)  '   ^^^  * 


.1  f^  .11*1-) 


.  I 


Die  Terbältnisse 


AA'  '     AA'  ^    IfJ"^   "Z?" 


1'  ;  ■  '   ''i'»  '  IUI  .t-.i 

erhält  man  bierauf^  miltelät  der  iforgefi^Jen  ans  den '  Gleicbangen  6) 
sich  unmittelbar,  ergebende^  Pormelo: 


I     i 


\  \ 


iAjAt_^ ^QS  d  '-,     cos  tt,     ^1^     '     cos'/?      Jf^,   ' 

Jl^*   "~  ,     cos  iJi .     .  cos  ßi  '  AA[         cos  iJ,  '   AA^   ] 

sin«,     A^Ä         sin  /?      AÄ  ^ 


•  i  t  ^I  •    v"«     ;     { •• 


sm  « 

GOS 


sin  /Sj  '   wdl^ 

cos  y      ^i/,  1 
•  Trar  • 


\   A 


CüS    •   ,  ^       cos   Ct        AxAl       ,        «US   y'         ^i«  2  1 

COS  7^1  r"*  ios'y7'^^i<i*'  ^^  cos  y^  "   AW-  ij 
sin  «,     i#|^         sin  y      ^i#,    f 

sin  y,  '   wdl^ ' 


sin  a 


~  Tfr  -^T 


15)  < 

^4*  cos  /J,         cos  /J,  '   AA!  cos  /J,  '    ^^ 


\ 


1    V 


'll   HI-!   (,*;- 


-sm  « 


V   • 


^u^_j*_     '  -  sin  «a     ^a^  ''•■      Sih  ^':  "^Jt^x 
Av\       1  "■*     (=:  "^  5Hr^  "^  sin- /Ji  ;  '^A[\'T-M  ßk*'=^^*^i 

f\  r  —  vA^^'^^  }\  __  f^i  g'    ' ..  cos  g^; '  AjA^       -  cos  y.  ,^i#U  f 

,    V.         \   „^  r      -•     sin  w     .    .  sin  tu  ,  -i^*^  _.      si(»  y      4^a  \ 
,  \     .  sin  y«         sin  y,      ^^if  sin  y,      .^i«     i 

Zur  Berechnung  der  Winkel  9  und  ^  hat  man  nach  den  Glei- 
chungen 6)  die  folgenden  Ausdrücke:*  '^*c     •'•  *  -      •  ' 
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.  M      -' 


^    • 


l«) 


Sin  a  —  sin  a,  .     ;  ^ 

toog  yÄ = j^, 

-_.    Qos  a  -r  co^  «t  •  ■^'^- 


^-^ 


'taDg  ^  = 


sin  ee  —  sin  a,  .  o 


^    cos  ft  —  cos  «g  .  —ry 


oder 


«1— :• 


sin  a, 


^,^ 


tang  9)  =  taDg  a 


1  — 


16*) 


sm  a   *  jjjf 

cos  tt,      ^fi^' 

cos  a   '   u^-dT* 


\  sin  et  *  AJ' 

COS  a   *   jijf 


vM  «ar  BereehüUQg  der,  Verhältnisae 

A2r*  II 

hat  man  eadlich  die  folgendea  aus  den  Gleichung^o  0)  sich  erger 
benden  Formeln:  ' 


/  AAx         cos  a 
^^         cos  9 

sin   a 


cos  a,     ^,^ 


cos  ip 

sin  «1 
-..  ,  sin  9)         sin  9) 

]^^, cos  cg  cos  «3 

^^'        cos  V         cos  V 


sm  iK 


sin  a. 


sin  ^         sin  ^ 


AA' 

Ai£    , 
JA' 

At£ 
AA- 

AA[    • 


Mtii  muss  für  y>.jiiki  ^  diej^Digeo'  der  beide»,  swiscben  0  und  360®' 
liegeDden  Werthe  nehmen,  welche  nach  den  Formeln  16)  jeder  die- 
ser beiden  Winloel  4taben  kann ,  die  mittelst  der  Formeln  17)  fiir 
<lie  Verhältnisse 

AAi    AA^       : 

AA"     4^,      ;  ■         ^ 

positive  Werthe  liefern,  sb.djass  also  über  die  Art^  wie  man  die 
Winkel  9  upd  fp  zu  nehmen  hat,,  nie  eine  Unbestimmtheit  bleiben 

kann.  .  .    , 

Bezeichnen  wir  die'  Cobrdinaten  der  Punkte  ^,,  A^  und  A\ 
Ä\y  A\  in   dem  Systeme,   dessen  Anfang  A  ist,  respecdve  durch 

Xn  y, ;  Jr„  r,  und.  X',  r^  -X'„   f.  5  ^\.  l^'»;  so  ist  nach 

*)  und  1)  / 


TkeU  IIL 


Jt^  z=,AA^  .  cos  y,  y\  zizAAi  .  sin  9; 
X^==;.^£^,  .cos  V',   F^  =  ^^,  wsin  fp 


:^   r   t'  *  .  :att   T ' 


^r::-*  •# 


:=:-•••   -tf 


r**»  •*. 


i'i 


r 


^41  Foj 


i       taug  ^i  UB^  1/ 

l  —   cot  I  tang  ^ 

'  *    t       ^^tig.  Ii  taug  1^' 


Zur 
cklBgen 
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I  Beredmct  man  die  fliilCnriiikel  G,  O,  mitteltt  der  FornelD 

Ijvi        ^  sin  («-^i?)  sin  O^i— ^,)  sin  («,  — y,)  sin  (y  — y,)' 

tanir  0  ^»in  (•,— y,)  <in  (y  — yj  sin  K— ^a)  8'»  (ß  —  ßt). 
o      "        sin  («,  — /Jj)  ain  (/J  — /J»)  «in  («»  — y,)  sin  (y  —  yiV 

w  ist,  wie  min  leicht  findet, 

u#iy/  ^_^   sin  (g  — /?)  sin  (^|  — ß^)    •  1  —  tang  O  ' 
-A*/         «in  («»—/»,)  sin  (ß-'ß^)'  I  — tang  O,' 
tlso,  weil    • 

l^tang  0  =  tang  45o  ^  tang  «=.^^"  ^^^LT^'^^ 

1  -  tang  0,  =r  tang  45^  —  tang  0,  =i cos  8, 

ist: 

23)  £•:£_.   «in  («>-/?)  sin  (^,  -^/g,)  «in  (45<>  —  9)  cos  O^ 
^    -^^  '      Ski  (ä,  — /?i)  «in  (^  — /»,)  sin  (45»  —  O,)  eo«  S' 

Weil  BUB  MPch  11) 

^j^       «in  («,—/?,)  sin  (/J  —  /J,) .  ^;j5r.—  sin  (i  ^  /J)  «in  (/J.  n-  /»,) 

ii^  sin  («a  — /Ja)  sin  (/5  — /?,)  '^ 

ist,  80  ist  bach  23),  wie  man  leicht  findet: 

^ sin  (g— /?)  sin  (/g| ~/g^)      «in  (45*>— O)  cos  O,— sin  (45^—0,)  cos  9 

i/  ""  sin  («,—/?,)  sin  (^— /»,)  *  sin  (45»— 8,)  cos  O  » 

und  folglich,  weil 

sin  (45»  — 0)  cos  0,  —«in  (45»— 0.)  co«  0 

=  -co8  45»  sin  (0-0,)==--!l!Li£z:^ 

ist, 

tt)  ij^ss: 3iP  (ff  7-^)  sin  (ß,  ^p,)  sin  (8-  8,)       , 

'  ^?^  sio  («,  —  /?»)  sin  Iß'-ßg)  sin  (45*  — e,)  cos  e.V/ti' 

Arf  diese  Weise  kann  mtra  also  die  Verhältnisse 

IT'  "IF 

UoBs  mittelst  der  beiden  Hiilfswinkel  0  und  0.  berechnen,    da  im 

^pnthml  die  zuerst  gelehrte  Methode  die  Berechnung  der  drei 

fliilfiwinkel  J,  J,,  5,  erfordert 

Bemerken  wollen  wir  nun  endlich  noch,   das«,   wenn  an  den 

lenkten  A,  J^,  A^   die  sechs  180»   nicht  übersteigenden  Winkel 

^^A\,  A'AA'^',-  AA,A\,  AA,A\\  AA^A\,  AA^A'^^  und 
•    ^^  ^^^^  ^^  ^^^  Punkte  A'  die  zwei  180»   nicht  übersteigenden 

yiDJeel  AA'Ai',  AAA^  gemessen  worden  sind,  daraus  offenbar 
,  ^er  iei^t.  die  Winkel  hergeleitet  werden  können^  welche  in  A 
I    7  j^iiien  AA\  AA'^,  AA\  mit  der  Linie  AA\  in  A,  die  Linien 

^\^yA^A\i  AiA\  mit  einer  von  A^  aus  der  Linie  u^^'  parallel 

6« 
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and  nach  derselben  ^eite  hin  gezoig^üBu  Linie  ^io  ^  4te  Linien 
A^A\  A^A'rt  A^A\  mit  einer  von  ,^,  aus  der  Linie  AA'  paral* 
lel  und  nach  derselben  , Seite  hin  gezogenen  Linie  cittfchKeisen^ 
wobei  alle  diese  Winkel  von  der  Linie  AA\  und  den  derselhm 
von  A^  und  A^  aus  parallel  gezogenen  Linien  an  imni«r  nach  der- 
selben Seite  hin.  von  0  bia  360®  irezäblt  werden^  llat  man  aber 
diese  letztern  Winkel,  so  kann  man  die  gegenseitige  Lage  der 
sechs  Punkte  A^  A^,  ^^  und  A\  A'jj  A\  ganz  nacb  den  im  Vor- 
hergehenden ^enitnck^ltcn  Purmein  Jtestimmen.  Die  Linie  AA'  ist 
dann  der  positive  Tfaetl  der  Abäci^senaxe  de^  cum  Grunde  liegen- 
den rechtwinkligen  Coordinatensystems;  und  der  positive  Tbeil  der 
Ordinatenaxe.  wird  immer  nach  der  im  Ob.igen  in  dieser  Beziehung 
gegebenen  Bestimmnog  geoamiDep.  .    ^        ,  \ 

Die  vorhergehende  analytische  Auflösung  des  wichtigen*  und  in- 
teressanten Lambert^scl/eo  Problems  .  scheint  mir'  vor  der  gewöhn- 
lichen, z.  B.  lei  Meier  flirsch  a.  a.  O.  sich  ^findenden  analyti- 
schen Auflösung  vorzüglich  deshalb  wesentliche  Vorzüge  zu  bab^n» 
weil  letztere  eioe  stete  Berücksichtigung  der  Figur,  oder  vielmehr 
des  durch  'dieselbe  dargestellten  speeielfen  Piall&  erfordert,  welches 
bei  der  ersterea  gar  nicht  nothw^^ndig  ist^  indem  dieselbe^  mittelst 
der  im  Obigep  entwickelten  Formeln  ohne  alle  weitere  Berücksich- 
tigung der  Figur,  allein  auf  dem  Wege  der  Rechjuiog^  g^B^  sicher 
zum  Zweck  führt,  insofern  nur  erst,  wie  sich  von  selbst  versteht, 
die  slimmtliohen  firössen^  welche  als  gegeben  betrachtet  werden^ 
gehörig  und  ebne  alle  Zweideutigkeit  bestimmt  sind.    •     ::- 


■  i  'i 


'     (. 


V 
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XIV. 

üeber  die  abgeleiteten  Vi^reclte  ^  wdche  vom 

je  vier  merli würdigen  Pujaktea  des  geradUpi- 
geo-  Viereckes  gebildet  werden. 

*    Von    . 

.,';.•  •    ■•  ^*'.  •     .1.      .-:'•  '.,.1 

'Berrn  Professor  C  A.  Öretschaeidei*  '   '    •" 

.\xk  Gotha«  ;    ,  " 


I       .  V' 


<      J 


*  * 


•     ; 


.»;  \ 


;/ 


So  wie  das  geradlinige  Dreieck' In  den  Mittelpunkten  4es  eh<» 
uitd  umc^eschriebenen  Kreises  und  i«  den  Durbbscbnittspunkten  der 
drei   Schwerlinieo    und    der    dra   Höhenperpendikel   ^rkwürdige 


.1 


85.  ■ 

t 

\ 

Piiiikle  Aurbietet,  so  lasMD  sich  soklie  aack  bei  dem'  g^radliDigen 
Vierecke  aoflQndeD;  Dur  mit  dem  DDterachiede»  dasa  das  leistete 
immer  vier  Punkte  einer  und  derselben  Gattung  darbietet,  welche 
zusammen  ein  abgeleitete^  Viereck  iiilden.  das  dem  IVvicreck 
auf  bestimmte  Weise  verwandt  ist.  In  dem  Folgenden  sollen  einige 
dieser  abgeleiteten  Vierecke  näber  untersucht  werden ,  wpbei  ich, 
■ich  genau  derselben  Bezeichnung  bedienen  will,  welche  ich  in 
■einer  Abhandlung  ,,über  die  trigoi^innetrischeii  Relationen  des  ge* 
radlinigen  Viereckes''  (Arch.  Tbl.  11^  Heft  3.  S.  225)  gebraucht  habe. 
Da  wo  ich  Formeln  aus  dieier  Abhandlnng  citiren  muss,  soll  dies 
der  Kurse  halber  immer  durch  daa  Wort  ^^elationea^  geschehen. 


Ich  betrete  zaerst  das  Viereck,  welches  von  den  Hit- 
telpunkfeh d^r.  den  Hauptdreiecken  TiT^T^T^  umge- 
schri  ebenen  Kreise  gebildet  wii'd(Taf.L  Fig.  11.),  und  nenne  diese 
Mittelpunkte  mi£  den  Zeigeroi  der  Kiig^örigen  .Dreiecke  1,  2,  3,  4. 
Es  leuchtet  sofort  ein,  dass  im  Vierecke  1234  der  Winkel 


L  314^=^180^  —  («*)  ^  253z=  ^    ' 

X^24  =  180»  — («,ÄJ  4264  =  180»  — Äl 

L  132  =  1800— («Ä.)  £274=r 
L  142  =  180»  —  (a,d)  u.  8.  w. 


1 


sein  muss.  Hiernach  verwandeln  sich  die  Winkelgrössen ,  welche 
im  Unrierecke  dnrcb  ifftp'tp^  bezeichnet  worden,  sind ,  für  das  abge- 
leitete Viereck  in  <|ie- Werthe  300»  —  V',  —  i^'  und  —^"4  <*•  ^• 
wenn  in  dem  Crvier^cke  die  Hunptecke  Y^  ausserhalb  des  um  ABD 
beschriebenen  Kreises  liegt,  was  imme» -als  Normalfall  angenom- 
men worden  ist;  so  liegt  im  abgeleiteten  Vierecke  1234  die,  C 
entsprechende  Hauptecke  1  innerhalb  des  um  die  drei  anderen 
HsQptecken  234  bescbrtebenen  Kreises. 

Man    erhält   ferner;  fär  die  Seiten  des  abgeleiteten   Viereckea^ 
g[8Dz  leicht  dic^Wertbc: 


(13)äs3a,  =1«  (cot  (Ä,<?)  — cot  (^c,)  ) 
(24)=;a  ±=4«,(cot<Äc)  —  cot(^,Ä)) 
(14)=  b,  —\ff  ^cot,  (Äir)^pot  {««?,)  )' 
^  (23)1=  b,—  i*.  (cot  (ar)  —cot  (»icj) 
;  (34)=ÄCi  =ic^  (cot  (*R^,)  +  cat  {«j2)  )' 
(12)t=^  C   =:4^i  (cot  (»^)  ^-cot  («,Ä^)); 

Ifon  ist  nach  „Relat.  Nr.  50.<' 

sin  (bc^  —b^c) 
sin  ('^i)  'sin  {b^cY 

sinV' 


2, 


cot  (^,c)  —  cot  (^C|) 


sin  (^i)  sio  {k\C) 


bbiCCj 
bb\ccx 


S9 

Macht  man  ähnHclie  Verwand limgen  für  die  übrigen  Avs4ra«k^  in 
Mr.  t,  and  führt  zur  Abkfirtuog  die  CoDsta^te 

;v7^^^^=?=*   •   -(3) 

ein,  80  erhttlt  man  für  die  Seiten  des  abgeleiteten  Viereckes: 


•=*-Kits  '^^'■v?^.  '=*'-vm 

.,=*.V^  »,=«j/|j|;  ..-^v^ 


4. 


\T.  :  7;T,=b*:  6,Ä^  J 


und  bieraua  sogleich; 

Ml  =B ^»  •  ##,     T,  T,  :  7\7\  =<us  :  «^«i^ 

cc,  =*».Wi    r. 

Man  beseichne  ferner  die  Flächenränme,  welche  im  Unrierecke  durch 
die  BuchstabeB  jFF'P'  T.T.T^T^  E  augedeetel  worden  sind 
(Relat.  Nr.  14,,  18.»  50.  und  69.),  für  das  ah|^itete  Viereck  durch 
die  entsprechenden  deutschen  Buchstaben  S^T  SiSs^sS«  ^  '^^ 
@i  so  ist: 


Demuach  stehen  samsilliche  Flächeuräusie  des  Dr-  und 
abgeleiteten  Viereckes  in  coestaate«  Verhältnisse  und 
der  fixpoueut  des  letsteren  ist  die  Grösse  Js^.  Ea  Meibt 
BUB  Boch  ubrtg  diejenigeu  Grosses  su  unteisuckeB»  welcke  des 
^\^%^t  ^T  des  ünriereckes  entsprechen  und  die  wir  fiir  des  abge- 
leitete durch  t|t,b,  ^xßxTx  beieichnen  wettee.  M  beaMrke,  dass 
Bach  ,»ltelat.  Nr.  82.'^  felgeade  Glekhuagta  beatekee: 

/*#^/J'=«»T^»T^».|^^«T;»r,»+2^,I\T;T,T^eee^ 

Werden  daher  ib  die  GlekhuBgeB 

b,»  =  b»-|-b.»  — »br  «■«  ^ 
t,»  =  c» -♦.€,» —2cc,  ces  C 

&,*=a»-^at*  — ^a,  ces  ^ 

4K  «dbrderlicheB  WeHhe  ai».  Hr.  4.  geaetit,  uud  aas 

mn€  «ahstiiairt,  se  fiadet  «aa: 
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« 

;«;»b,  3r5  4*«a  JiT   Qier  A*E^,  :a:4«  Jg'  ) 

V 

Eben  so  findet  man  ans  den  Gleichungen: 

g»g'*a,'  =  c»S:,»S,»  +  c,»2:.»2:^»+2cc,£.£.S,£,  cos  c 
Q.  8.  w.  die  d%n  vorigen  ganz  enfsprechenden  Wertbe: 

Es  ffelien   daher   die.  ^ugeerdneten   Seiten   des    Urvier- 
in    die   doppelten   Verhindungslinied    der   Mittel- 


Kis  ffe 

ecMs 
pant 


e  je  zweier  Gegenseiten  d-e«  abgeleiteten  Vier- 
eckes übet,  and  eben  so  gehen*  die  doppelten  Verbin- 
dangslinien  der  Mittelpunkte  je  zweier  Gegenseiten  des 
Qr.Yief eckes  in  ^i%  zugeordneten  Sejiten  des  abgeleitet 
ten' VIerecJfLes  tiber^    Die  Verbindung  von  Nn  8.  jind  9.  gieht: 

j^,/5f,  =  >p .  rf,/?,  [^p  •  rf^b. = 2FP' .  ßß,  1  lo; 

^  ^.n^A^.s^,  A^  .s,t,=2FF^  .rrt) 

wodurch  die  In  Nr.  6;  gefundenen  Relationen  eine  neue  Crweite- 
niDg  erbalten. ,  Die  eben  erwähnte  Beziehung  zwischen  den  zuge- 
ordneten Seiten  und  den  Mittellinien  beider  Vierecke  gilt  unmittel- 
bar auch  von  den  Winkeln,  die  diese  Linien  unter  sich  bilden. 
Nach  ,3cla^*  Nr.  83.'^  hat  'mian  die  Gleichungen : 

aß  cos  («/?)  = ^f^pp' 

tty  ctta  («y)=        '    Ip^t^^-  ' — ^/  11- 

ßy  cos  m==     '  :^e/F"^'   ' 

ond  nach  „Rcfat.  Nr.  8:'*  «,»— »^uf'^s^^^rf,  cos'(<y3,)  u.  s.  w.  Be- 
leichBen  nun  («,/?,)  (ßiY\)  ißxYx)  «od  (b,,)  (b,,)  (b,,)  dieselben 
Winkel^rössen  im  abgeleiti^en  Viereck,  welche  [nß^  {ß\%)  u*  s.  w. 
in  ürviereck  andeuten,  so  findet  man  i4sbald: 

<;os  (b|,)  =  +  eos  (a/?),  cos  (a,/?i)  =  +  cos  (Ji»)y 

cos  (b,^,)  =  —  eos  {«;'),   oos  (a,yj)  =  —  cos  (<^, ,)>  \% 

cos  (b,,)=  —  cos  {ßY)y   CO»  {/?iy,)  =  —  cos  (J,,)/ 

woraus,  da,k(feine  4i^er  Winkelgrössen .  180®  übersteigen  kann,  die 
Gleichungen . 

(t>,.)=  180»  -  {ßY\  (ß,Yi)  =  180»  -  ((T, .)! 


Macbt  man  äbnliclie  V«rwBntllnng:«D  für   die   iibrigeD  Ausüri; 
Nr.  2.  and  fuhrt  zur  Ahk6rziiDa;  die  CoDStaDte 


.(3) 


so  erhSlt  man  für  die  Seileo  de«  Bbgeleit«t«D  ViereckM^ 

•■=*"V^  k,=«l/^  c-^-l/Si 


»bg 
der 

DUD 
(T.l), 

leite: 


r 
1 


:.£ 


•  1 .1 


'S.    *t    • 


sehen 
)  ist : 

igeschlos- 

ot(«Ä.)l 
a  Wege  findet 
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folgen,  so  dass  bidVDach  die  zareordkiMeiii  Wivlcel  des  einen 
Viereckes  die  Winkel  der  Ali  ttellioj^n/dea.  an  deren  Vier- 
eckes geben.  ^ 

So  wie  ans  dem  Urvierecke  das  Viereck  ldS4  abgeleitet  -wurde; 
'80  kann  man  aus  letzterem  wieder  ein  ^weites  Viereck  erhalten, 
aus  diesem  ein  drittes,  und  sofort,  indem  man  immerfort  die  Mittel- 
punkte der  je  drei  Hauptecken  umgeschriebeneii  Kreise  nimmt.  -  Be- 
zeichnet man  in  dem  Vierecke  zweiten  Ranges  dte  einzelnen  Liäien 
und  Flächen  mit  denselben  deutsciheU' Buc|i$.t^ei|,  welclie  fiir.da^ 
Viereck  1234  gebraucht  worden  sind,  setzt  ihnen  jedoch  zur  Unter- 
scheidung eine  (2)  über,  so  ist,  da  di<^  Constante 

wird^  also  für  alle  abgeleiteten  Vierecke  linteränderlich  ist, 

-*  .  "  * 

d.  'h.  die  Seiten  des  abgeleiteteta  zi^eiten  Viei^keä  sittd  denen  deä 
Urviereckes '  gleich  proportioniit.  Da  nun  zlij^leich  'techf  ^ie  Win- 
kel'der  ersteren.den  Winkeln^ (i^s  letzteren 'Wied^r^le^cl^  sind,  so 
folgt:  dass  alle  abgeleiteten  yiereckip  von  ge^ade^n  In- 
^dex  einander  und^demTIrvt^recke  ähnlrcbr  s^rnd^  und  däss 
die  boitiologen  Seiten- upd'P.läc^eu  g[^  .z^eiei^\t}|im itteN 
bar  anf  einander. folgender  si^cB  beziehungTswei^e  yrie 
die  Constanten  Xr*  und  A:*  verbalten.  ;  *   '  ' 

GeLt  man  vom  zweiten  abgeleixeten  vViereck' zum  dritten  über, 
so  findet  man  ganz  auf  fj^leicbe  Weise,  dass  die  Seiten  des  letzte- 
ren denen  des  ersten  Vierecks'  gleich  prouortiobirt  sind;  tün^  da 
überdiess  beide  Figuren  dieselben  Winket  haben,  ^äo  sind  auch 
alle  abgeleiteten  Vierecke  li^bn  uj^geradfir  Indexzahl 
einander  ähnlich  und  die  homologen  Selten  und  Flächen 
j^e  zweier  unmittelbar  auf  einfand  er  folgenden  verhalten 
äich  respective  wie  -die  Constanten. ^^iHid  ip^. 

Was  endlieh  die  Halbmesser  der  den  Dreiecken  T,  T^T,  T« 
umgeschriebenesi  Kreise  anlangte  4lie  in  ^nts^r^chender  Weise  mit 
H^R^R^ii^  bezeichnet  werden  möffen,  90'  ist  es  leicht  allerhand 
ftelationen  zwiscben  ihnen  \und  djen^^stand$hej|en  >4es  Ur,fi^ecke3 
herzuleiten.    Man  erhält  z.  B,;  ,  .  ^    /  ^    .    ,  ,- 

'  R^R^-'R^R^ sio  A    R^R^^RjRt  __  sin  C         /tA\' 

R.R^^R^R,  ~  SFB'  R,R,—R^R^  ^^  sin  J  '  ' ••^*^'  •  ' 
oder         .       "•  .     i^    r       ..   V  ,  ,    .    .    ^ 


R^'-^Ri' 


Rd^Ri 


•■^1    f-. 


^^  sscotiv^  eotHB-  Cy,  5**$*  =:cW  W*  cot  ^iB^€>)}  1». 

§ä±5-'  =  «»tTV  c«i^  C!-A  »**# = c<^W  cot  4(ie!4-^) 

indessen  bieten  sie  keinep  Ausdruck  dar,   der  sich  jliesonders  aus- 
zeichnete^ und. so  mögen  sie  für  jetzt  übergang'en  werden. 


89 


leb  betrachte  zweitens  dnä  Viereck,  welcbes  too  den  Durch- 
scbnittspunkten  der  Perpendikel  gebildet  wird,  die  man 
aus  den  Mittelpunkten  der' Tierecksseiten  auf  ihre  Ge* 
genseiten  fallt.  Nimmt  man  zuerst  die  vier  Perpendikel  in  denk 
einfachen  Yierecke  ^^^/l^ 'ersteig  Fonp  (Taf.  I.  Fig.  12.)  und  nennt 
deren 'Durchschnittspunkte  1,  %  3,  4,  5;  0,  so  bilden  die  letatereb 
ein  vollständiges  Tfereck ,  dessen  Winkel  genau  dieselben  Werthe 
haben,  welche  in  Nr.  1.  fiir  die  Winkel  des  in  1.  betrachteten  yiei^ 
eckes  gefunden  wurden.^ 
'     Ferner  iat,  wenn  man  die  ifiUfiiliiiie;i  JPJ?;r$  CUST^s^Ci  und 

JS2==i«,  co<(ÄjC,);Ä=ia,  cot  (&?);,    '    .    ; 

€n=ia  tot  (dci),      G9=zia  cot  (d^c) 
JOrii^iÄ  Ci^t  («cj,    Hiz=^id  cot  (a^c) 
Dies  gieht  ßir.  die  Seiten  des  abgeleiteten  Viereckes:' 

(a4)=Ä4if^(«bt  (^,€J,)-*-cot  {de)  )  r 
|13)2s|a  (cöt.f^ca/)  -*-cot(*,c))  , 
[»)  ät±4  ^*:,  (cot  {a,ei)^cot  {ac)  } 
{\A)esi\S  {cot ^iaci)   -r^coi  ^gC))   : 
und  für  dessen  Diagonalen  die  ^erthe:i 

(12)  Ä  ^c,(cot  {aß\  -Fcot  (äj^,)) 
(84)=4'£?  (cot  (#^,)+«ot  (0,6)  )-•  '  '  ^ 

Die  beiden  letzten  Gleichungen  zeigen,  dass  die  von  deih  Mttti^- 


I 


udurchgehen  und  daher  eine  Diagonale 
teren  bilden  muss.    Eft  bilden  dahei*  die  s>e*chs  Perpendikel, 
welche  von  den  MitteJpankten  der  «echii  $)eiten:4learV]Qi|J|- 
ständigen  Urviereckea  «uf.die  G^genteiteB  gefälH'W«^' 
den,  wiederum   ein  einziges  abgeleitet^ea   Vierte  ip  iiait 
sechs  Reiten. 

Zweitens  aber  ergi^bt  sich  au^  der  Vei^leichung  der  vorsteben»- 
den  Ausdrücke  mit  denen  in  'Nr.  2.  gefundenen,  dass  die  Seiten 
des  hier  betrachtetdn  abgeleiteten'Viereckes  den  leiten  des  in  §.  I. 
untersuchten  vollständig  und  in  gleicher  AufeJoanderfolffe  gleich 
sind.  Demnach  ist^das  hier  .betrachtete  Viereck  dem  des 
§,  I.  congrnent,  |ind  j«  zw^i  bomolnge, Seiten  beider  Fi- 
guren siqd  eintander  parallel;  ein  Satz  der  sich  auch  sehr 
leicht  auf  sjntbetisf^he^  W^g^  beweiiieQ \l^s|i.  .Auch  ist  auf  der 
Stelle  klar,  dass  die  Gerade,  weldhelrlgend  zwei  homo- 
log^e  Ecken  beiifer  Viereck^  verbindet^  durch  den  ge- 
meinschaftlichen Dnrchschnittspnffl^t  -ddr  drei  Mittel* 
linien  i^i^ä^  dei  Urviereckes  hindurchgehen,  und  von 
demselben  halbirt  i^ejt.den  mns«.      r^---. 

Ist  daa  Urviereck  ein  Sehnenviere^kr  s^^^ci^^o^^l^  ^^^^  ^^ 


«8 

abgeleitete  Viereck  des  f.  I.  in  eipeo  Pmikty  näailicb  den  Mittel- 
punkt des  omgeschriebeDeo  Kreises.  Daraas  folgt  dann  sogleich 
^der  interessabte  Satz^:  ^dass  io  jeden  Sebni^o Vierecke  die 
secbs  Perpendikel  aus  den  Hittelpsnkten  deTr  sechs  Sei- 
ten auf  ibre  Gegenseiten  sich  in  einem  und  demselben 
Punkte  schneiden,  welcher  mit  dem  Centrnn  des  omffe- 
schriebenen  Kreises  und  dem  Dorcbschnittspunkte  der 
drei  Mittellinien  des  Viereckes  in  einer  und  derselben 
Geraden  liegt,  die  von  dea  letzteren  Punkte  genau  hal- 
birt  vijrd. 

III.  • 

Ein  drittes  Viereck,  .weMea  ndt  de«  bereite  nntersttebten  eng 
zusammenhängt,  entsteht  durch  die  Durchsehnitts|MiBkte  der 
Höbenperaendikel  in  jedem  djBr  vier  flauptdreiecke 
TjT.T.T;,  (Tat.  I.  Flg.  13.)  Zieht  man  die  Gerade  ÜCI  ||  AD, 
so  wird  JTS  =  CT  — .  M-l- a,  iin  ^  =r  ^eet  (^, <;)  — tcot  (^€?,)) 
-1-01  sin  A.  Dies  giebt  durch  SubstitutiQU  aus  Niu  2.  die  Glei- 
chung A3  =  2a,  -h  «,  sin  A,  mitbin  (13)»  =  (JSl3)»  +  «,  *  cos  ^A. 
Macht  man  für  die  fibrigen  Seiten  des  neuen  Viereckes  ähnliche 
Entwickelungen,  so  ergiebt  sich: 

(2^)»=5Ä»  -|^4a»   —'4a*   un  A 

(13)»  =  «.»-|-4a.»-4-4ai«,  sb  A^ 

(21)'=:«»  +4b»   —4b  b    m  b\ 

(14)»«*.»+4b.»4-4b,Äi  sin  äM^* 

(12)»  =  c»   4-4c»    — 4t^    fMk   c\ 

(34)»  ===<?,» -I-.4C,»  H- 4c,  €?,   sin   C/ 

Diese  AusdriicKB  lassevi  aber  noch  eine  b^merkenswerthe  Umfor- 
mung zu.    Es  ist  nämlich  nach  „Relat  Nr.  d5/' 

«»T;T,  — «,»T,T^=:i?^j&»(  17. 

c»r,T,-r<?,*T,7!.=-r  is;»} 

nud  mit  Hftife  dieser  Gleiebvngen  und  der  Ausdrücke  Nr.  4.  ver- 
wandeln sich  di(i  in'  Nr.  10.  zusammengestellten  Wertfacf  der  einael- 
nen  Vierecksseiten  in  nachfolgende: 

<24)»s;a»    .2i^:y^-.«» 


18. 
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Mittelst  dieser,  in  der  That  sehr  einfachen,  Ausdrucke  kam  dud 
jeder  andere  au  dem  neueD  Vierecke- gehörige  Werth  leicht  gefiin- 
den  werden.  Nennt  nan  z.  B.  die  doppelten  VerbindnagsliDien  der 
Mittelannkte  der  Seiten  (24)  «ad  (l^h  f«iier  (2S)  und  (14)  und 
eBdlich  (12)  und  (34)  beaiehnngsweise  t^i^t^^  so  ist,  weil  stets 

(0«— a,0,)  sin  ^=(b^  —  b,^,)  sin  B^=z(te — c,€?|)  sin  ^=-t" 
lein  ninaS) 

^,»=4(l  +  2**)  23F«'-'.'==^'i'+55iP=^  -  -S" 


V  =  4(l 


^')  ^/^-'.--'.'^l?^  -  ^'>  W- 


Fr' 


E^y* 


hE* 


Bezeichnet  man  ferner  die  zn  ^^Z,^«  gehörigen  charakteristischen 
Wbkel  des  neuen  Viereckes  heziebinigsweise  mit  A^B'C*^  so  ist: 

*,»  — ^»=4(24)  (Ü)  cot  >^4(l-i-4^»)  oa,  cos  A\ 

^,»  — r,»=4(23)  (14)  cos  Ä'  =  4(l+4it»)  bb,   cos  Ä>  20. 

^, »  —  ^»  =  4(12)  (34)  cos  6^  :=::  4(1 4-  4ifc»)  ec^    cos  6?) 

Für  die  von  je  zwei  Saiten  des  abgeleiteten  Viereckes  eingeschlos- 
senen VFinkel  ergeben  «ich  die  VFerthe: 

t(24)  (23)  cos  (324)  =-^ 4T.  {cot  (ab)    4-2(1+2^')  cot {a^b,)\ 

2(14)  (13)  cos  (314)  =—  47,  {cot  («,  J|)+2(l+2^*)  cot  (i9^)| 

2(i4)  (14)  cos  (241)  =-^  47,  {cot  (ii4.) +2(1+2^*)  cot  (0,^)} 

I     2(23)(13)cos(231)  =  — 4T«icDt(0.«)  -h2(l+2Xr*)cot(a^.){ 

Auf  einem   anderen   allerdings  zienlich  weitläufigen  VFege  findet 
■SD  auch: 
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woraus  sich  ziemlich  eiDfache  Formeln  für  die  FlächeDinhalle  der 
vier  Hauptdreiecke  des  Viereckes  1234  ahleiteD  lassen.  Es  hat  in- 
dessen kein  grosses  Interesse,  diese  Untersuchung  weiter  fortzu- 
setzen, und  ich  beschränke  mich  daher  darauf,  noch  zu  erwähnen, 
dass  wenn  das  Urviereck  ein  Sehnenviereck  wird,  alsdann  nach 
Nr.  10.  und  21.  auch 

(24)  =  flf      (23)  =  ^      (12)=:c 

(13)=«.     (14)=^.     (34)=:c. 


0» 

werden  muss«  Constr^irt  man  daLer  iA  einem  Sehnenvier» 
ecke  die  Dnrchschiiittsplinkte  der  fffthenperpendikel  in 
den  Tier  Hanptdreiecl^en,  ^o  bilden  diese  die  B^ken 
eines  den  ÜTüierecke.  congruent^n  Viereckes«,  Wollte  man 
Docli  weitet  gehen  ^9pd.  auch  noch  die  gegenaeitige  t^ige  der  glei- 
chen Seiten  erörtern,  sq  müsste  man  in, dem  aUgemeinea  Vierecke 
1234  die*  VerhiodiMigsliDien  jedes. EckpuAkte^  des  letzteren  mit  def 
entsprechenden  Bcke  des  Ur? iereckes  suctien*  Man  erhäU;  /lir  dies^ 
Geraden  sehr  elegante  VTerthe,  wie  z.  B.  *         >:>.•.. 

and  findet  dadurch,  dass  im  Sehnenvierecke  und  dem  4na 
ihm  abgeleiteten  Vierecke  die  homologen  Sleiten  auch 
Doch  parallel  sind;  so  dass  also  die  Ecken  des  einen 
Ton  beiden  Vierecken  immer  auch  die  durchs cfi'bilfts- 
punkte  der  Höhenperpendikel  in  den  vier  Hanptdrei- 
ecken  des  anderen  sind*). 


ii 


Ueber  die  perspectiVischen  Lagen  eines  Strah- 
lenbüsehels  auf  einer  projeetivisehen  Geraden. 

Von 
Herrn  A.  Gapel 


1.    Wenn  ein  Strahlenhüscfiel  aj  6^  tj  d  von  eider  beliehitfeil 
Geraden  geschnitten  wird,  so  fipdet  -bekanntlich  zwischen  den  Ab- 


*)  Von  den  hier  erörterten  Sätzen ,  insofern  sie  sich  auf  ein  Viereck  1)'e- 
ziehen,  das  kein  SelmenTiifreek  4st,.  möchte  wohl  kein  einziger  bekannt 
sein.  Die  durch  specielle  A^i^wendyng ,  auf  das  Sehnenyier^ek  daraus 
abp;eleiteten  Theoreme  sinA  bereits  bekannt,  und  finden  sieb  iura  Tbeil 
bei  Puissant  und  in  Crelle's  Joiümal,  ton  wo  aus  sie  in  die  Anhänge 
zur  deutschen  Uebersetzung  der  Tan  Swinden'scben  Geometrie  überge- 
gangen sind.  Eine  yolis^nafge  Zusammenstellung  aller  dieser  Sätze 
über  des  Sebnenviereck,  mit  eleganten^ synthetischen  Beweisen,  enthält 
Kansas' Lebiboch  der  GiNMeitrie.  ='  *  .>u    .p.  . 
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ttändeo  der  bezieUicheii  DarchscbBittmuilclt  O,  b»  t,  b  dasselbe 
DoppeWerhältDiss  statt,  wie  zwischen  des  Sinns  der  entsprechen- 
den Winkel  des  Strahlenbiscbels,  nSalich 

ob^    ob         sin  a&    tin  md 
bc  '  K        %\Sk  be'  M  de 

üoigekebrt,  findet  zwischen  den  rier  Ptokten  a,  b>  c,  b  einer 

Cemden  und  zwischen  irier  Strahlen  eines  Strahlen btisebels  «ry  ^, 

Cy  d  eint  Ciletehbeit  der  ohis^en  Doppelverhältnisse  statt «  so  kann 
'man  das  ätrahlenhdschel  unf  die  Gerade  se  le^en,  dasd  die  Punkte 

a,  b,  c,  b  anf  den  entsprechenden  Strahlen  liegen ,  «L  k.  dann  beMe 
Gebilde  steh  ha  perspecHvigcher  Lage  befinden. 

Da  nun 

.  bc  •  tc       «>  •  c»      '  ^a  '  ba        cb  %b  * 

ist^  so  kani  jedes,  dieser  DbppelTerhältnisse  dem  obigen  Verhält- 
nisse zwischen  den  Sinns  gleich  gesetzt  werden,  und  es  ergiebt 
sieb  dann»  dass  die  Pqnkte 


a,  b,  c,  b 


nicht  nur  deip  Strahlen 


sondern  auch  denen 


1)  0f  6y  c^  d 

2)  dj  4h  d,  c  • 

3)  c,  d^  a^  b 

4)  dy  Cf  6y  a 

entsprechend  gedacht  und  mitbiii  auch  beide  Gebilde  auf  diese  vier- 
fache Art  in  perspectiviscbe  Lage  gebracht  werden  können. 

Sind  überdies  die  Strahlen   des  Büschels  und  daher  auch  die 

unkte  der  Geraden  harjnoniscli»  d.  Ti.  is^  tt :  -rr :*=  l:     .  ' 


Punkte 

80  hat  man  auch  noch 


ob    ob       I 

bc*  bc=f  *  — 


ttb,ab,^bä,b£,^_'^.cb  bc,ba 

^c  •  bc  ~  ttE  •  <b  "^  ba  *  to        ch  *  ab' 

Vergleicht  man  diejie  vier  Dopuelverhältnisse^  wieder  mit  dem  der 
Sin^;  so  findet  sichi  das§  ^e  Fynkte 

«,  b,  t,  & 

auch  den  Strahlen 

*>        I'  ^  ■  .*''  *' 

^)  0y  dy  tr^.Äf  '■  .' 

6)  V,  ^y  bp  c 
*   *    1)  Ci  bj  my  d  ' 

'      :       .  8)  i,  c,  df  ^ 

entsprechend  genommen  werden  köuMQ  und  dam  alflo  in  ^si  be- 


es 

,    Hadern  Falle  von  hHrmantscfaflD'GebiMca  eioe  «cktfacb«  ^rapMti- 

'    liicfac  LiS^e  nöglicb  wird. 

iDBofern  aber  bei  einer  jeilen  der  BBgrefiibrten  CoMbiDstioDeii 
der  Hittelpnnkt  dea  Strahleabiischela  «nwobl  dieiteito  *)■  (■▼■■•• 
Iriacb)  jenneita  der  Geridea  livgeu  ksoii,  so  wird  sieb  die  Ansalil 
der  mögücfaea' Lb^d   verdoppeln   und   im   Allgemeioen   8,   aber  in 

'   l'ilk  «a»  hamoDMcben  Gebilden  IS  aein.    Bekeicbaet  aan  di«  *er- 

'  M^iedeaen  Oerter  des  Mittelpunkts  des  penpecdviacbaa  S^raUeBT 
Usebels,  di«  eiHvhBlIi  der  GerwlCB  befindlieb  sind,  de«  au^Mtell- 
tu  8ch«>ia  gsnräB-   mit  ],  2,  3,  4,  (5,  6,  7,  8),   und   die  entqv^ 

,  cbenden  anterhalb  der.  Geraden  mit  1',  2'.  3',  4',  (5',  &,  T,,  W) ,.  n 
Irbrt  der  Anblick  jenen  Scbemas  aogleicb,  welcher  Winkel  des 
Strtblevbiischels  auf  irg;end  einem  Abschnitte   der  gegebenen  Gera- 


Im  bei  ir^nd  einer  der  iienrpecttviacben  L 
jtebt  auf  M  bei  der  Lage  1)  der  Winkel  ac, 
der  Winkel  atf,  d.  h.  der  Nebenwinkel  jenes 
diesen  Falle  xwischeu  den  Stnihlen  a  und 
während   im   ersten  Falle   der  Strufal  6  dnzwi 

Eilt  für  die  Lage  Z"],  nur  diias  hier  der  Wii 
ertden  und  dessbalb  der  Winkel  ac  oberha 
steht. 

i.  Denkt  man  ücb  nqn  die  Gerade  in 
iD  darf  offenbar  nnr  einer  jener  'Vliitelpunkt 
ben  «ein,  und  es  wird  dadurch  auch  das  Stra 
lachst  auch  alle  übrigen  Mittelfiunkte  beatimi) 
gefragt  werden,  in  welcher  Beziehung  diesi 
punkte  zn  einander  stehen,  und  wie  aus  einei 
Eea  durch  eine  einfache  Coustruction  zu  find« 
tnCvickelung  der  Abhängigkeit  u.  s 
gei^Bwärtige  AD&andlUDg  soll   diese  Frage  beauiwunen. 

3,  Es  werde  fürs  erste  .ein  beliebiges  Strahle nbtischel  be- 
trachtet. Der  Anblick  dea  Schemas  zeigt  ohne  weiteres,  dagg  io 
len  Mittelpunkten  1  und  2  der  Winkel  a6  auf  ab  steht,  t^ölglich 
iegen  die  Punkte  a,  b,  l,  2  in  eiwem  Kreise.  Dasselbe  'gilt  tob 
len  Pankten  c,  b,  I,  2,  weil  dem  Schema  zufolge  in  den  IHittel- 
punkten  1  nnd  2  der  Winkel  cd  auf  c^  steht  Zieht  man  die  ge- 
■eiiBcfaatiliche  8ebn«  t2  dieser  beides  Kreise  (Taf.  II.  Pig.  l.;)l>ls 
a  ihren  Dut-chschnittspunVe  f  aiit  der  Geraden  ot|  ao  itt  die 
Potenz  des  ersten  Kreises  io  Bezug  sof  f: 

fl,f2=fa  .■!*;.      . 
und  die  dea  xweiini  Mrehast 

,  fl.f«=ft.fli; 

Wglieb 

fo.fb="ft.f>.  ■     . 

Atr  Pmkt  f  ako,  n  weldMu  die  Garade  12  Ae  fitnda  <*  tAntä^ 
H  ist  wir  do*ch  dia  Puakte  a,  h,  c,  b  beatiMmt  wmL  üBahhaagif 
TM  den  Winkela  '4cs  StrafaleabÜBohsls.  ' 

Elan  so  NeRandki  PMskt  t,  b,  Z,  4  nd  «^  b,  Jt,  4  in  Kreisaa, 
•uen  genkiaufaftlidie  Sehna  M  die  Gerade  ab  io  einen  Punkt« 
)  Kwidev  wiri,  fir  wolshen         . 


.....  fS.f'4=f<i.fb, 
f3.r4=:fc.f6; 


iat,  und  dev  dafcer  mit  dem  Punkte  f  zuMmmenfällt,  du  bdde  iBBer- 
bftib  b  nad  t' liegen.  '  < 

GAni' anf  di.eselbe'' Welse  ergiebt  sieb,  dsM '(vtgem  der  Ereige 
abU,  Miiat^,  bc33)  die  Geraden  14  und  23  sich  snf  der  Gera- 
den-aC  in  erAe«  Punkte  9  treffes,  für  welchen'    '     "' 

■31.94=02.33=  ■  ■    ;  ■   ■' 

:.   ■  9«.gb  =  9B.9c 

lokte'a^  6,  c,  ä  be- 

daai  die  Mittel'- 
!D,  desieb  Pqte'uz  in 
Bezngf  'auf  9  gleich 
:aba(b  senkrecht  über  ' 
egt.  Dieser  Paukt  e 
oteDz  des  Kreises  in 

auf  ^  gleich  ge  .  öf 


;r  Pnuki  9  ihr  ausse- 
in fa.fb^^fc.p)  ihf 
:r  Kreis  Über  fg  als 
Kreisen  tthe'r  dt  un4 
ist  ■ 
■    .-,         ..  ..fa..fb3=,fo.fo,   :j    . 

;■„      ■"■";■  flfl,  9e==öo.3o-  ,■;,.." 

Da  fim  die  ^otass  Ata .  \^n\m  1234..fa  .  ^  =  fp .  fg  ist,  m)  folgt  ; 

■ ■     -^     "■■    ■■     ■  ■  ■'^^..fg  =  fOfii'    ■;■:■■■     ;■'    "■'  ;■■    '-'■^ 

mitbin  ist  oe  senkrecht  auf  ab  oder  e  liegt  auf  der  gemeiDschaftlichen 
Sebue  der  Kreise  über  ac  lurd  b^-*  Deshalb  hat  man  endlich  noch 
M  .(c  =  tb.  et  (=tD  .;«===.«(., «9),.  ■■     ■'..;'.  ,,:„ 

welche  BestiffliDune  des  Piiqktep  e.44n  phigen  fdr  di&Pnaktef  and 
3  äfaulich  ist.  Auch  bat  sieh  ergeben,  dass  die  Potena  des  Krei- 
ses 1234  in  Bezug  auf  die  Punkte  e,  f,  3  beziehlicb  ee  .  ea,' fÜ  .  fo,- 
90  .  90  ist,  so  wie  sie  üb«rbqkpt  fit.  lirgend  einen  Punkt  p  der 
Geraden  ab  gleich  po  .  po  sein  wird. 

.  '5;  Geber.idie  in  3.  edtwdckelten tLsgenbeziebnBtgei  liessH  tUü 
necli  viel  Uinidoes  bcnerktn..  Ziebt  man  s.  B-iigand  einen^Kreift 
1234,  den  angegebenen  Bedingungen  ebtspreehud.,  Und  legt  nan 
rOD  3  wis.die  beiden  Tpngenten!  an  dettBelbeh,'  so  &llen  offanbat 
.  dieiiipankl»  1  tind'4  in.<Un  einen  Beriihrun^jpUnkt  (14)  unddi« 
Punkte  2  und  3  in  den  andern  (23)  zunnüiieiL,  w«  stl4>=3i9(2^=»0O. 
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Dieser  Fi|li  fiadet  statt,  weoD  in  dem  (fibrigeiis  immer  projeetivU 
sehen)  Strahleobüschel  abcd  der  Winkel  aö^=zcd  ist,  -wie  das 
Schema  zeigt.  Die  Punkte  (14)  und  (23),  für  welche  die  vier  Mit- 
telpunkte in  zwei  zasammentallen,  liegen  daher  auf  zwei  Kreisen, 
deren  Mittelpunkte  a  und  f,  und  deren  Halbmpster  beziebKch  go 
QDd  fo  sind.  Piir  den  Durchschnitt  o  dieser  beiden  Kreise  fallen 
alle  vier  Mittelpunkte  in  diesen  einen  zusammen.  U.  s.  w.  Ich  will 
■ich  aber  bei  dergleicben  Betraebtungen ,  die  aus  dem  Gesagten 
von  seihst  folgen,  nicht  aufhalten. 

6.  Aus  der  Gestaltung  der  Figur  erbellet  nun  auch^  dass  die 
Pnnkte  1,  2,  3*,  4';  1,  2^,  3',  4  ebenfalls  in  Kreisen  liegen.  Wen- 
det  man  das  oben  befolgte  Verfahreri  z.  B.  auf  die  Punkte  1,  2, 
3*,  4'  an,  so  findet  sich,  dass  der  Mittelpunkt  dieses  Kreises  auf 
einer  im  Punkte  g  Senkrechten  lies^t^  und  dass  die  Geraden  12,  3*4' 
sich  in  f,  (|agegen  die  Geraden  13',  24'  sich  in  e  schneiden.  U.  s.  w. 

7.  Weno  das  Gebilde  a,  bf •  c,  b  nicht  mehr  gegeben  ist,  so 
fallen  auch  alle  unter  3.  aufgestellten  Bedingungen  für  den  Kreis 
1234  weg,  und  es  bleibt  unter  den  Punkten  1,  2,  3,  4  nur  die  Be- 
nthiuig  übriff,  dass  sie  auf  eiaem  Kreise  liegen.  Es  können  dem- 
Bach  nmg^kenrt  vier  beliebige  im  Kreise  liegende  Punkte  1,  2,  3,  4 
die  ?ie|  verschiedenen  Lagen  des  Mittelpunkts  eines  Strablen- 
bäackels  vorstellen  und  man  kann  aus  ihnen  ein  zugehöriges  Ge- 
bil4e  a,  t,  c,  b  folgesdermassen  ableiten. 

Der  Durchschnittspunkt  von  14  und  23  heisae  ^,  der  von  12 
oid  34  beisse  f.  Die  Senkrechte  aus  dem  Mittelpunkte  des  Kreises 
1234  auf  fg  bestimmt  auf  dieser  den  Punkt  e  und  auf  dem  über  fg 
als  Dnrcbmesser  beschriebenen  Kreise  den  Punkt  o.  Nun  wähle 
aan  auf  fg  den  ersten  Punct  ti  beliebig;  bestimme  dann  mittelst 
des  rechten  Winkels  .ooc  den  Punkt  c  und  mittelst  der  Beziehung 
dLgc:=^o  .  ^0  den  Punkt  b;  der  rechte  Winkel  bob  bestimmt  dann 
des  vierten  Punkt  b.  Da  gb  .  90=90  .  90  ist,  so  wird  auch  ga  .  9b 
pd^.go;  mithin  ist  9  der  äussere  Aebnlichkeitspunkt  der  Kreise 
ober  ac  und  bb.  Da  endlich  gof  ein  rechter  Winkel  ist,  so  ist  f 
der  innere  Aebnlichkeitspunkt  und  folglich  fa  .  fb  =  fc .  fb  =  fo  .  fo; 
pie  Punkte  a,  b,  c,  b  haben  also  die  zufolge  3.  erforderliche  Lage 
Ib  Bezog  auf  g,  e,  f,  und  folglich  werden  die  Strahlenbüschel  la, 
\  Ic,  Ib;  2b,  2a,  2b,  2c;  u.>s.^w.  identisch  sein. 

8.  So  viel  über  das  allgemeine  Strahlenbüschef.  Ich  komme 
BUD  zu  dem  Fall,  in  welchem  die  Gebilde  harmonisch  sind,  und 
ooeh  vier  andere  Mittelpunkte  5,  6,  7,  8  existiren. 

Fürs  Erste  ist  aus  der  zweiten  Hälfte  des  Schemas  klar,  dass 
<iif8e  Mittelpunkte  dieselbe  Beziehung  zu  einander  haben ,  als  die 
Hittelponkte  1,  2,  3,  4.  Sie  werden  daher  in  einem  Kreise  liegen, 
^cr  mit  dem  Kreise  1234  die  Gerade^  a^  zur  Linie  der  gleichen 
Potenzen  hat;  und  es  wird  58  und  67  mit  14  und  23  in  '^  zusam- 
mentreffen XL.  s.  w.  Dass  aber  die  Kreise  1234  und  5678  zn- 
sannieB fallen,  soll  im  Folgenden  bewiesen  werden. 

Das  Schema  zeigt,  dass  die  Punkte  a,  c^  1,  3',  5',  7  und  a,  c, 
\}  ^,  5,  T  in  Kreisen  liegen.  (Taf.  H.  Fig.  2.)  Diese  Kreise  sind 
^nander  gleich  nnd  haben  nur  eine  symmetrische  Lage  zu  ac.  Fer- 
^r  geht  durch  die  Punifte  bbl3^57'  ein  Kreis,  der  also  oberhalb  ac 
J^Q  ersten  in  1  nnd  den  zweiten  in  5  schneidet.  Man  verbinde» 
^^  Punkt  1  mit  dem  Punkte  p,  Mitte  von  ac^  durch  eine  Gerade 

^kril  UI,  7 


pl,  die  den  Kreis  atl'35T  oberbalb  at  im  Punkte  tn  und  deb  Knii 
bblS'&T  xum  xweitenmale  in  Puakte  n  acbDcidet.    Daiiii  b»t  man 

pl .  t»n  =  pb  .  pb 
aJs  Potenz  des  Kreisei  bbl3^5T  in  Besag  auf  p,  nnd 

pl.pm  =  pa.pa, 
weil   p   affenbar  der    iDnere   AebDÜebkeitiptinkt    der  beiden  KnlM 
über  at  ist.    Nun  ist  aber,  weil  a,  b,  c,  b  harmotiiKh  lind, 

po  .  pfl  ^  pb .  pb, 
folglicb  auch 

pl .  pm  =  pl  .  pn. 
Bb  fällt  daher  m  mit  n  in  den  einen  Punkt  5  znsammeo,  in 
dem  aicb  die  beiden   Kreise  atl'ZiT  nod  bbl3'5T  sclineiden;   die 
Paukte  Pl  1,  5  liegen  anf  eieer  Geraden  und  ea  ist 

pl  .  p5  =  p0.pO  =  pD  .pD. 

Die«  letzte  Produkt  ist  aber  die  Pntanz  des  KreJKi  1234  in  Bcsiff 
auf  p;  foigliek  liegt  der  Punkt  5  auf  diaaem  Kreise  und 
daber  auch  die  Punkte  6,  7,  8.  , 

Auf  dieselbe  Art  übenengt  man,  siob  (an  kürzesten  durch  n- 
hörige  Vertauachung  der  Bucbstuben  des  Schenai),  dais  aueh  die 
Punkte  p,  4,  &i  p,  2,  8;  p,  3,  7;  feraer,  wenn  die  Mitte  von  bb 
nit  q  bezeichnet  wird,  q,  l,  7^  q,  %  €;  q,  3,  5;  q,  4,  8  anf  Ge- 
raden liegen. 

9.  Es  ist  nun  noch  das  Verhallen  der  Punkte  g,  f,  p,  q  so 
einander  zu  ernitteln,  in  denen  sieb  die  VerbinduDgiÜnien  der  auf 
den  Kreise  rertheilteD  Hittelpunkte  1,  2,  3  . ,  ,  8  zu  vieren  schnei- 
den, an  die  Beziehnng  derselben  unabhäagig  von  dem  facrnon^ 
«dien  Gebilde  a,  b,  C,  b  vollständig  festzuitellen. 

Einerseits  ist  das  Ütrablenbüsclel  lg,  Ip,  If,  Iq  nit  dem  Strak- 
lenbÜBchel  8q,  8g,  Sp,  8f  identitcli  nod  folglich  auch  projectivisab, 
weil  sich  die  entsprechenden  Strahlen  beiiehlich  in  den  Pnnktea 
4,  5,  2,  7  des  Kreisumfanges  achneiden  uod  deshalb  die  Winkel 
zwischen  je  zwei  Paaren  entaprecbender  Strahlen  einander  glöck 
sind.  Andrerseits  ist  dasselbe  Strahl enbiischel  lg,  Ip,  If,  Iq  nit 
dem  Strahlen  biischel  Sg,  8p,  8f,  8q  projectivisch,  weil  sich  die  est- 
sprecbenden  Strahlen  in  den  Punkten  der  Geraden  g,  p,  f,  q  schnei- 
den. Polglich  *)  sind  beide  Strahle  oh  ü  ach  el  barnoniach,  folglich 
auch  die  Punkte  g,  p,  f,  q. 

Diesem  infolge  ergjebt  sich  eine  neue  Bestimmung  der  Punkte 
g  und  f  aas  den  gegebenen  harmonischen  a,  b,  t.  b.  Da.  nümlich 
pa.pa  =  pD.  pD  =  pb;pb  ist,   so  berührt  die  Gerade  po  den  Kreis 


■)  In  der  Abhandlung  des  Herrn  Dr.  RSdell  (Tb.  1.  Nr.  XllIL)  ist  ge- 
in  zwei  Gebilde  (StrableubS sehet  oder  Puakttn- 
<',  d,  (f  projectivisch  sind  und  es  auch  in  der 
nd  o*,  a,  i,  b'  (oder  c',  ö',  a',  i)  hIeibeDi  i» 
es  Paar  ti,  d  (oder  o*,  €)  Tertauscht  worden 
9  harmonisch  sinit.  «Der  Anblick  der  iweiten 
lehrt,  dass  dies  nuch  dann  der  Fall  isi,  wenn 
von  0,  h,  c,  d  und  o",  ff,  c",  S  noeb  die  von 
...  .     .     '.  «"  (Oder  i,  t(,  If,  C")   suttfindet. 
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ikr  ih  ID  O9  UDd  steht  mithin  senkrecht  aaf  dem  Halbmesser  der- 
selben qo.  Daher  liegt  der  Hittelpankt  r  des  Kreises  peq  in  der 
Mitte  Ton  pq.-  Aas  demselben  Grunde  liegt  we^en  des  harmoni- 
schen Gebildes  g,  p,  f,  q,  wenn  die^  Mitte  Ton  gf  mit  ^  hezei6hnet 
wird,  der  Mittelpunkt  des  Kreises  ^or  in  der  Mitte  von  ^r.  Man 
darf  also  nur  durch  den  Punkt  0  «nd  die  Mitte  r  von  pq  einen 
Kreis  ziehen,  dessen  Mittelpunkt  auf  ah  liegt;  dann  bestimmt  der 
lodere  Bndpunkt  des  Durchmessers  den  Punkt  ^.  Der  Kteis  um  ^ 
lit  dem  Halbmesser  ^0  schneidet  dann  in  den  Punkten  g  und  f  ein. 

10.  Aus  dem  Gesagten  ersieht  man'  leicht  >  dass  auf  irgend 
eiiea  Kreise  nur  vier  von  den  Mittelpunkten  beliebig  anopenommen 
werden  dürfen,  dass  aber  dann  jedesmal  die  vier  zugehöriffen  be- 
itiBDt  werden  können.  Hat  pian  z.  B.  aus  den  vier  willkübrlicheii 
Punkten  1,  2,  3,  4,  wie  unter  7.,  die  Punkte  g,  e,  f,  0  abgeleitet, 
M)  lejre  man  von  ^  (Mitte  von  gf)  aus  den  rechten  Winkel  ^or,  der 
ieo  Punkt  r  bestimmt  Aus  t  beachreibe  man  mit  dem  Halbmesser 
ts  einen  Kreis«  der  die  Punkte  p  und  q  ergeben  wird.  Zieht  man 
iQD  die  Geraden  pl,  p2,  p3^  p4,  so  schneiden  diese  den  Kreis 
12S4  aoch  einmal  in  den  gesnehten  Punkten  5^  6^  7,  8;  und  dann 
iief(ei  auch  neck  auf  Geraden  die  Punkte  9,  5,  8;  g,  6,  7;  f,  5,  6, 
n>  S;  q,  1,  7,  <!*  ^  ^;  <|^  ^>  ^;  ^«  ^>  S-  —  Die  harmonischen 
Piikte'  a,  b,  C,  bj  in  Bezug  auf  wielche  die  eben  gefundenen  Punkte 
<üe  veracbiedeBea  Lagen  des  Mittelpunkts  eines  harmonischen  Strah- 
lenbüschels  bezeichnen,  werden  endlich  mittelst  der  Kreitfe  um  p 
nod  q  mit  den  bezüglichen  Halbmessern  po  und  qo  bestimmt. 

11.  Da  zwischen    den   Punkten    1    bis   8    mehr  Beziehungen 
'  stattfinden,  als  zur  Bestimmung  ihrer  ge^^enseitigen  Abhängigkeit 

erforderlich  sind,  so  bilden  di^  überzähligen  Bedingungen  Lehr- 
sätze, .die  sich  unabhängig  von  dem  haritionischen  Geoil£  a,  b,  c,  b 
souprecben  lassen.  I£in  Beispiel  hievon  bietet  die  vorige  Nummer, 
iB  der  von  beliebigen  yiei^  Punkten .  im  Kreise  ausgegangen  wurde. 
Mao  kann  aber  auch  von  den  beliebigen  vier  harmonischen  Punk- 
^^^  fi)  P>  f>  ^.  ausgehen.  Beschreibt  man  nämlich  irgend  einen 
l^reis  von  der  öfters  erwähnten  Beschaffenheit,  so  bestimmen  sieb, 
TOD  einem  beliebigen  Punk^  1*  desselben  ausgehend,  s.  B.  durch 
JieZiige  $14;  q48;  p82;  q^;  f65;  C(53;  ))37  der  Reihe  nach  die 
Pnokte  4)  8,  2^  6,  5,  3,  7,  deren  Lage  so  beschaffen  ist,  dass  die 
%e  ql7;  $58;  g26;  a.  s.  w.  ebenfalls  geradlinig  sind.- 

Ansieritem  lassen  sieb  io  der  Figur  noch  viele  geradlinige 
Pnoktenreihen,  so  wie  Zusapimentreffen  von  Strahlen  und  sonstige 
^igcokeiten  nachweisen,  wenn  man  gewisse  Theile  der  Figur  ver- 
^jierlicli  seiu  lässt.  Ich  führe  sie  nicht  an,  weil  sie  nicht  von 
Wichtigkeit  zu  sein  scheinen. 
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XVI. 

UelMiiig^ufgaben  für  Schüler. 


Huu  soll  die  folgenden  goniometrischen  Formeln  beweisen. 

I 

l)  ^iu  tt  +  aia /J-l-ain  y  — sin  (fÄ-f-/J-f-y) 

=  4sin  i(a  +  /?)  sin  Kß  +  r)  s»»  T(y  +  «> 
*Ä)  coa  «  +  COS  /J  +  QO»  y  +  cos  (a  +  /J  +  y) 

=  4co8  iia-hß)  ces  i(/?  +  r)  cos  ^r+«) 
'\)  siu  a  +  ain  /9  —  sin  y  +  sin  (a-f-/?  +  y) 

=  4sin  i{a-hß)  cos  {{ß+y)  cm  i(r  +  «) 

I)  cos  a  +  cos  /?  —  cos  p^  —  cos  («  +  /?  +  /) 

=?4cos  iia  +  ß)  sin  i(/J  +  y)  WB  i(r+«) 

^.    sin   «  +  sin  )g-f>sin  y  —  sin  (a^ß-^y) 
'  ^    *os  «-f-cos  /3  +  cos  y-i-cos  (a-f-/}-f-/) 

=  tang  i(a  +  /?)  tang  i(/J  +  r)  *»»»  i(y+«) 
.     sin  « -f~ain  /9-f»ain  y — sin  {a^ß ^y) 
'  HWi  «-f-sin  /?  — sin  y-4-sin  (a-i^/J-4-y) 

=  tong  i(/J-|-y)  taug  iO'+«) 

,-     <M»N  (t  -i-  ooa  /g  —  cos  y  —  cos  («  -f.  /?  -|-  y) 
ot»i»  M  i- CO«  /}-i-cos  y-f-cos  (a^ß^y) 

=  tang  K/J  +  y)  UDg  iCz  +  ß) 

v,,u  «*  f  Hin  /9-f.sin  y  — sin  (a+/}-f-/)        .  1/      .    i»\ 

'    to^  u   ^  (H»ai  ^— cos  y  —  cos  (a  +  /9<4-/)  ^  *^  "^^ 

'    t..^  i(    I-   OU:sl  /9-l^coS  y -♦- cos  («-!-/? -l-y)  »  ^V     T^  r/ 

10)  .IM  «  hüi«  /9  +  sin  (a  +  /J)  =  4cos  |a  cos  ^/J  sin  ^{a  +  ß) 

II)  ^m  «  (  i^in  /J^sin  (a  — /J)  =z=  4sin  ja  cos  ^ß  cos  i(a  —  /?) 
i:)  ,m  «  (  iiiu  /9— -sin  (a  +  /9)  =  4sin  ^a  sin  |jJ  sin  i{a+ß) 
i  i|  4ju  (i  ^  MJn  /9  —  sin  (a  —  /9)  =  4cos  ^a  sin  |/?  eos  |(a  —  /?) 
10  co^  t<  ^  cuN/^H-cos  (adb/^=      4cos  ^a  cos  i/?  cosi(a±/^)"^^ 
1,0  ^,Mit  MoM /}— cos  (az±:/})=db4sin  ^asin  |/?cos^a±/^)+^ 
U»)  -,»«  yn      /^)  +  iin  0?  — y)-4-sin  (/  — «) 

=  — 4sin  i(a  — /?)  sin  K/J— y)  sin  {(/-») 


•  : 


« 


«• 
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17)  cos  (a  — 


18)  Bin  (a 

19)  sin  (a 

20)  CM  (a 

21)  cos  (a 

22)  nn  a' 

23)  cos  a' 

24)  sin  a* 

25)  cos  a* 

26)  sin  a*  • 

27)  cos  a» 

28)  sin  a*  • 
cosa*- 


/?)  +  cos  (j8  — y)  +  cos  (y  —  «) 

=^      4co8  j(a  — r  ß)  cos  i(/J  —  y)  cos  ^(y  —  «)  —  1 

/?)»  H-  sin  (a  -/?)»  =  1  —  cos  2a  cos  2ß 

ßy  —  sin  (a  — jtf)»  =sin  2«  sin  2/? 

/?)»-f-cos  («  —  /?)»  =  l+co8  2a  cos  2/J 

/?)»  — cos  (a  — /?)»  =  — sin  2a  sin  2/? 

sin  /?'+8in  (a=b/9)*  =  2fl  — cos  a  cos /9  cos  (ad=/Qt 

cos  /?*+sin  (adb/?)'  =  2{Izt:sin  a  sin  /9  cos  (adtzß)\ 

sin  /?'  +  cos  (a  db  /9)'  =  1  ={=  28in  a  sin  ß  cos  (a  z!=  /9) 

cos  ß*  -{-  cos  (a  dhß)^  =  1  -f-  2cos  a  cos  ß  cos  (a±/J) 

sin  /?'  —  sin  (u db /^' =  =f: 2sin  a  sin  ß  cos  (adb/Q 

cos  /?'  —  sin  (a  db  /?)'  =  2co8  a  cos  /?  cos  (a  zb  ß) 

sin  ß*  —  cos  (a  db  ß)*  =  1  —  2cos  a  cos  ß  cos  (a  zb  ß) 

eoB  ß*  —  cos  (a=t/?)'=r  lzb2sin  a  sin  /?  cos  {azüiß). 


Man  soll  den  folgenden  geometriscben  Lehrsatz  bieweisen,  zu 
wekbem  ein  Jeder  sich  die  Figur  leicht  selbst  wird  construiren 
können : 

£&  seien  udf;  ^,  ^  drei  beliebige  Punkte  in,  dem  Um- 
fange eines  Kreises.  Zieht  man  nun  durch  diese  drei 
Pnnkte  Tangenten  an  den  fireis,  bezeichnet  den  Durch- 
sehnittspnnkt  der  beiden  durch  A  und  JB  gezogenen 
Tangenten  durch  D^  verbindet  die  Punkte  C  und  jO 
^UTch  die  Linie  CD  mit.  einander,  und  zieht  mit  der 
dnrch  den  Punkt  C  an  den  Kreis  gezogenen  Tangente 
eine  beliebige  Parallele,  welche  die  von  ^  und  B  nach 
^gezo^enen  Linien  AC  und  BC  in  i^und  /^schneidet; 
■0  wird,  wie  auch  diese  Parallele'gezogen  werden  mag, 
i^e  Linie  ßJF^  immer  von  der  Linie  Cl)  halbirt.  Dieser 
vonChasles  in  dem  Journal  de  Math-^matiques  public  par 
^ioQville.  Juillet.  1842.  p.  272  mitgetheiUe  Satz  kann  Veran- 
lassnng  zu  verschiedenen  interessanten  Folgerungen  geben,  und 
J^  nameotlidi  für  die  Theorie,  der  stereograpoischen  Projection  von 
WicWgkeit. 


Aufgaben  von  Herrn  Dr.  Haedenkamp  zu  Hamm. 

D'f/'  ^^'^^^B  ^^^  ^^i*  Ausdruck  für  das  Produkt  der 
"Jnerenzen  Je  zweier  Wurzeln  einer  Gleichung  von  ir- 
K<QO  einem  Grade  durch  die  Coefficienten? 


*■■•  •         ••-»        • 

•     •        •         •  .<    "  •         , 


102 

Bei  eioer  Gleichung  rrfm  dritten  Orades  ... 

deren  Wurseln  ^Tj,  ^,,  ^,  sind,  bat  man  bekanntlicb 

{X^  —  ^,)l  (^,  —  AT,)»  (;ra  —  ^,)» 

=  (a,*  — 4a,)  (Ä,»— 4«rja,)+2#,a,#r,.— 27dP,»»). 

2.    Welches  ist  ferner  das  Produkt  der  Differenzeo 
je  zweier  Warzeln*dieser  Gleicb^nng: 

=  1, 


i^i      _,         tt»        ^_       ««        ,  ,    ,    «» 


bei  welcher  noch 


Ueber  Aufgaben  für  Gleicfaunjren  vom  zweiten  Grade. 
Von  dem  Herrn  Conrector  Beyer  am  Gymnasium  zu  Neustettin^ 

Die  Bemerkung,  dass  die  Auflösung  so  vieler  zur  Binübung  der 
Theorie  von  der  Auflösung  quadratischer  Gleichungen  g^egebenen 
Aufgaben,  so  bald  die  Gleichungen  formirt  sind,  ein  rein  mechani- 
sches und  geiattödtendes  Geschäft  wird,  erregte  in  mir  den  Wunsch, 
solche  Aufgaben  aufzufinden^  deren  Auflösung  wo  möglich  ein  fort- 
gehendes Nachdenken  und  eine  stets  gespannte  Anfmjerks^ainktft  in 
Anspruch  nähme.  Beim  Suchen  nach  Aufgaben  der  Art  bot  sieb 
eine  grosse  Zahl^  von  trigoDovetrischen  dar,  welche  wenigstens 
theilweise  dem  beabsiehtigteu  Zwecke  entsprechen.  Als  beweisen* 
des  Beispiel  möffe  folgende  dienen: 

Von  welchen  hohlen  und  erhabenen  Wickeln  ist  die 
Cotangente  so  gross  als  das  Doppelte  ihres  Sinus? 

Auflösung.  Der  allgemeine  Ausdruck  füi?  die  möglicben 
Winkel  sei  ^,  so  mnss  zufolge  der  Aufgabe  cotg  a:  =;=  2sLn  ^  sein. 

Nun  ist  aber  cotir  o?  =  -: ,  folglich  hat  man  auch,    .  '  ■■  =^  28ln  x 

o  sin  X        ^  sin  a: 

und  daher  cos  ^  =  2sin  «r'.  Um  ibit  Hülfe  4>csc>^  Gl^chung  den 
oder  die  Werthe  von  a?  zu  fiojden,  so  muss  sie  in  ^ii^e  solche  yer- 
wandelt   werden,   in   welcher  nur  eine  trigonometrische  Functies 

vorkommt.  Zu  dem  Bede  kann  V/ 1  —  sin  ar'  für  cos  ^,  oder 
1  —  cos^i^'  für  sin  a:*  substituirt  werden.    Das  erste  Verfahren  giebj 

die  GleichuDg  sin  i*-|-isin  ^'=|,  also  sin-^r=±K  — Idb^l^l^» 


*)  Ich  glaube  in  Betreff  dieser  Aufgabe  auf  die  Abhandlung  Nr.  XXX*  im 
2ten  Theile  des  Archivs,  6. 14  — §.  16«,  verweisen  zu  dürfen.  Die  ßs^ 
Wickelung  eines  völlig  independenteh  Ausdrucks,  auf  welöben  Herr  Dr. 
Haedep|(aiBp  seine  Absicht  vi>rzuglieh  geridbtet  zu  haben  scheint«  i>t 
allerdings  sehr  zu  wünschen  y  und  dieselbe  daher  der  Aufmerksaml^fi^ 
der  Leser  des  Archivs  angelegentlicK  zu  empfehlen. 

G. 
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te  sw^ite  »W  CM  a?*-i-|coi  arsszl,  abo  cos  ä?=— ^dbll/lTT 
Da  aber    sin  a:  keine  imaginaire  Grösse  and  cos  a;  oicbt  •<  —  1 

ist,  so  kann  nur  sin  *=±V^ — i-f-r^^  wo<i  cos  ;t?=— ^-4-11/^^7 
lein.    Nach  der  ersten  von  diesen  beiden  Gleichungen  ergeben  sich 

yicr  Wertke  too  op  und  zwar  1)  ^^qqo,  2)  ^^i8o»>  ^)  ^<^0»* 
4)^^3^o;   die  zweite,   cos  a?  =  —  t  +  t^^»  giebt  aber  nur 


,360' 

zwei,  nämlich  ^)^^90<»  "'''  ^)^^360®*  ^''^  ^'^  beiden  letzte- 
ren sind  diejenigen,  welche  hier  allein  gebraucht  werden  können, 
da  ja   cote  ^  =  28in  of  sein  soll»   und  diese  Gleichung  nur  fiir 

>0®  >270" 

J?^AAo  und  ^  ^^RQo  stattfinden  kann. 

Sehnliche  Aufgaben  lassen  sich  bilden  nach  den  Gleichungen: 

1.  sin  ar=:2cos  a: 

2.  tg  ^=:cos  a: 

3.  sec  ^=:cotg  jp  , 

4.  cos  ^ssin  jp*  —  cos  ^* 

5.  \eo9  a:=snn  jc^ — cos  ^'. 


Man  soll  den  folp^enden  aus  dem  London,  Edinburgh  and 
Dnblin  Philosophical  Magazine.  September  1842.  p.  179 
entlehnten  Satz  beweisen: 

Wenn  wie  gewöhnlich  a,  6^  c  die  den  Spitzen  A^  B^  C 
eines  sphärisenen  Dreiecks  ABC  gegenuherstehenden 
Seiten  dieses  snhärischen  Dreiecks  sind,  von  den  Spit- 
zest, A,  C  durch  einen  und  denselben  beliebigen  Punkt 
^  auf  der  Ob^rfl&che  dter  Kugel  bis  zu  den  gegenüber- 
stehenden Seiten  a^b^c  die  Bogen  grös§ter  Kugelkreise 
^^  ßi  Y  gezogen,  und  die  zwischen  dem  Punkte  8  und 
<leD  Seiten  0,  ^,  c  liegenden  Stücke  dieser  Bogen  durch 
^*i  ß'i  y  bezeichnet  werden,  so  ist  immer 

^sin  a'    ,     sin  /J*    -     sin  /.. 
:sin  a         sm  ß         sm  y' 

-    .   ft  sin  «'  sin  Ä*  sin  V*    *  sin  a   ,-  ^ 

=  1+2--: .    r,    . — ^  }-. — 7  (1  —  cos  a) 

^^     Sin  ff  sin  /9i  sm  y    'sm  a  ^  ' 

-4--: — ^    (1 — COS   6) 

2: 


sm  V    ,-  . 

-: h    (1  —  COS  C) 


sm 

Die  Seiten  a,  b,  c  eines  ebenen  Dreiecks  kann  man  sich  als 
in  Verhältniss  zum  Radius  unendlich  kleine  Kreisbogen  denken, 
sowie  auch  die  vaii  seinen  Spitzen  A^  B^  C  durch  einen  beliebi- 


''v 
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ffCD  Punkt  S  tu  seiner  Ebene  bis  zb  den^ffegeiiibersfdieB^eii  Sei* 
ten  a,  ^,  c  gesogenee  geraden*  Linien  a.  p^  y^  mid  deren  zwischen 
dem  Punkte  8  und  den  Seiten  a,  ^,  c  liegende  Stücke -a',  ^ ^  /• 
Unter  dieser  Voraussetzung  hat' man  in  der  vorbergehenden  Glei- 
chung cos  a  =  CQS  h  =  cos  €?  =  1 ;  sin  a=a,  sin  ß^ß^  sin  ;^=:;^ ; 
sin  a  =^u,  sin  ß'zs^ß'^  sin  /  =  /  zu  setzen,  und  erhält  aus  der- 
selben dann  sogleich  die  bekannte  Gleichung 


t 

's 


XVII. 

91  i  s  e  e  1 1  q  n* 


in  dem  Cambridge  mathematical  Journal.  February.  1842.  p.  96 
wird  folgende  Ableitung  der  Neper'schen  Analogieen  mitgetneilt, 
die,  wenn  sie  sich  auch  schon  anderswo  finden  sollte  *),  doch  je- 
denfalls nicht  so  allgemein  bekannt  zu  sein  scheint ,  wie  sie  ver- 
dient, wobei  ich  indess  nicht  unbemerkt  lassen  will,  dass  mir  im- 
mer der  Weg,  wo  man  zuerst  die  Gaussischen  Gleichungen  bewei- 
set, und  aus  denselben  dann  die  Neper'sclie  ableitet,  welches  sehr 
leicht  geschehen  kann,  wesentliche  Vorzüge  zu  haben  scheint 

Wenn,  wie  gewöhnlich,  2«  =  a+'^  +  e;' gesetzt  wird,  so  ist 
bekanntlich,  wie  man  in  jedem  Lehrboche  der  sphärischen  ^IVigono- 
metrie  findet,  ] 

°  T  «in  «  sin  (« — «)     '  '     > 

tang  iß*  _      ,tn#sin(*-i)— '  \  . 

tanir  ^  g^  —  ^'°  <^ -^  ^>  ^^"  (9^^) 
*  ^  sin  «  sin  (« —  c)      ' 


also 


teog  i^«  taDg  i^=  j"°j'7^^r. 

t.og4/^.tangi6r.=  |«24i^>]r 


*),ln  den  mir  tu  Gebote  stehenden  SchrifCen  finde  ich  dieselbe  nirgends« 
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,   Weil  no  ferner  btkaiiDtllcb 

,       '      sin  «  tin  (#  — #) 

cos  lA*  = : — .    »  ■, 

*  tio  Ä  sm  c     ' 

'  tin  «  sin  c     * 

.  ^*       sin  #  sin  (#  —  c) 

.   cos  l-t/*;=^ : : 7 — 

^      y       ^      Sin  #  Sin  A 

ist,  und  die  Grossen  sin  a,  sin  6,  sin  c  anter  der  Vomassettangr, 
dasB  alle  Seiten  und  Winkel  des  sphärischen  Dreiecks  kleiner  als 
180®  sind,  sämmtich  positiv  sind;^  so  haben  die  Grossen  sin  >, 
sin  (#  —  a),  sin  {t  —  6)^  sia  (#  —  c)  offenbar  alle  gleiche  Voneicben, 
und  die  Bräche 

tin  (#  — e)    sin  ^  — ^)    sin  (#  — #) 
sin«     *        sin  #     *        sin  « 

sind  daher  säinmtlicb  positiv.  Also  ist  nach  dem  Obigen^  weil  die 
Grössen  tang  ^^,  tan^  ^B^  lang  ^C  anter  der  in  Beide  stebondein 
Voraussetzung  sämiptlicb  positiv  sind, 

sin  ff — HS 
tang  i^  tatfg  iC=      ,1^,    ', 

tang  iü  taog  iC=.^^^^. 

Folglich  ist»  wie  man  hieraus  leicht  findet, 

(tang  I^Atang  jB)  tang  jC sin  (#  —  ^)  =fc  «in  (*  —  g) 

1  =^  tang  i^  tang  ^B        "^        sin  lapsin  (#  — cj      * 

(tang  jJ^tmg  jC)  tang  ^B        tin  (#*— c)A8in  (#  — #) 
Izptang  ^j4  tang  ^^C         "^        sin  1=7:  sin  (#  —  A)      * 

(tang  ^igrfctang  jC)  unig  ^^^ sin  (#  — c)Asin  (# — b) 

l=Ftang  iB  tang  |C  sin.^spsin  (#  — a)      ' 


d.  i.  nach  einigen  bekannten  gOfiioQietrischen  Formeln: 

tang  iU  ±  Ä)  tang  iC=  ^ , 


sin 
cos 

tang  iiJdtzC)  tang  iBz= 


cos<  ' 


sin 


m^+c)] 


«"•{i(*  -  c)i 


sin 


tang  Hß  db,  C)  tang  i^  = 
welches  die  erste  KlAsse  der  Nepei^scbWto  Analogieen  ist« 


>       V 


10« 

* 

Settt  man  ferner  wie  gewohnliek  iSfssA+B^^C,   so  bt 
(»ekaontlich 

,\  eog  8  CO»  ^-^d) 

tang  4«»  =  -  cos(«-ff)co.(S-C)' 

-  COS  S  CO«  (Ä^  —  ig) 

taoff  i^»  _ - co8(-y-^)  cos  {s^cy 

1  s.^  cot  g  cos  (IS  ^  C) 

tang  ^  _  — ^^  (S-'A)  cos  (Ä  — Ä)' 

und  folglich    ,  ^  ^ 

,  (       cos  /V       (• 

tang  ia?  lang  ig* a;={^^^^_^)  .  , 

{      cos  Ä      i » 
tang  io*  tapg  *€.•«=  {.ost^-^i^)}  ' 

tang  lÄ»  taog  R»  =  Loa'S-^l  *' 
Weil  miD 

.     .     -            cos  /9  cos  {S^Ä) 
Wi«»n= sin  ^  sin  C     > 

•^jx,_      cos  ^cos  (S-^B) 

•     i^'  cos  4y  cos  (S'-C) 

m^  i<^«=:—       sm  Jsin  Ä 

ist,  und  die  Grössen  sio  A^  sin  ^,  sin  C  unter  der  ffemachten 
Voraussetzung  sämmtlicb  positiv  sind;  so  haben  twi\S  —  A), 
cos  (8 —  B)y^  cos  (S —  €^)  offenbar  sämmtlicb  mit  cos  S  entgegen- 
gesetztea  Vorzeichen,  die  Brüche 

cos  iS  COS  8  cos  8 

toi{8~Cy  cos  {8^ Bf  cöTTsUl^     ' 

sind  daher  alle  nefatiFy  «nd  nach  dem  Obigen  ist  folgüch,  weil  die 
Grössen  tang  ia^  tang  |^»  tang  \c  sämmtlicb  positiv  sind, 

,  -  cos  8 

.«aog  4«,  ung  i*=- j5;-j3n:^j, 

cos  8 
tang  4«  tang  kc=^  —  ^,^_By 

COS  8 
'      tang  i*  tong  ^^  =  -,08  (A'-^)' 

woraus  sich  MniMttolbar 

:    ,.,c«t4flrcoti*  = ,„g^     . 

cos  iS  —  B) 
cot  4»  cot  4«  = ,0,^      . 

^.    .*  .  '       COS  (Ä^— ^ 

cfetffcotic  = j^;;^^ 

ergiebt    Falglieh  m«  auf  iküidie  Ajpt  wie  oh«n 


^   ' 
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* 

(cot  j^Acotjll  cotjgj^  cot  (<y  — g)Acot  (S^äij 
1  :t: eot  4«  toi  4^  cos  iffdecos  (S-^C)      » 

fcot  jgdbcot  je)  cot  jh cos  (ST-'C)Jbcöa  (S^A) 

l^cotjacot^  cos  i^:^cos  (5  — /T)      * 

(cot  i^dbcot  »?)  ootjü cos(4y— C)sfccös  (S-^MT), 

Ispcotj^cot^  VOB  StheoM  (S'^d^      * 

woraus  leicht 


81B 


teng  Üadzd)  cot  *<?=^, 


COS. 


talig  i(<r:^e>  cft  i^=Frrr . 


sin 


*  \ 


Aing  4<ddb<^  cot  im=s 

erhalten  wird»  welches  die  zweite  Klasse  der  Neper'schen  Anale« 
gieen  ist 

G. 


Uoter  den  yerscUedeii^  Methoden  der  Polhöhenhes^imoiang 
wendet  der  Seemann  hei  Weitem  am  Häufigsten  die  Beobachtung 
der  Sonne  im  Mittage  an.  Zu  dem  Ende  findet  er  sieh  reden  Tag, 
wo  ihm  der  Znsftand  der  Altooapb&re  eine  gute  BeobaentimgYer- 
spricht,  mit  seioeqi  Sextanten  auf  dem  Verdecke  ein,  und  verfolgt 
die  Sonne ^  bis  sie  in  ihrer  Ümhe  stationär  geworden;'  in  diesem 
Momente  «teilt  er  seharf  ein^  kUst  von  nun  >  an  die  Alhidade  unhe- 
rilhrt,  überzeugt  sich  allenfalls  durch  dos  bald  darauf  erfolji^ende 
Sinken  der  Spnne,  oder  Einschneiden  ihres  Bildes  in  die  Linie  des 
Meereshorisontes  von  dem  Vorühersetn  des  Mittags,  and  waa^n 
Isstroment  dann  angiebt,  gilt  ihm  iiir  die  Meridianhöhe  der  Sonne. 

Dieses  fieuit  zu  praktische  Verfahren  erfordert  ein  sehr  bäufiges, 
in  der  Nähe  derCulmination  wegen  der  geringen  Höhenänderung 
für  das  Auge  äusserst  anstrengendes  Einstellen ,  und  lässt ,  wie  es 
in  der  Natur  der  Sacbe  liegt,  iteta  eine  tlngewissheit  von  einigen 
Minnten  über  die  Zeit  ide^  Mittags^  oder  desjenigen  Moments,  in 
welchem  die  Beobacbtung  eigentlich  hätte  angestellt  M^Pd^u  miiss^^ 
b  der  That  wird  jeder  Astronom,  der  im  Vereine  mit  anderen  an 
Bord  beobachtete,  sfch  der  kleinen  Streitigkeiten  erinnern,  die.sich 
immer  darüber  erhebet,  -ah  die  4Santie  moch  im.  Steigen«  .oder.iitar 
üoDu*,  oder  wohl  gar  schon  im  Sinken  b(^grififen  sei. 

In  dem  ersten  Vande  der  neuen  Folge  d^r  Atiitülen 
<ler  k.  k.   Sternwarte  in  Wien.    Wien,  1841.  S.  XLlX.toft 
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also,  weil  die  absohrtea  Wertbe  toA 

2(<y  — öO  C08  d  sin  ^^9/  sid  (y'-l-iAy') 
öder      '    ."    '      * 

2(<y  —  o')  cos  &  sin  i^y'  sio  (9'  +  4^9)') 

als  Grössen  der  zweiten  Ordoimg  offenbar  «(ehr  klein  sind ,  bähe« 
runffsweise 


sin  l(cr-|-  <r)  = ;^  •  — -h — ^— r  . . . .  o) 


oder 


«;«   i/*.r-l-.t'\_       ^^^'     cos  4(^*4*-^')  - 


Von  diesen  Fgirin^ii  lässf:  sich  nun  die'  folg0ode  Anwendung  macben. 
Man    nehme   etwa  eine  halbe  Stunde  vor  Mittag  zwei  Höhen 
der  Sonne,  und  bemerke  natürlich  die  entsprechenden  ^hrzeiten,  sa 
hat  man  den  Bnlli^h 


and  kann  nun  mittelst,  der  aus  den  Ephemeriden  zu  entnehmenden 
Declination  cf  .d^^^one  an  dem  Tave,  wo  idie  Bef^haphtung  ange-. 
stellt  wird,  und  Mer  genäherten  Pölhöhe  9'  nach  der  Formel 


a>  >    *   "/,  kr— ar      cos  a  cos  tu.  ' 


(^    I. 


ff      COS  (f  cos  ^' 

•  •  •  •■  ■  1  ' 

die  Grösse  |(<r -4^ <r^  berechnen,  welche  in  Verbindung  mit  der  be- 
kannten Grösse  4(<r '—<;')  lu  der  Repntniss  von  c  und  o' führt, 
woraus  man  dann  ferner  die  Zeit  des  Mittags,  d.  h.  das  Zeitmo- 
ment, wo  man  die  Höhe  der  Sonne  messen  -muss,  um  ihre  Meridian- 
höbe zu  erhalten,  ik  Voraus  berechnen  kann.  Bestiifimt  man  nun 
zu  dieser  2eit  die  Hohe  Jfif  des  Mittelpunkts  der' Sonne,  so,  ist 

gprzrcT  — Ä  +  Ob«  oder  9  =  J  +  Ä  — 90«  ., 9)' 

jenachdem  f)  grösser  oder  kteiner  als  i  ist. 

Alle  gemessene  flöhen  müssen  natürlich,  bevor  sie  in  die  Rechnung 
eingeführt  werden,  wegen  Collimationsfehler,  Refraction,  Halbmes- 
ser der  ^nne  «und  Parallaxe  gehörig  corrigirt  werden,  um,  wie  es 
erforderlich  ist,  die  auf  den  Mittelpunkt  der  Erde,  be^cogenen 
Höhen  des  Mittelpunkts  der  Sonne  zu  erhalten,  da  auf  dies^ 
beiden  Punkte  sich  auch  die  in  den  Ephemeriden  angegeheiien 
Declinationen  der  Sonne  beziehen,,  was  aus  den  ersten  Ele- 
menten der  pi^äktischen'  Astronomie  hier  als  bekannt  vorausgesetzt 
werden  kaAn.  Bezei(i^net  p  jdi^  sogenannte  H^rizotitidparaUaxe 
der  Sonne  unter  dem  Aequator  und  k  die  gemessen^  Höhe  des 
Mittelpunkts  der  Sonne ,  so  findet  man  die  Höhenparalläxe ,  welche 
bekanntlich  zu  dtl*  gemessenen  Höhe  h  aiidirt  werden,  mu^s,  mit- 
telst ides,  bakannteii. Ausdrucks  p  60s  h  fiir  den  vorliegenden  Zweck 
hinreichend  genau. 

Gestattet  man  sich  noch  einige  kleine  Vernachlässigungen,  so 
kanu  nian  die  FonnelS)  üoch  etwas  bequemer  zur.Re^hpu^g  auch 
auf  felgende  Art  ^iidndrfickeiic    Weil  tilimitch  h  und  k'  immer  nur 
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Bio  K*  — *)  CO»  i(A4*^ 

==— cos  9  sin  ^^ — (f)  sin  4(^-+cr'J  cos  9 

+  8in  iiß—  9)  {cos  iC^+d")  sin  9>— sin  i{i-^9)  cos  tf  cos  ^\\ 

folglich 

•    i/^_i.^—      «in  4(^-^0    cos  j(^-f-^l 
si«  ^tf+<f)-^  —  gj^  j(^_ ^)  •  -i^4~i^ 

sin  Kcf— <f )     cos  4(cf-Hr)  sin  9 —  sin  ^«^^  cos  0^  cos  9 
Sin  4(<r— o)  cos  d  cos  f>  ' 

SID  4(tf+<^)==  — sU,  iCiT-d')   •     cos  <r  cos  ^ 

sinj(tf— cp     cos  K<f4>cf)  sin  y^sin  Krf+^T)  cos  tf  cos  y 
sin  K<r— s') '  cos  <r  cos  ^  * 

Bei  der  Sonne  ist  non  der  absolate  Werth  des  firaehs 

8inl(<f-.(f) 

■    ,    HIT  I  I    I  I 

Sin  4(tf  — O  , 

ijBmer  eine  sehr  kleine  Grösse,  wovon  man  sich  leicht  nus  den 
Ephemeriden  üherzeugen  kann,  und  man  kann  also  nähemngsw^ise, 
aber  ohne  merklichen  Feblei', 

•  u^^^  sin  \(h—h'\    cos  \{k ^k-y  ^. 
'^  .         '            sin  ^tf  —  &)     cos  (f  cos  y  -^ 

oder  auch 

•  «r     /^v            sin  i(*--^     cos^Ä  +  iT)  «. 
sin  Ifcr+O');:^ ^iT" — ::;?>      ■    *2               ....  3); 

» ^   ^^    /  sm  'J(<r  —  <r )     cos  cT  cos  9  -  ' 

uodj  wenn  die  ahsointen  Werthe  von  h  —  h'  und  <r  —  (f  sehr  klein 
sind,  anch  näherungsweise 


km 


*^     ■       '  <r  —  <f      cos  (f  eos  cd  ' 


oder  auok 


sin  ^((rH-o')=,— - — -7.  ,^,  ^:  Jl  /  . . . .  5) 

»^  '  C'^c      cos  ,0   cos  y  ' 

setzen. 

Bezeichnet  jetzt  9'  einen  genäherten  Werth  der  Polhöhe  9,  und 
setzen  wir  5P=5p'  +  Ay^5  so  ist 

cos  9  =  cos  fff  cos  Ay'  —  sin  y'  sm  Ay' 

=  co8  9'(1 — 2sin  ^^9'*)  —  ^s'"*  9'  sin  ^^y'  cos  ^ASP' 
=5  eos  9/  —  28in  j-^y'  sin  (y'  +  iASP')»  ' 

und  folglich 

.     w^  .   wx^      i— A^    cosK^-f-iT) 

"^.>^^"7"^i  — "~tf— <!'•  cos-ificos  y'  — 2siniAy'  sin  (y'-f-iAy')< 
oder  •  .  .  1 


il-Ä' 


8m4(<rH-cf')  =  -— ; 


cos  i(ii 4-*l 


/\* » 


<r— .«'T  cos  (Tlcos  y'<r2s4n4A9>'  sin(7'+iA9>')| 
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«(ff  — «0  CM  ^  sin  iij/  sia  (jp'+iAsO 

a(ff  — «■)  eoa  ^  HD  ^iy'  riD  (9''+iAvO 
(tla  (iiröi««a  (Ur  sweit»  OrdiMug  offeabar  whr  klein  siod,   bälie- 

■^K     COT  JCA-hA-) 
<r — ö* '  CO!  if  cos  y* 


-  i(^+«')  =  -"^^.  ^-^^^'  ....  «) 


Vuu  diwen  Fwaeln  IHiBt  aich  nan  di«' folgend«  ABWendnii^  ■ 

Umu  nebme  etwa  eine  Aalbe  Stunde  vor  Mittags  mwei  Höhen 
der  Suane,  und  benerke  natürlicb  die  entaprecfaeadeD  ^hrxeileo,  so 
h«t  mnn  den  Bntth 


und  kann  nun  mitteilt  der  aus  den  Ephemeriden  zu  enlnehiaeBdeo 
OecItiittlioD  <f  der  Sonne  an  dem  Tave,  wo  in  Utpbatbtmag  angfe-. 
Htellt  wird,  und  "der  genäherten  Polhöhe  y/  nach  dei-  Formel 


Bin  4{ff  +  ff*)  = j  . \      ■ -f  ....  8) 

"^^~'  fl  —  o'      cos  if  coa  9       ,  ' 

die  Grftue  -1(9 +  <r')  beTechaea,  welche  in  Verbindung  mit  der  he- 
kauuiea  Grösse  ^(9  —  &)  au  der  KenntniHi  von  o  und  (C  fuhrt, 
woraus  man  dnnn  rerner  die  Zeit  des  Mittags,  d.  h.  daa  Zeitoio- 
uicut,  wu  aiaa  die  Ejöhe  der  IlionDe  messea  -muss,  um  ihre  Meridian- 
hohe zu  erhallen,  im  Voraus  berechnen  kann.  Bestinmt  man  nnn 
SU  dieser  Zeit  die  Höbe  tf  des  Mittelpunkts  der  Sonne,  sn  ist 
SP  =  (J  — Ä  +  W»  oder  g>z=ä-i-i  —  90*  .....«) 
ler  als  i  ist. 

n  natürlich,  bevor  sie  in  die  Rechnnng 
iraationsfehler,  Refracfion,  HalhBes- 
ihörig  Gorrigirt  werden,  um,  wie  es 
Mittelpunkt  der  Erde  bezogenen 
Sonne  zu  erhalten,  da  auf  dieie 
in  den  Ephemeriden  angegebeneo 
eben ,  was  aus  den  ersten  Ele- 
)mie  hier  als  bekannt  vornasgesctzt 
lie  sogenaante  HfrisoBtdpsrallaie 
r  und  A  die  gemessen^)  Höhe  des 
et  man  die  fi öhe Dpa ral laxe ,  welche 
Höbe  Ä  addirt  werden  muiSi  mit- 
>  tos  A  fiiP  den  vorliegenden  Zweck 

]ig(!  kleine  Vemachläaaignngen,  so 
iwaa  bequemer  znrJtacbBU^e  anch 
Rdl  nkmtiA  A  und  jC  immer  nur 
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■cbr  miiig  TM  tinsBder  renehiedeD  mib  worden,  to  kaDD  ■•■ 
likerDD^ weise  A  fBr  ^(A-t-A*)  Mtcen,  wodnrcli  die  Foraiel  8)  fol- 
gende Gestalt  erh&lt: 


Bin  Kff+«')=— Tirp-; 


Eadlich  ist  aber  aaA,  weiB  mad  m  FalgendeB  iMBer  die  oben  . 
»dw  BDtera  Zeichca  aimat,  jeBBcfadea  ^  gritater  oder  kleiBar  ale 


ii  =  ±(J-y')  +  M", 
9Dd  folglich  cos  A  =  :^sin  (J — 9)'),  alio  aach  der  GleicliBng  10) 

MB  4(ff+«')  =  ^7^  (tBDg  «J-tong  yO...  12)- 

So  einfach  diese  CormelD  auch  sind,  so  Laan  b 
HectnaDg  nach  deaselbea  duch  noch  beträchtlich  darcl 
leichterB.  Nimmt  mao  nämlich,  was  immer  io  der  Macl 
tcLterj  steht,  die  Zwiacheaieit  xwischen  den  beiden 
unstellenden  BeohacfatnncreD  coostant,  etwa  5  Minuten, 
t«ii  abaolBteo  Werth  der  Differenz  der  beiden  Höben, 
^irch  äA  bezeichnen  wollen,  immer  in  Bogensecunden 

.i.  i(.+°-)=^=F.«.«,;''jr,~.^  ,.■■■■») 

(der 

■      it^.^^ M     tspg  y'—  t«ng  J 

.  Bin  i(ff-+-(r)^^a4  •  -^^ . .  ..H). 

Bria|;t  man  nni  den  Logaritbmas  der  Gtöaae 

■*  —  4500  cos  J  cos  v'  —  .  4500  '  ■  •  •  ^"ß 

wsbci  wir  jetzt  jp'  grösser  als  S  aDoebnen  wolUen,  in  eine  T«-, 
fil,  deren  ArgBmente  die  Polbähe  nnd  die  Declination  Rind, 
ni  besitzt  eine  zweite  Tafel,  welche  aus  dem  l^garithmiiB  des 
Sbna  eines  ßogens  unmittelbar  diesen  Bogen  io  Zeit  ausgedrückt 
K"^l,  10  kommt  die  ganae  Berechnang  der  Formel  13)  oder  14) 
nf  dsB  Aufäcblagen  des  Logarithmus  von  dh  und  seine  Addi- 
tioii  zu  dem  ans  der  ersten  Tafel  zu  uehmendeu  log  ji  hinaus.  Auf 
^,Uli~LlX  a.  a.  0.  bat  Berr  von  Llttrow  zwei  solche  Tafeln 
«iipielsweiae  mitgetheilt,  die  erste  für  die  Granzen  des  mittellän- 
uiclieD  Meeres,  die  zweite  fiir  Stupdenwiokel,  die  eine  halbe  Stunde 
"(kt  übersteigeo ,  und  sagt,  dass  die  oben  ibren  Grundiügen  nach 
"Rekelte  Metbbde  der  PolhilbenbesttmntnDg  sieh  in  der  Praxis 
jnon  bewährt  babe,  bei  Beobachtungen,  die  un  ausgezei charter 
j'Uiier  der  Österreichischea  Marine,  Herr  Li  niensch  ins  -  Fähnrich 
'■■ccliia  augestellt  und  nach  dieser  Methode  berechnet,  sich  anch  ' 
wurch  bewogen  gefunden  bat,  dieselbe  IBu  seinem  eigenen  Ge- 
■inche  für  immer  anznuehmen.     Berr  von  Littrow   fügt  noch 
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•  Pf4. :  ^PfiL  =  e^^.  :^Sgr.  die  Profoitmi  «r:  &  =  rSgr  :  iirSgf. 

gebildet  werden   müssey   ans  welcher  ^  Sgr.  ^  — ^  Sgr.'  als  der 

Werth  von  ^Pfd.  sofert  hervorgeht. 

Bei  den  mit  Hülfe  der  ZnsaaBensetxnng  Tbl  Verhältnissen 
nuasufÜhrenden  Rechnungen  ■nssen  aher  xonächst  alle  Yerhältnisse 
lauter  unbenannte  Zahlen  enthalten,  and  es  ist  erst  in  der  durch 
die  Zusammensetzung  entstandenen  Proportion  in  dest  Verhältnisse, 
welches  die  unbekannte  2«ahl  enthält,  die  erforderliche  Benennung 
hinxusurügen. 

Für  die  Auflosang  von  (^ichangoti  ist^  wean  anders  Aufgs- 
hen  mit  benannten  Zahlen  gegeben  sind,  nach  der  Bildung  der 
Gleichungen  die  Weglassnng  der  Benennungen  sn  eapfehlen,  wel- 
che 90  langt  fiMev  Jkönnen,  bis  itte  üiihekanDtni  berechnet  sind. 

in  der  Geometrie  ist  .es  bei  der  Inhaltsbeadmninng,  so  wie  bei 
der  Berechnung  unbekannter  Grössen  aus  gegebenen  za  tadeln, 
wenn  für  die  räumlichen  Gron^n  allgemeine  Zeichen,  wie  g^  h^  r, 
py  k  tt.  s.  w.  eingeführt,  und  solche  bald  als  benannte,  bald  als 
unbenannte  Zahlen,  wie  s.  B.  in  der  Formel  f^rLr^-x  gebrancht 
werden.  Um  diesen  Fehler  zu  vermeiden,  bt  es  ange^^ssenj  hier 
eine  bestimmte  Benennung  z.  B.  Fmu  als  aHgemein  weitendes  Maass 
anzunehmen,  und  mithin  die  Grösse  der  Linien  durch  ^,  K,  r', 
die  der  Flächen  dnrch  d^,  f^  und  die  der  Körper  durch  p^,  k^, 
oder  auf  eine  andere  noch  zWeckmässigere  Art  auszudrucken,  und 
beim  Rechnen  die  Benennun^zeichen  da,  wo  es  erforderlich  ist, 
stets  wegzulassen.  Wird  die  angegebene  Bezeichnungsart  ge- 
wählt, so  können  auch  in  der  Trigonometrie  bei  der  BerechouDgf 
der  Dreiecke  nicht  mehr  solche  unrichtig«  Gleichnngen,  wie 
log  ^^  =  log  ^C^-4-log  sin  €^-^log  sin  ß  und  ähnliche  vor- 
kommen, wo  für  log  Aß  und  log  AC  gfeschrieben  werden  mass 
log  c  und  log  ^,  vorausgesetst,  dass  c  und-  &  blosse  Zahlen  sind. 
Ein  ähnlicher  Fehler i»  wie  der  zuletzt  gerügte,  kommt  anch  in  der 
zusammengesetzten  Zinsrechnung  vor,  ind^m  nian  hier  gewöhnlich 
das  Kapital  =«,  oder  =  c  setzt,  so  dass  a  md  e  benannte  Zab' 

len  vorstellen,  und  dann  den  Ausdruck  ^-(l  +  inid"»  ^  welche« 

überdieas  noch  der  Mnltiplicator  benannt  ist,  durch  t^gmrithmea 
berechnet,  woraus  man  conseifnent  schliessen  kinnte,  dass  es  auch 
Logarithmen  benannter  Zahlen  gäbe. 

Bei  den  geometrischen  Beweisen  können  die  ZpaamMensetzon- 
g;en  der  Proportionen  umgangen  werden,  sobaM  nur  in  de»  Lehr« 
Sätzen  die  Ausdrücke  zosams^ngesetEtes  Verhältniss,  oder  ProducC 
stetiger  Grössen  vermieden  sind,  wenn  zuvor  folgende  swet  8ätse. 
welche  ml  ihren  Beweisen  hier  eine  Stelle  finden  mögen,  erwiesen 
siod,  und,  wo  es  irgend  tb«n|ich  ist,  rein  geometrtsche  Beweiae 
gegeben  werden. 

1.  Sind  Ay  By  E,  F,  so  wie  Cy  />,  G,  H  gleichaitige  Gros- 
sen,  und   ist  zngjleich  A  ,  ßz=zC  i  D  riuA  E  x  F=  O  :  B^  ^^ 

ist  auch  "ß  *  ~p  ^^^  "q  *  jj*    •  ' 

Beweis.    Es  sf*i  M  für  A,  ß,  E,  P,  und  A^  fiic  C,  B,  ö,  B 
geuieiuachaftliche*  liaoss  nad  zwar  ^ s=: a  .  Af,  ßank.Bl 
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H=if .  N\    daoo    Ut    -gf  =  — ,  -j^zrs  y,  ^  =  —   and 

^  ==  y5  aber  es  ist  —  :  y  ss  -^  j  y,  folglich  «uek  -^  :  -« 
_  C     /> 

%  Sind  u4,  ir,:  <;  /^  firleictortife  Gi^Bsen  ^  umi  \9k  A  x  B 
=zC:  D,  so  ist  ancb  4  i  CzzzjB  :.  ä 

Beweis.    Da  ^  :  B=;:  C  ;  l^und  apch  C:  /^=r  £7:  Zl^  so  is^ 
Back  1.  auch  -^  :  ^  r^;l :  1,  also  -^  =£  jr^  oder  ^ :  CzzzB :  i9. 

Zur  ReGbtfeirtigiiDg<  der  bier  aufgestellten  Qebanptnng  «elleQ 
in  Polgeiiden  die  in  der  sedisten  Ausgabe,  des  Grundrisses  voa 
Loren«  Torkommenden  unrichtigen  geometrischen  Sätze,  und  Be- 
weise' so  gefasst  werden,  wie  nan  es  von  der  Mathematik  mit 
Recht  fordern  dar£    Zunächst  muss  ^.  195.  so  lanteu: 

Zwei  schiefwinklige  Parallelogramme  verhalten 
sich,  wrie  die  RecktecKiB  aus  ihren  'Grundlinien  und 
H5hen, 

Der  Beweis  fär  diesen  $atz  erhellet  sogleich,  da  die  Rechtecke 
den  Parallelogrammen  gleich  sind. 

Vor  demselben  könnte  aber  noch  folgender  eingeschaltet 
werden: 

Zwei  Rechtecke  verhalten  sich,  wie  die  Producte 
ais  den  Maassxaklen  *)  ihrer  Grundlinien  und  Böhen. 

ün  letzteren  zu  beweisen,  musti  freilich  schon  die  Ausmessung 
eioes  Recbleeks  ffelehrt  seiu,  allein  diese  tiehre.  möchte  auch  un» 
■ittelbar  hinter  den  AbscbpitteUj  welche  von  der  Verwandlung  ebe- 
aer  Figuren  in  Rechtecke  uiid  Quadrate  und  voq  dem  Maasse  der 
stetigen  Grössen  handeln^  die  passendste  Stellung  finden. 

Die  Sätze  in  ^  196«  und  $.  198.  können  auf  folgende  Art  aus- 
gedrückt werden:    - 

f«  196.  Zwei  Quadrate  verhalten  sieb  wie  die  zwei- 
ten PotenzLon  der  Maassz^ablen  ihrer  S-eiten. 

f.  198.  Zwei  Parallelogramme,  wie  auch  zwei  Dreiecke,  in 
deoeii  eioL  Winkel  gegenseitig  gleich  ist,  verhalten  sich  wie  die 
Rechtecke  aus  den  diesen  Winkel  einschiiessenden  Seiten. 

.;^ewefr9,    Da  die  ParaHelogrammo  einen  Winkel  gleich  haben, 

io  kana  man  sie  so  aneinander  legen,  doss  diie  gierchen  Win* 

kel  Scheitelwinkel  werden*     Es  seien  also  (Taf.  II.  Fig.  3.) 

die  beiden  Parallelogramme  AC  und  AF  die  gegebenen.    Um 

.  QUO  den  Safai  se  erweisen»  construire  mali  aus  JIB  und  ADy 


7  Wie  zweckmässig  es  sei ,  «lebt  ntir  die  Grosse,  mit  welcher  zu  messen 
ist,  sondern  auch  diejenige  Zahl  besonders  zu  benennen,  wekhe  anciebt^ 

'  wift  oft  jene  in  der  zu  messenden  Gresse  enthalten  ist,  wird  wobt  von 
Niemand  in  Zweifel  ffestellt^  und  daher  gebraucht  Ohm  das  Wort  Ge- 
,  mäsa  für  die  erstere  Grösse,  und  das  Wort  Maass  fiir  die  Zahl,  welche 
bestimmt,  wie  ofi  das  Gemäss  zu  nehmexi  sei.  Dieser  Gebrauch  dürfte 
aber  schwerlich  zu  billigen  sein,  da  das  Wort  Maass  sptacblich  nicht 
eine  Zahl,  welche  zahlt,  bedeuten  kann.  Uns  scheint  hiefür  das  Wort 
Maasssabl  das  angemessenste  tu  sein« 
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lo  wie  auü,  jiE  nsd  jiG  die  Reektecke  AH  and  AJ^  und 
verlÜoffere  FG  uod  ^£^6^«  bis  sie  sich  id  JT,  *  and  ^N  nnd 
i?i/,  bis  sie  sich  in  L  treffen.  Jetzt  ist  ACi  AK^=AD :  ^G 
u^  AFiAK^r^AEiAB,  ebenso  ist  ^iV^:  ALx=iAJ» :  ^&, 
weil  AD=AM  und  AO=zAN ist,  und  ^Z":  AJL=iAEx  AB, 
folglich  ist  ^67 :  AK=AHi  AL  und  ^Z' :  AJf^^^I-.  AL, 

AC  AB 

nnd   hieraus   folfii^t    durch   Division    ^]^  :  ^^^'Äf  *  ^'    ^^^^ 

auch  -4C ;  AF=zAH  i  AI,  w.  z.  e.  w. 

Der  Beweis  für  die  Dreiecke   ist   dem  vorstehenden  ^ähnlich« 
Die  Beweise  zu  den  Sätzen  in  f.  220.  -ui^d  222.  lassen  sich 

richtiger  so  fuhren: 

f.  222.    Aehnliche  Dreiecke  verbalten   sich    ivie   die 

Quadrate  ihrer  ähnlich  liegenden  Seiten« 

Beweis.  Ist  (Taf.ll.  Fig. 4.)  ^AßCco[^alfC.  und  sind  AI}  iind 
ad  Quadrate  über  den  ähnlich  liegenden  Seiten  Aß  and  ait^ 
so  soll  ^ABCi  ^abc=AD :  ad  sein.  Man  mache  AF=iAC 
und  af:=.ac,  und  ziehe  FG  parallel  ABy  so  wie  ^^  parallel 
ah,  so  ist  AG  :  AD^=zAFiAE=iACzAB,  und  agxad 
z=  ac  :  17^.  Nach  der  Voraussetzung  ist .  aber  AC :  AB 
^=:iac  :  ab,  folglich  hat  man  AG  :  ADz:^ag  :  a</  und  da- 
.  her  auch  AG  :  ag'=>AD  :  ivi/.  Da  nun  nach  §•  198. 
^ABC  :  ^^«Äc  =  -^©  :  ag,  so  ist  auch  ^ABC  :.  ^n^c 
:=zAD  :  «fi^. 

$.  220.  Von  drei  stetig  proportionirten  Linien  wie  (Taf.  11. 
Fiff.  5.)  AD,  CD,  BD  in  dem  rechtwinkligen  Dreiecke  ^i?^  ver- 
hält sich  die  erste  zur  dritten,' wie  das  Quadrat  der  ersten  zu  dem 
der  zweiten,  also  AD  :  BD  ==  AD9  :  CD^. 

Beweis.  Es  ist  ^JCD  :  ^BCD  =  AD  i  BD,  wegen  ihr^r 
gemeinschaftlichen  Höhe  CD,  ferner  ist;  wegen  AehnlichkeiC 
der  Dreiecke  ^ACD  :  ^BCD=:AD9  :  CD9^  folglich  ist 
auch  AD  :  BD:=lAD9  i  CD9.  , 

Vermittelst  des  $.  222.  kann  leicht^  folgender  Satz  l>ewieseD 
Werden. 

Sind  vier  Linien  proportibni^t,  so  sind'  aueh  ihre 
Quadrate  proportiunirt.  '  '  "      ' 

Beweis.  Es  seien  die  vier  Linien  durch  A,  B,  C,  Z^- bezeig- 
net  und  A^:  B  z=i  C  i  D.  Man  constriiire  ans  A  und  C  und 
einem  beliebigen  Winkel,  und  ebenso  aus  B  und  D  uild  dem- 
selben Winkel  zwei  Dreiecke,  'Welche  ähnlich  sein  werden, 
und  daher  sich  sowohl  wie  A9  :  ^f>'a}^  auch  wie  Cf  ;  D^ 
verbalten,  woraus  die  Richtigkeit  des  Satzes  folgt. , 

Nach  dem  Gesagten  ist  leicht  einzüisehen^.wie  die  iitereometri- 
sehen  Sätze  in  den  §#.  320.  321.  323.  333.  341.  351.  nnd  375.  rich- 
tiger auszudrücken  und  zu  beweisen  sind.  Daher  soll  hier  bloss 
der  Satz  in  ^.  323.  besonders  betrachtet  werden.    Er  mnss  lauten: 

Zwei  ähnliche  Prismen  vorhatten  sich  wie  die  Wür- 
fel ihrer  ähnlich  liegenden  Seiten.  ^ 

Vuk  ihn  gehörig  beweisen  zu  können,  ist  es  nothig  folgende 
zwei  Sätze  voraufgeheu  zu  lassen«  .,...' 
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1.  AchnHebe  Parallelepipcd»  vcrbalten  »ich  wi«  di« 
Varfel  ihrer   «liulich    llegendeii   Seiten.     Ist  (Tsf.  III. 
Fif.  1.)  AG<x>tig  und  sind  AD  und  md  äbaliah  licgendt 
Stilen,  so  lall  AG  :  mg=^AD'  :  »df  lein. 
Beneis.    1.   Sind  AG  uoit   ag  rechtwi 
«Ibo  ihre  GrundBächeo  AC  und  ac  Ri 
man    über  AD  und  ad  die  Quadrate 
letzteren  die  Würfel  AM  und  am,  de 
LiM  .und  Am,  durcb  die  Paralleiepipedt 
ecke  MS  und  «n  ffeben.    Bezeichnet 
Paralleleiiijieda  AG,  ag  mit  P,  p,   di 
W,  to,  und  die  an  dieseD  liegeaden  P 
nit  A,  0,  so  verhält  sich,  wegen  gleicl 
=  AI  :  AC=  AK  :  AB  —  AD  :  ^ 
^ad:a&,  und  wecen  gemeinsamer  Gl 

ssAE-^i  AliisiAE  :  AD  und  p  t  (tc+0)  =  a«  :  md.  Da 
nun  ab«  wegen  der  Aeholiebkeit  von  PvaAjt.tKbAA-.AB 
■^ad  '.  ab  und  AE  :  AD^ae  :  a«^  vethilt,  sa  iai  ancb 
»'!(H'+>*1  =  »  :(»+«)  nnd  P;  (  »'+^=p:  (»-V-«), 
folglicb  durcb  Verwechselang  der  nittlern  Glieder  W  i  *o 
=  [W-hA\:  (w-i-a)  und  P  :  p  =  [W-+'A}  :  {w  +  a), 
und  dabei  i^ :  p  =  tV:  wsssAD'  :  ad'. 
Sollte  hewienn  werden,  dass  P  :  pssAE«  ;  a£«  sei,  tut  würde 
der  Beweis  dem  voranfgebendeti  ganz  äbnlicb  sein,  nur  müsate 
W — A  und  to  —  a  statt  W-\~'A  nnd  w-f-cr  geschriebeu 
werden.    ,  ,        ,  .         - 

3.  Sind  aber  die  Parallelepipeda  AG  und  ag  nicbt  recbtwinklig, 
so,  verwandle  man  sie  in  recbtWiDklige  und  zwar  so,  dass 
AD,\s^A  ad  in  dleien  ebenfalls  ein  Paar  ähnlich  liegende 
Seiten  werden.  Dann  verbalten  sich  diese,  weil  sie  ebenfalls 
ähnlich  sind,  nach  1.  wie  AD'  :  W",  da  sie  aber  hezieblicb 
mit  AG  und  «g*  gleich' sind,  lo  muss  auch  AG  lag^AD*  :  ad' 
sein.' 

2.  :Sind.vIeE  Linien  A,  ß,  C,  D  proportionirt,  b«  sind 

aock  ihre  Würfel  proportionirt,  ist  also  A  :  ^=:  C :  />, 

«0  ist  ancb  A'--.  B'=C'  j  /^.  ' 

Beweis.     Man  -coustruire  aus  den   Linien   A,  B,  C,  D  zwei 

-     ähnliche  Rechtecke,    bo   daas   A,  B,  »od  C,  D  äünücb  tie* 

,g9nde  .S«tfln  werden,    und  beschreibe  filter  den  Bechtecken 

'  zwei  :  ahn  liehe  Paralldepipeda  P,  p,  so  ist  nach  deoi  ersten 

^tz^Pi  p^A'  :  B'  und  auch  P  :  p=  C'  :  B',  woran« 

A'  i  B'i=€*:  D'  folgt.. 

Nun  Jässt  lieh  der  vorhin  über  das  Verhältniss  ähnlicher  Prii- 
Bcn  aufgestellte  Lehrsatz  folgejidermaHseo  beweisen. 

1.  .Die  '^ulfchen  Prismen  aeien  P,  p,  und  es  soll  bewiesen 
werden,  dass  sie  sich  verbaiten  wie  die  Würfel  von  einem  Paar 
Uuilicb  liegender '  Seiten  der  Grundflachen  iS^,  t,  atsa  wie  'S'"  :  f. 
lh>  lieh  jedes  Prisma  in  ein  rechtwinkliges  Parallelepipedum  mit 
tineT  gegebeaen  SeitenKnie  verwandeln  lässt,  so  kann  man  statt 
'»  Prismen  P,  p  anei  ihnea  glekbe  Parallel cpipeda  G,  g  setzen. 
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Ungeachtet  dieser  vortrefBicben  tbeoretisdien  Bearbeitang^en 
ist  aber  die  KenDtoiss  des  VariationskalkuPs  nocb  so  ^venig*  ver- 
breitet, dass  die  grössere  Anzabl  der  Matbematiker  denselben  nur 
dem  Namen  nacb  kennj.  Worin  mag  diese  Tbatsacbe  ihren  Gruod 
baben?  Etwa  darip,  dass  solche  Männer,  wenn  sie  bei  den  Stufen 
der  höchsten  Höhe  ihrer  Wissenschaft  angelangt  sind ,  ^ie  Krafi: 
nicht  mehr  haben,  auch  diese  zu  besteigen?.  Letztere  Fragte  muss 
jedenfalls  yerneinend  beanti>^ortet^  und  der  wahre  Grund  ^  dass  die 
Kenntniss  des  Tariationskalkuls  nocb  so  wenig  verbreitet 'ist,  dar- 
in gesncht  werden,  dass  es.  den  abstrakten  mathematischen  Theo- 
rien, wenn  man  ihnen  nicht  mit  praktischen  Anwendungen  zur  Seite 
steht,  eben  so  ergeht,  wie  es  etwa  einer  in  wissenschaftlicher 
Strenge  abgefassten  Aesthetik  ergehen  würde,  wenn  keine  Kunst- 
werke auf  der  Welt  \^ären% 

Ich  habe  es  unternommen,  für  die  Anwendung  des  Tariations- 
kalkuls  Probleme  zu  bilden  und*  aufzulösen,,  und  dadureh  dem -an- 
gehenden Analytiker  Gelegenheit  zu  bieten,  sich  in  allen   Operatio- 
nen   der   höberen  Analjsis   zu   Qbeii.     Diese  Probleme,    "wenn  ich 
gleich  selten  mehr  als  drei  von  einerlei  Art  gebildet  habe,  sind  zu 
einer  sehr  bedeutenden  Anzabl  angewachsen,  und  sie  machen  zu- 
sammen ein  ausgedehntes  Wei^k  ans.    leb  le^  dorn  mathematiflcben 
Publikum  einige  dieser  Probleme  als  Probe  vor;  oh  ich  i^rade  die 
ifltlenMsantwsten  Tarlege ,  will  ich  nicht  entscheiden,  da  das^  was 
man  interessant  nennt,  nur  Geschmackssache  ist.     Zunächst  mögen 
Prbbles»e  tiber  das  Grösste  und  Kleinste  folgen.    Diese  habe  ich  in 
drei^  Abtheilttngen  gebracht. 

Die  erste  Abtheilung  enthält  Probleme;  die  nur  auf  ürfionk« 
tionen  führen.-  Diese  muss-te  ieh  alle  selbst  zusainmen- 
setxen  und  ausführen.  Ich  will,  wenn  gleich  diese  höchst  in- 
strnktiv^  sind,  und  wegen  ihrer  Neuheit  auch  Interesse  finden  wer- 
den, hier  in  dresem  Archive  doch  nur  einige  der  einllachsteti  mit-« 
theuen,  weil  man  einmal  gewohnt  ist  beim  Variationskalkul  ancA 
jedesmal  zu  integriren.  "  .       i  :  ^  .j 

Die  zweite  Abtheilung^enthült  Probleme,  welche  auf 
Ausdrücke  führen,  in  denen  noch  Differentiale  erngfehen.  Die-  l^er« 
her  gehörige  Theorie  hat  Lagrang'e  (m.  s.  z.B.  die  Crelte'scbe 
Cebersetzung  der  Lagrange^schen  Werke.  Bd  L  S.  495; 
498)  nur  angedeutet,  ,nnd  ihre  Ausbildung  verdanken  wir  Martin 
Ohm  (man  sehe  z.  B.'  dessen  .Lehre  des'^rössten  und  Kleine 
st en.  Seite  208*^244).  Probleme^  wetcfae  in  diese  zweite  Ab^ 
theÜnog^  gehören,  gibt  es  bii^  jetzt  tuur  fünf.  Das  eiiie  davo% 
ist  von  La  grau  ge,  und  findet  bibh^^  B<  in  der  Crelle'scheB 
Uebersetzung.  Bd.  1.  Seite  495.  Ein  zweites  findet -i^ch  in 
Fra*ncöeur's  Cou'rs  ^öm^li^t  .  de  math^matiqueä  pnres; 
Bdill.  Drei  andere  finden 'sieh  in  Ohm '6  System.  Bd. 'TK 
Anhang  IL  Aufgabe  1,  5  und  6;  die  Aufgaben  2,  3,  und  4  eb<en- 
daselbst  sind  weiter  nichts,  als  drei  verschiedene  Fälle  des  sd  eben 
erwähnteil  von  Lagrange  gegebenen  Problem^s.  Vo^derglei- 
jche^n  Pioblemen  will  ich  viele  mittheilen,  da  sie  wegefi 
ihrer  Neuheit  gewiss  Interesse  finden  werden,  und  di 
sie  höchst  instruktiv  sind,  in  welcher  Hinsicht  ieh  \Ati 
-nfur  auf  d«n  einzigen  Umstand  aufmerksam*  inaohe,  ^das^ 
dahei  last  immer  mehr  Gleichungen  2Q  erfüllen  sind,  aU 
ui^bekannte  Stücke  Vorkommep.    '^ 
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Die.  4u4tie  Alltlreildiig  etttMk  Prbbl«we5  trelcbe  anfAns* 
dmke  fobreD,  in  deiMti  noch  fotegrale  ^ii]gp6beD.  !■  diese  Abthei* 
\w^  gebort  die  Gattung  der  in  Enler^a  oben  gpenanntem  W^rke 
(Metlodas  inveniendi  n.  s.  w«)  entbakeaen  ProUeaie.  Aller- 
Atfs  beben  La^r an K^e  und  Obm  einige  in  diese  Abtbeilang  gt^ 
ykigt  nnd  sebr  sebiUiSeBil«^ertbe  Beiträge  geliel^t;  alleiii  das  biet 
XI  bearbeitende  FeM  ist  ae  un^pebener,  dam  die  von  nrir  gemaclH 
tes  Zugaben  allein  soviel  betragen^  als' die  beiden  ersten  Abtbd« 
hfflgen  'kuaaninien.  -  Diese  Zugaben  brancbe  ieb  aber  bier  nicbt  auf. 
mäUen,  da  icb  ja  im  Beg^me  bin,  die  Probe  dem  PnblikM  tot» 
tstegt»;.  Ich  werde  bei  jedem  -  einzelnen  Probleme  der  dritten  Ab« 
iheilniig  Gelegenheit  nehmen  auf  das,  was  mein  Eigentbum  iM,  wt{- 
nerksam  an  machen. 

Obgieicb  ich  aber  hier -in  diesem  Archive  nur  Pro« 
Heue  mittbeilen  will,  so  üiiss  ich  doch  wegen  der  mir 
«Dgehörigen  Eigentbümlicbkeiten  noch  einig'e  Bemer« 
knagen  vorausschicken,  sowohl  über  detf  Var4atiootikal- 
Inl  aberbaupt,  als  auch  fiber  das  Gr^sste  und'Kteinste; 
und  ich  will  mit  einer,  Wie  mir  scheint,  erseböpfendan 
fiefinition  des  Variäti^onskälknls  b^ginfnen.  I>%r  Sach- 
kenner wird  dabei  eriieten,  anf  welche  Grnn^l'age'iek 
Uae.  f  '  )...-.' 

Der  Yariationakalhsl  ist  derjenige  Zweig  der  höberenF^Analysii^ 
welcker,  wenn  aian  Puabftlonen  in  andere  PiinktidnenitbergebeB 
lässt)  die  aus  diesem  Verfahren  folgenden '  Ergebnisse  untersucht^ 
und  anwenden  lehrt. 

Der  Variatioskalkul  unterscheidet  sieb  also  wesentlich '  vom  Differenz 
tenkalkul;  denn  dieser  ist  bekanntlich  derjenige  Zwteig  der  höheren 
Analysis,  welcher,  während  das  eigentliche  Wesen  der  Funktionen 
ungestört  bleibt,  nur  die  Werthe  der  in  den  Funktionen  befindlichen 
absolut  unabllSagigen  Veränderlichen  in  andere  Werthe  übergehen 
lä^st,  ^und  die  aus  dies^m  Verfahren  folgenden  Sr{;^^^ssp  un^rsucht 
und  loiwehden  lehrt. 

U|iter  die  ^iifgaben  des  Variation^alknrs  gehört  z.  B.  die  Behend- 
luDg.  der  Fälle,  wo  die  Funktionen^  welche  gewjs^n  Bedingungen 
genügen  sollen,,  das  Gesuchte  sind,  wo  id(9o  .die  lli^tersu^.uog 
lelbst  To^  ,gana  unbekaniiten  FttUktioaen  ausgeht.  ;. 

Die  der  eben  besagten  Aufgabe  des  Variadonskalkufs  analoge  Aufgabe 
des  Differenzenkalkurs  ist  die  Behandlung  der  Fälle,  wo  die  den  in 
bestimmt  ^«^en^n  Funktidnen,  befindl^eoi  absolut  anabhängigen 
Veränderlichen  .beizulegenden  Werthe,  welche  gewissen  Bedingungen 
genügen  sollen,  das  Gesuchte  sind,  wo  also  die  Untersuchung  von 
noch  unbekannten  Werthen  der  in  bestimmt  gegebenen  Funktionen 
befindlichen  Veränderlichen  ausgebt.       >.        .- .  i  /     • , 

Wenn  eine  Funktion  in  eine' andere  übergeht,  so  sagt  man:  ^sie 
wird  variirt;"  die  Funktion  selbst,,  welche'  vai4irt!  .wird>.'  wird 
variable  Fnnktion,  und  der  Unterschied  zwischen  der  uenen  nnd 
^rnnglic^en  Funktion  wird  Variation  genannt  Wenn  eine 
*vanable  Fnnktion'als  ^naiges  Element  betrachtet ;  wird ,  so  nennt 
aan  sie  «inen  variablen  Veränderlichen.  Man  kommt  nun  au  fotV 
f^dea  Unterscheidungen: 

A.  Eine  FnnlUion  erleidet  eine)  einpacke  Variation,  wenn 
^bei  die  nicbtvambieu  Veränderlichen  tkeinle  Wertbänderuag  eft- 
^€n«  Die  einfachen  Vaiiationen  sind  über  von  sweieriei.Art:  u:t 
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/ 1)  Eine  Fonklion  wki  |i;r«desii  für  rieh  aHtiD  .Q»(*«DaMliigk 
ven  andern  Funktiooten  variiit}  uui  ^ne  sokho  eio&ebe  Varia&li 
BtiBBt  inan  eine  onmittelbare  einfache. 

S)  Eine  Eunktiian  urird  dafdnreh  einfach  Tariirt,  daaa  eine  an* 
dere,  iron  welcher  sie  abhängt,  ein&eh  v:aciirt  wird,  «Hier  4aa8 
Mehrere  andere »  von  irelehen  sie  aUtaagt,  einflich  variirt  werden; 
und  eine  solche  einfache  Tariation  nennt  »w  eine  .n^itjtel  bare 
eljifacbe..  ., 

B.Eine  Fnnktion  erleidet  eine  xnaamni.engeseftste  Varia* 
tio»,  wenti  die  nichtwuriahlen  VerändeirUchen  anch  xagleicb  Werlh- 
ändernnffen  «erleiden.  Die  aasawniengeselaiteii  Vmatfoniui,  rind 
lAar .|i^eich&lU/veo  aweierlei  Art.*. 

1)  Eine  Funktion  wird  gradexu  fiir  sich  allein  und  noabbangig 
von  andern  variablen  Funktionen  znsanimengesetalivariirt;  und  eine 
selche  ^usammengeseMe  Variatien  nennt  man  eine  nnmitt^lbare 
ausaniBieiige^^txte. 

2)  Eine  Fnnktian  wird  da4arch  zosanaiengeaetst  varürtj,  j^as 
tNoe  andere;  .,Ton^  welcber  sie  ^abhängt,  xusannKengea^tafit  variirt 
wird»  oder  dasa  webrefe  andere  r  w^vk  welchen  sie  ahhluigt;  .9n$aü- 
Hienge&etnt'variirt  werden;  und  eine  solche  suianniengeacit^e  Fa»* 
mtion  n0«ait  m^li  eine  mittelbare  9&ii«amnienflre|ieitnt^ 

Hiermit  ist  die  Idee  des  VariationskalkaPs  voUkjaAi* 
men  Jiasgeaproche^.  Btei  der  elevieataren  Klarfaeil:  die- 
ser Idee,  sind  wir  tins  jedesmal  beWiU^f  t»  wann^  wir  unbe- 
dingte Freiheit  in  den  OpiQ'atienen  baben»  and  letztere 
naci  einem  zu  erreichenden  Zw^ecke  einricihtexi  kön^neju 
und  wann  wir  gezwungen  sind,  die  Oper^tionende^  je- 
desmal obwaltenden  [Jmständön  zu  unterwerfen  und  zu 
uberlaeaen^ 

1)  tJiimittelbare  einfache  Vai>iätionen,  Wenn  eine 
Funktion  yr=zg>a;  in, eine  andere  y+Ay=V'^  übörgtebt,  so  führt 
man  ein  weiteres  Blemetit  m^  welebes  Ten  allen  andern  in  ^^^  enehal- 
tenen  Elementen  ntiäMiän^tg '  ist,  und  von  welchem  wiederum  üHe 
hx  ^jF  entbalteiiien  Elemente  unabhängig  sind,  in  di^  neue  Futikr 
tion  ^fo:  so  ein,  dass  siö  sieb  mittelst  des  Madaurin^^heta  Smteu 
m  folgende  Reihe  eoatwickeln  iä9st: 


oder 


*» 


Die  Ausdrücke,  ^y,  d^p,  n.  s.  w«  aind,  wie  mau  siebt,  als  Eonk^eaen 
van  J9  au  hetracaton; 

Woaii  aber  dieses  ^mdartige  Element  jrf  ^  Wwavm  grade 
^e  uaeb  lauter  pasiüven  ganten  Potenaen  idea  k  aufsteigende 
Reihet  -^  Was  hat: man  mU  dieaem  fnemdai'tigeB  Eleiwnte  xam 
Ende  aller  Operationen  anzufangen?  —    Wenn  bei  jedem  belieht»* 

K.Wertba  4ee  ivt  der.  .Weetb   deri  neaen  AttsdrückM  ^^  deft 
rtt»  dea  ninpraugiicbiin.Aisdniokes  fax  Ulimittelbar  anliegt^  «o 
muea  daa  u  in  i|^  so  akgefiibrt  jMin,  jda»  dae4lf«oieUeaedeBlMg, 
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I 

t 

mUm  mn  nach  Mttgeffihüler  B«ikMi6liftwiekdiiiig  dem  x  Mle^H 
■088^  em  in  Momonte  des  Veiaokwtndeiia  btfindlioker  Werth  10t 
Waraa  Bass  grade  das  x  diese  Bedeutunff  babeof  —  Ist  es  im« 
aer  «lagliek,  das  n  sia  ia  die  |iei|e:FaaktioiMMQasfiihren?  -—  Mit 
'  der  BeaatworfQOg^  dieser  Fraff^a  steht  und  fällt  die  ganze  Theorie 
der  UBoiittelbareii  einfachen  Variatiooea. 

WeoD  eine  Fanktion  ^=^0^9  te)  in  eine  andere  y+JSSf 
==f{a:y  i«)  dbergebt,  so^  bat  man  aueb  hier  in  ^or,  «t)  das  Ele- 
aent  x  so  einzufubren,  diass  «ich  mittelst  des  Maclaarin'scben 
Stties  folgende  Beihe 


«• 


oder 


IV)  y^rAyT=y-4*«*%+f7^^^y+ 


eigiebt    Hier  wiederholen  sieb  die  hjereits  gestellten  Frag^n.^  Die 

Amdrücke  iy,  ^V)^  ^*  ^'  ^'^^^  ^'^  ^"^^  siebte  als  Fanktiqnen 

Toa  jr  aod  «0  sugk^icb  %u  beCracbteo. 

Auf  ganz  gleiche  Weise  hat  laan  zu  yerfabren»  wenn  ys=xp{a:y  w,  vy 

fikrgcht  in  y-f- Ay=V'(^?  Wy  v).      ^ 

üad  sa  Ibrt.  .       x 

Jd  der  JEteibe  II),  lY)  u.  s*  w.  wird  Ay  die  Gesammtvaria* 

tipn,  dagegen   die  einzelnen  GKeder  % .  <Jy,  t~5  .  ^^^5  «•  »•  ^• 

mden  bezüglich  erster,  zweite  n.  fluw.  Variationstbeil,  und 
die  Koefficienten  ^,  J'y^  u.  s.  w.  werden  bezügljic)ierst^,  zwei^ 
tu,  0.  s.  w.  Variation skoeffieient  genannt  , 

2)  Mittelbare  einf^obe  Fa^latioiien^  Sobald  die  ^heorie 
der  uiiinittelbaren  einfachen  Variationen  begründet  bt,  hat  die  der 

aittelbaren  keinen  Anflaad..  J>aB  BAtwickeil^i^g^i^^,  ^  ^^^  ^<^* 
danrin'sche  Lehrsatz. 

1)  Unmittelbare  zusammengesetateTarijationenw  Wenn 
eine  Funktion  ^=9^  üjliergebt  in  y+(A)y=V'("^  +  ^'^)j  wo 
^«eine  blosse  Woitbände^iiig  des  lüehtvariaMen  Veränderlichen 
« ist;  so  geht  die  Reihe  1)  über  in 


^» 


Da  liber  die  «asammeDgesetfeton  Variationen  gleicbfalb  dwcb  den 
wlnttki'scbea  Satz  enttriekaUi!  zu  kUnnem,  setze  man  «tal«  der 

Werthändernng  Dop  die  Beihe  '  -^ 


*»  A.  .  X* 


•  •4   «.*••«• 


Viram  aber  diese  Reibe?  —  Wäre  es  nicht  binreichend,  statt  der 
Werthänderung  Ba?  Mos  das  Pvodi^kt  x.&a:  zu  setzen?  —  In 
]^elchea  P«Uen  geni^t  dieses  Prodokty  Und  4a  w«ial|ett;  FOen  ist 
««Reibe  VI)  nöthig?  —  Mit  der  Beantwortung  dieser  Fragen 
ii«ht  and  fällt  die  Theorie  der  unmittelbaren -zusammenge- 
*«tstea  Variationen.    Setzt  aian  nun  fie  Reihe  VI.  an  die  Stelle 


m 

4tm  Ar  yd  d«r  Reibe'  V.  fiberall  efn ;  nnd  entwickelt  man 
4€t  Meclaarin'tcben  Sattes;  ao  bekoiaait  man  foigeode  Reibe: 

»  *  * 

wo 
IX)  c*,'y=<r'yar  +  2.^.^ar  +  ^.^^-+^.^.^ 

u.  8.  w.  u.  s.  w.  Die  zusammeDgesetzte  GesanuntiLariatioD 
wird  bier  mit  (A)^^  ^^^'  ^^.  «58^9  s weite  xL  %^  vL  xu kam men ge- 
setzte Tariati.oDslcoefflcieiit  wird  bier  bezü^licb  mit  (Ojy, 
r^)*y,  u.  8.  w.  bezeicbnet.    Ich  b^be  die  Klammern  dessbalb 

fewäblt,  weil  8ie  überbaupt  an  zusanimeng'esetzte  Ans- 
rücke  erinnern.    Die  mit  /lit?  bezeicbnete  Werthändei^aog  Aag 
Gesammtdifferenz»   die  in   der  Reibe  VI.  befindücben   (Nieder 

%  .d^x^  \ — r«^*^^,   U.S.W,   mögen   Differenztbeite,    nad -die 

Koefficienten  d-x^  d-^a:^  u.  s.  w.  mögen  bezüglich  erster'»  Zureiter, 
n.  a.  w.  Differenzkoefficient  genannt  werden.  . 

Wenn'  y=y(^,  w)  iibergebt  in  y+cA)y==V(^-H/^«^j  w+Dw\ 
w6  Dx  und  Dw  blosse  Wertbändeningen  der  nichtvariablen  Ver- 
änderlichen a:  und  w  sind;  so  geht  die  Reihe  lILilher  in 

X)  jf-l-  (A)y  =Äy(^  -h  />^,  f^J|-Z>«>)H-x .  rfsP(^H-/>^,  ör+Z^ir) 


1.2 


.  <J*9(d?  -I-  jDäs  «e^-l-  Ite)  -f- 


» , . 


Um  aber  auch  diese  zusammengesetzte  Variation  mittelst  des  Hac- 
laurin'schen  Satzes  entwickeln  zu  köniien,  setze  man  statt//^^ 
nnd  2^19  bezU^cb  die  Reiben  .-.-;)..; 

'     •     ,           ^    --,.-■■                 ,■'■■•■■              -.       "'•• 
XI)  x.>arH-*^.^ar-|-jM~|.^»^4.. 

SS)  »  .»»  +  ^  'A^fO  +  J-^^.^'tOri-  . ,  .  ...      , 

Setzt  mab  diese  Reiben  wirUich  statt  jDx  md  jDw  hi  die  'Reibe 
X  überall  ein»  und  .entwickelt  man  mittelst  des  Hacla'urar'scbei 
Satzes^  so  bekommt  man 


*» 


xiu)  y-ir(A)s«^y+"«'.  (^)y+ J72  •  (*>V-i-rrTr3 •  (^'8''**" 


.••(•••• 


XIF)  (i^yitrM*,  «»)4t^^.**+^E2^.^  ■  ' 


V 

% 


1^ 

0.  8.  W. 

2)  Mittelbare  zosamipetigeBetate  Tariationen.  Sobald 
die  Theorie  der  unmittelbaren  zusammenffesetzten  Variationen  be- 
gründet ist,  hat  die  der  mittelbaren  keWn '  AnftfiMd.  Paii  Btft- 
wickelangsmittel  ist  der  Maclaurhi'scbe  8atz. 

Das  Grösste  und  Kleinste.  Diese  Aufgabe  ist  eine  dop- 
pelte.   Ich  will  den  einfachsten  Fall  hier  yornebmen. 

Es  sei  l7=:/(a^,  y)^  wo  i/  ein  variabler,  dagegen  a:  ein  nicbt- 
YariabJer  Veränderlicber  ist;  und  man  sncbt  für  y  eine  solche  Funk- 
tion (pa^i  dass  dann  bei  jedem  beliebigen  Werthe.des  «sr  der  Werth. 
des  Ausdruckes  ü=:f(ap^  ^a:)  grösser  oder  kleiner,  wird,  als  es 
der  Fall  sein  kann,  wenn  man  an  die  Stelle  des  ^  alle  diejenigea, 
Punktionen  setzt,  deren  Wertbe  bei  jedem  beliebigen  Werthe  des. 
X  dem  Wertbe  der  Punktion  ^a:  unmittelbar  anliegen.  Ein  sol- 
ches Grösst^s  oder  Kleinstes,  welches  durch  den  eiofachen  Varia- 
tiooskalk'ul  aufgesucht  wird,  und  «dessen  Werth  we§^en  der  noch' 
stattfindenden  Allgemeinheit  ,de^  o?  I^ein  bestimmter  ist,  mag  ein 
primäres  GrÖsstes  oder  primäres  Kleinstes  genannt  werden. 

Hat  man  nun  für  y  die  iF'utfktion  9>a:  ffefundeo,  bei  welcher 
üs=:/{af,  g>Jt)  ein'  primäres  Grösstes  oder  primäres  K4einsi»s  wird; 
M  kann  man  noch  für  a:  einen  solchen  bestimmten  Werth  a  au& 
sacken,  bei  welchen  dann  der  Ausdruck  I7ssz/{a,  <pa)  einen 
grösseren  oder  kleineren  Werlh  bekommt,  als  wenn  man  die  dem 
a  nomittelbar  anliegenden  Nachbarwerthe  einsetzt.  Ein  solches 
GrÖsstes. oaer  Kleinstes,  welches  durch  den  Differenttalkalkül  auf- 
gesucht wird,  und  bereits  eioen  speciellen  Werth  hat,  mag  eiti  se- 
«indäres  genannt  werden.  :  .    / 

Trifft  es  sich  dann,  dass  der  Aufdruck  [/s=:/(a:^  y)  gleich- 
zeitig sowohl  in  primärer  als  auch  in  sekundärer  Beziehung  ein 
GrÖsstes  oder  Kleinstes  wird;  so  bat  man  ein  zusammengesetz- 
tes GrÖsstes  oder  ein  zusammengesetzte's  Kleinstes. 

Es  ist  nicht  grade  nÖthig,  zuerst  den  primären  Zustand  für 
lieh  aHein,  und  hierauf  den  sekundären  Zustand  für  sicli  ^tlein,' 
iiQfzQsochen ;  sondern  man  kann  den  zusammengesetzten  Zustand 
iinch  auf  einmal  auffinden.  Oft  ist  man 'sogar  gezwungen,  den  zu- 
Bjkt»menff€(setEtän  Zustand  auf  einmai.  »uf^nsnölefl.  (man  d-enke  a.  B. 
ftQ  die  rrohleme,  welche,  anf  bestimmte  laterale  mit  ireränderlichen 
GrüBzen   fiUyren).^     Da»«  zusammengesetzt!}  Grösste  oder   Kleinste 
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•nf  einmiil  imfSiiifindeii  itt  nhet  Saclie  des  zosmiimeBgesetsten  Va» 
riatioDskalkars. 

Da  es  Dicbt  peine  Absicht  ist,  eine  Xbeiiirie  des  Va* 
riatioDSlcalkans  hier  mitzatfceileD)  so  will  Ich  die  be- 
reits gemachten  Bemerkungen  nicht  noch  vermehjren; 
denn  jetzt  wird. jeder  Leser  die  von  mir  herrührenden 
Eigentbfimlichkeiten,  welche  in  den  nacbfolgenden  Pro- 
blemen vorkommen,  ohne  weiteres  za  würdigen  verste- 
rben. Für  einen  Th'eil  meiner  Leser  Ist  es  vielleicht  nicht  über- 
flüssig, wenn  ich  zu  jedem  Probleme  einen  Paragraphen  aus  0  b  m  's 
Lehre  des  Grössien  und. Kleinsten  citire.  - 


1    . 


EMte  Ahtheiltog. 

A|ifgaben,'>wel€]ie  auf  Ausdrücke  führen,  die. wirkliche 

Urfnnktionen  alnd. 

;  Aufgabe  V 

IZu  Ohm's  Lehre  des  Grössten  und  EIeins(;en«  Seite  160.  §%  17.), 

■  •  '  f 

\ 

Welche  unter  allen  auf  dasselbe  rechtwinkelige  Coordioatensy- 
stem  bezogenen  ebenen  Kurven  hat  in  jedem  ihrer  Punkte  die 
Bigenscban,'  dass  sie  das  Produkt  der  zu  irgend  einer  nach  Belie- 
ben gewählten  Abscisse  gehörigen  Ordinate  uod  dieser  um  die  -Or- 
dinate verminderten  Abscisse  grösser  oder  kleiner  macht,  als  es 
bei '  der  nemlichen  Abscisse  alle  andern  der,  gesuchten  Kurye  in 
jedem  Punkte  nächstanlieffenden  Nacbb^rkurven  machen  kennen? 

Die  hier  gestellte  Aufgabe,  welche  ein  primäres  Grösstes  odier 

primäres  Kleinstes  socht,  führü  auf  den  allgemeipen  Ausdruck 

•  '1  .       ■  ■ 

wo  a:  jede  heliebi^a  Abscisse  und  p  die  jedesmalige  Ordinate  der 
gesuchten  Kurve  ist*  Die  Ordiaaten  aller. der  Kurven,  welche  der 
gesuchten  Kurve  in  jedem  Punkte  nächstanliegen,  werden . darge- 
stellt duroh 


X* 


11)  y4-«.^y+Y75.^'y+f7273***3'** •••••••» 

wo  X  der  Null  nächstanliegend,  y  die. gesuchte  Fanktien  von  ^^ 
ond.Jy,  i*$ff  d^y  u.  s.  i^.gaas  willkürliche  reelle  Funktionen  von 
«,sind*    Aus  1.  folgt  nun 

Ifl)  J«7=(Är  — 2y).dy 

.       lV)(y»£^z=(a?-2y)(J»y^2,V.  '      .         * 

Ans  düirsO  folgt  /r-^^ytssO,  d.  h.  es  ist 

V)  y  =  f.4?. 

Die  gesuchte  Kurve  ist  also  diejenige  Gerade,  wel-' 
che  im  Anfangspunkte  der  CoordinateU'die  Abscissen^' 
axe  unter  einem  Winkel  schoeideti^  jdeasen  geniemetrl' 


m 


IV.  auf 
Fanktion 


gebe  Tang^eote  =^  i  ist;  und  fda  sich  jetzt  .Gleiphuag 
d*U=  —  2  j  dy*  zurück zieli^  also  ^^'bei  jeder  reellen  I 
TOB  oTy  welcbe  mao  fiir  d ff  netzt,  und  bei  jedem  beliebigen.  Wertbe 
ties  ^«egatiy  bleibt^  nö  ietJU'ss\\  Ar^'eia  priAres  OH(s8te0. 


'     j; 


'      Aufgabe!^  ' 
(Zu  Ohm's  Lehi:e  des  Grossten  und  Kleinsten«  Seite  160.  f»  IT*.); 

Welcbe  unter  allen  auf  das  nemlicbe  recbtwinklige  Coordina- 
tensystem  bezogenen  ebenen  Kurven'  hat  in  sieb  einen  bestimmten 
trankt,  der  so  gelegen  ist,  dass  das  Produkt  seiiier  Ordinate  und 
seiner  um  die  Ordinate  vermitidertenAbscisse  nebst  dem  Produkt  seiuer 
Abscisse  und  einer  um  diese  Abscisse  verminderten  konstanten  Li- 
nie grösser  oder  kleiner  ist»  als  bei  allen  andern  näcbstgelegenetf 
Biacbbarpunkten.  mögen  sie  siqb  nim  in  der  gesucbten  Kurve  oder 
in  den  ibr  in  jedem  Punkte  näebstaulieg^nden  Nacbbarkurven  be- 
finden, der  Fall  sein  kann?  ,   j     - 

Diese  Aufgabe,  welcbe  ein  zusammengesetztes  Grosstes  oder 
ein  zusammengesetztes  Rteiisates  sucht,  fäbit  auf  den  allgemeinen 
Aosdruek 

wo  a:  jede  beliebige  Abscisse  und  y  die  jedesmalige  Ordinate  der 
gesuchten  Kurve  ist.  Die  irgend  einem  beliebigen  Punkte  nächst- 
gelegenen und  sowohl  in  der  gesuchten  als  in  allen  nächstanlie- 
genden Nachberkurven  befindlichen  Nachbarpunkte  haben  die  Ab- 
scisse (^7  + Ar),  welcbe  maaaucb.ida^ellen  kauA  durch 

II)  ^  +  *  -^^H- i72  ••^''^"'"rr2"7i  *'^  +  •  •  •  •  •  •;  •  •» 

und  die  Ordinate 

je'  x' 

III)  y  +  X  .  (%+ j-^  .  (J) V-l-  j-7273  •  (<^)'y  ^- > 

wo  bekanntlich 

fl.  8.  w.  bt.  Da  aber  die  Werthänderung  des  jt  ganz  unabhängig 
und  willkürlich  ist,  so  wäre  es  schon  hinreichend,  statt  der  Reihe 
11.  d^  einfachem  Ausjlruck  ^+,x.^;r  zu  setzen,  wobei  also 
^'ar=0,  ^'^=:;0,  ü.  s.  w.  ist.  Nimmt  man  aber  dennoch  die 
üeilie  |i*i  ^o  bekommt  man 

V)  ,<J)»r=(^-5^)  .  d»yH-[(a:-%)  .^-f-y+«-2^1.*»a? 
-  2 .  Jy»  +  2[(1  -  2  .  £) .  %  4-  (of  -  %) .  ^I  .»^.. 
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Seist  Ml  (j)£»=:0,  i.h.  MwoU  ^=0  «]a  »dcIi  ^=0.  lo 
bekoant  bm  zonäebBt  die  ideDtüche  Cleicbnig 

Tl)  ;r  — 2y^0. 
Dsrani^CTfibt  aicfc 

Vll)?  =  |.:r 
bte  KiHve  ist  also   dieJeDige  Gerade,   velcbtt 
rapunkte    der    Coordinaten    die    AbscisaeDase  : 
im  Winkel  Hchoeiilet,    desaen   go  ni  OBetrische 
=  j  iit.    Ubd  bekommt  aber  aacb  nock  die  nicbtidea- 

welche  sich  jedoch  in  Pol^  der  Gleichang  VL  zurückzieht  auf 

VUl)y+«  — 2«  =  0 

Xr 
Führt  mao  fUr  ^  den  Ansdruck  ein ,  bo  hekommt  Bau  **  —  -a  =^ 

worau  aisa-j-  folgt,  und  ea  iat 

Unter  dieaen  UnatBndea  reducirt  lieh  Gleichmog  V.  auf 

X)(d)'P=  — 2.  V— 1-*^' 
Dieaer  Ausdrack   bleibt  nater  allen  UmBt^odeD   negatiT  and  son't 
fiadet  eiD  znaammeogeaetztea  Gröastes  statt. 


Aufgabe  17. 
(Zu  Ohm'a  Lehre  des  Grossten  und  Kleinsten.  Seite  177.  $.  26.). 

Welche  unter  allen  auf  dasselbe''  rechtwinklige  Courdipatens)'- 
Item  bezogenen  Flächen  hat  in  sich  einen  liCBtiinrntea  Punkt,'  der 
ao  gelegen  ist,  dass  folgender  von  den  Coordinatitn  dieses  Pnnk- 
fes  abhängige  Ausdruck 

grösser  oder  kleiner  ist,  als  bei  allen  andern  oäc batgelegenen  Wach- 
barpunkten ,  miigen  sie  nnn  sich  in  der  gesuchten  Fläche  oder  in 
den  ihr  überall  aäcbstl legenden  Nuchbatfläcbcn  befinden,  der  Fall 
sein  kaou? 

Diese  Aufgabe  verlangt,  wie  man  siebt,  ein  ausam- 
mengeBCtiteB  Gröastes  oder  Kleinstes.  Zu  den  irgead 
einen  betiebigen  Punkte  nSchslgelegcnen  nnd  sowohl  in  def  gs* 
suchten  ala  in  ullen  Dächatsnliegenilen  Nachbarflächen  befindlicDen  ' 
.Nochbarpuiikten  gehören  die  Absciisen  (a?  +  X>.r)  und  (tii+Dw)> 
welche  man  auch  darstellen  kann  durch 


•► 
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r 


I  «t  *i 


lU)  fc^-4-x . ^«'+'t^ •  ^^^T7T3'  ^•fp *4-fw ....  V 

nod  die  Ordinate 


X»      •.    :      X»"--  '     ■   " 


IV)  y+x  •  (%+ J72  •  c*)'y+ 17275  .  (*)•]/ 

-    -  "      -        I '    '  ' « . 

wo  bekanntlich 

Q.  8.  w.  i6t.  Da  aber  die'  Werthändemngen  des  a:  und  des  w  hier 
giDi  unabhängig^  imd  wiJIkärlich  siad,  so  wäre  es  scboil  hioreicbend 
'  itott  der  Reiben  IL  nod  III.  nnr  («r +  «  .  S-a^  nnd  {w  +  x  .  ^cr) 
Msetien,  wöbet  aho  ^»a:.=0,  ^»«^  =  0,  ^»ar  =  0^  ^»tpaxO 
IL  K  w.  ist.    Dareh  Variiren  belcommt  man 

(d)  ^:^=  4(3y  —  Aa:  —  Aw)  .  dy 
4-  [4  .  (3y— Ä^  — i4«T)  .  ^  +  6a  +  2^  — 4Äy]  .  5^^ 

Aus  (dyü^i^zO  folgt  znerst  die  identische  Gleichung: 

VI)  3y  —  Äo:  —  i4«^  =  0 
nol  die  beiden  luehtMenitselten  .Gkichnngen 

yU)  4.{3y— Ä^  — /{«^)  .  ^+6»4-2^-.4Äy=0, 

^dcke  sieb  abet  we^n  GUiebnng  ¥1.  znriicfcs^ieben  anf 

IX)  6»-|-2;r  — 4Äyz=0, 


X)  2w  —  AAy=:^0. 
Aas  VI.  folgt  zunächst 

^'«gesuchte  Fläche  ist  also  eine  Ebene,  welche  durch 

Anfangspunkt  der  Coordinaten  geht,  und  bei  wei- 

Nie  in  den  Coordinateuebenen  XY  und   fFFliegen- 
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deD  Spuren   mit  der  CoordinateDSze  T  sdtclie  Winkel 
bilden»  deren  goniotiet'rische  Tangente  =y  ist 

Führt  mi&n  nun  in  IX  nnd  X  fir  ^  den  ^nidmdc  ein,  80  be- 
kommt  man  a?  =  — ^*»__^ — .a  und  «ps=^,^,  .  ig..  Unter  aie- 
sen  Umstanden  bleibt  nar  * 

XII)  (<r)»l7=12.  V+|(3^2Ä*).I(^^-j^j5.^feF)* 


Der  Theilsatz  mit  dem  Variationskoefficienten  ist  unter  allen  Um- 


allen von  (—'I .  V^3)  bi«  *u  (+i  •  V^)  liegenden  Wertben*  des 
A.  Dabei  findet  „aber  ein  znsammengesetztea  Kleinstes 
statt. 

Bei  allen  zwischen  ( — oo)  und  ( — i.  W^)i  .eo  wie  bei  allen 

awiscfaen  (-f-i*  V^)  und  (+00)  liegenden  Werdien  des  A  kann 
'von  eioeln  sichern  Zeichenstandd  des  mit  Differenzkoefficienten  Ter« 
sebenen  Aggregates  keine  Rede  sein,  nnd  in  diesem  Falle  findet 
wohl  «in  primäres  Kleinstes^  aber  in  sekundärer  Beziehung  findet 
weder  ein  Grösstes  noch  ein  Kleinstes  statt. 


-     Aufgabe  31. 
KZu  Ohm'»  Lehre  des  Grdssten  und  Kleinsten.  Seite  181.  9«  37.). 

Man  sucht  y  und  •«  als  solche  Funktionen  vonor  und  für  a: 
selbst  einen  solchen  Werth^  dass  der  Ausdruck 

C/^=a:*+y»H-«» — .^y^r-^w«  — S^*  +  Aar— ^*  .log  nat  ^ 

eiu  zusammengesetztes  Grösstes  oder  Kleinstes  wird.. 
Man  bekommt  bier 


(iyU=:{2y  —  «  — ^)  .  ^-|-(2Ä-^y— ^)  .jJjs 


[(2y-»-a?).^  +  (2*-y-.^).^+2Ä?-y-* 


X 

Daraus  folgen  Zunächst  die  beiden  identischen  Gleichungen 

i)V— «  — ^=0, 

und 

und  die  nicbtidentiscbe  Gleichung 

Hl)  2a?-y-.*  +  ^^  =  0. 


^-^-1.*^ 


/ 
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•  *  ^ 

L  liiid  II.  ergibt  mk  ytm^  wi  «=3:«l  nmi  aos  lOL  ergib| 

sich  ^=^*    Es  ist  also  jetzt  ^ 

Unter  diesen  Umständen  bleibt  nnr 

D&8  Aggregat  der  TariationskoelGG'cienten  zeigt  aa^  dass  ein  prtmä« 
res  Kleinstes,  und  der  Tbeilsatz  mit  dem  Differenzkoef&cienten  zeig^ 
iDrdsss  auch  ein  sekundäre»  Rleinates  statt  findet;  es  findet  also 
ein  s B 8 a ip  m  e  n  ^  est tx  t e  s  Kleinstes  statt« 
(Man  vergleicbe  die  folgende  Aufgebe). 


Aufgabe  32. 
(Za  Ohm's  Lehre  dto  Grdssten  und  Kltitiitcn.  Seite  177.  i.  26.). 

Man  sucJit  %  nls,so}€be  Funktioi»  vob  o?  npd  y  und  zugleich 
fiir  ar  and  y  solche  Werthe,  dass  4<^^  t Ausdruck 

F=^«-|-y»-|-.V — ^y^-4:»  — y»-hÄÄr— ^*  .  log  iiat  — 

an  xusammeng'esetztes  Grosstes  oder  kleinstes  wird. 
Man  bekoHHiit  bier 

(i)f7=: (^— or— y) .  Aj4-I(ä«— o?— y)  .  ^-l-2y— or— «1 .  *y 

Dtnros  folgt  zunächst  die  identische  Gleichung 

',  DBd  die  beiden  nichtidentischen  Gleichungen 
.  ll)2y— or  — »  =  0 

B»d<  ..  '  .        , 


III)  5Lrr-y— a~^^^'=0. 


1.  ergibt  sicb/js=    ^  .    Führt  man  diesen  Ausdruck  in  I. 

^od  IL  ein,   so   bekommt  man  ^=V  und  a:=V.    Es  ist  also 
jctit  wieder  '  : 

^»ter  diesen  umständen  bleibt  nur  ' 

0 


m 


(Miitt  vergleiche  die  vok'lierg^elreiKle'  Aii%»be). 


.i     ' 


Aafjijabe  51.    - 

(Zu  Othin's  Lehre  des  Grossten  und  .KleipsteD.  Seite  197.  $.  35.;  und  zu 
^  ^  Seite  202.  AtnbeAuDg.). 

Welcher  abgek^rste  8eftkr««hte  Regel  hmt  kei  Je<fem  beliebigeD 
«wischen  dem  Halbmesser  der  oberen  nod  untet«»  Grmdiäcbe  statt- 
fiudeaden  Verhältnisse  die  Eigeosebaft,  dasa  er<  nnter  allen  denen, 
die  denaelben  (gegebeaeo  oder  aichtge^beoen)  KorperiDbait  ein- 
acbliessen»  von  der  kleinsten  Oberflache  begränzt  wird? 

Es  sei  y  der  Halbmesser  der  andern,  %  der  Halbmesser  der 
obern  Grundfläche  und  r  sei  die  senkrechte  Batferaung  dieser  bei- 
den Grundflächen;  so  ist  bekanatlich  des  abgtkifaten  Kegebpantels 
Fläobeninbalt  =z7i.{y^x).  t/r»+(y— «)%  daa  x  maf^  grosser 
oder  kleiner  als  y  sein,  d.  h.  des  abgekorzten  Kegete  -Spitze  msff 
abwärts  oder  aufwäl'ts  liegen.'  Hier  hat  man,  ebeft  weil  kein  Growl 
vorhanden  ist,  warum  des.  Kegelmantels  FlächeDiiihalt  negatir  sein 
sollte,  das  Radikal  nur  nach  seb'erpittsttiv^ii  Bedentniig  anneh- 
men ;  und  diese  Bedeutung  musa  ihm  dorch  die  g^nze  Aufgabe  blei. 
ben.  Der  Flächeninhalt  der  untern  Gmndfläche  ist  jr .  y*,  und  der 
Flächeninhalt  der  obern  Grundfläche  Ist  ir .  ia*.  Addirt  man  diese 
drei  Ausdrücke,  so  ergibt  sich  für /die  ganze  Oberfläche  des  abge- 
kürzten senkrechten  Kegela  folgender  Ausdruck: 

Der  ^örperlnhalt  dedaetben  ist        . 

Weil  ferner  der  Halbmesser  der  obern  Grnndfläche  irrend  ein  be- 
liebiges Vielfaches  oder  irgend  ein  beliebiger  Theil  des  Halbmes- 
sers der  unteren  Grundfläche  ist,  so  hat  man  nach  die  Gleichoig 

Hl)  jrae^ .. ». 

Man  eikw^^i  sogUick^  dass  die  An^ösang  am  leichtesten  durchgpfifc^ 
wird,  wenn  man  y  eliminirt;  man  hat  dann  »  und  r  als  soIcDe 
Fupktlnuen  von  a:  %n  •  bestimmen«  dasa 

ein  primäres  Kleinstes  wird,  wipucead  oacbL  der  Ausdruck 

beständig  deaselben  (gegiabene«  oder  nicktgeg^eotn.)  Werdi  be- 
balt.     Aus  IV.  folgt  nun 
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• ,.>  = •  </*. 


Aus  T,  aber  folgt 

SfimiDirt  man  ntni  dv^  so  gebt  Gleicbangf  Vi.  4iber  io 

Setzt  man  iÜ=  0,.  so  folgt  aiis  CileichÜDg  VHI. 
tt)  (or  + 1)  .  [2»»  .  (ar  —  1)»  -  f  »1 

'  ^      V2«.(>-|-i).V»»-+-»».(«— 1)»=0. 
Saraus  fblgt' ''  '        >■'  • 

Das  Radikal  kann  aber  bier  nur  seine  positiye  Bedeutung  baben, 
weil  wi4i!4genfall^  »'^negi^iy,  aUo/x  selbst  imaginär  wäre^  Hier- 
durch  ist  das  Verbältni,ss  de/.Höhe  zum  Halbmesser  der 
oberen.  Grundfläche  gegeben.  Würde  man  ieia  nichtvariä- 
beln  Elemente  or  den  Werth  1  beilegen,  so  würde  aus  Gleichung 
lll.  folgen  p=aiy  d.  b.  der  -Halbmesser  der  obern  Grundfläche 
wäre  dem  der  untern  Grundfläcbe  gleicb,  und  der  abgekürzte 
Kegel  ginge  in  den  Cylinder  über,  und  Gleichung  X.  ginge 
über  in 


XI)  *»  =  V*  . 


\0 


Wenn  mon  aber  Gleichung  X.  genauer  betrachtet,  so  erkennt  man, 
dass  man  den  wAUfen  Wcirtii  afer  ^1[>e8timmteB  Form  -J- Jetzt  am 
leichtesten  dadurch  ermittelt,  daSS  'man  das  Radikal  nach  dem  bi- 
nomischen Lehrsatze  in  eine  Reihe  verwandelt.  Nun  darf  das  Ra- 
dikal, wie  bereits  aus  einanderges^zt  ist,  nur  seine  positive  Be- 
fcutuDg  haben ;  und  dal^ei  .geht  Gleichung  X.  über  in 

^.  ■-      yV:..       or»  .  (dir»  -  D«         1.1     a*  .  (:r>  -  1)^' 

"*"2.4.6'      (d?*  +  l)*  ..•....]• 

Di?idirt  man.  in.Zähl^  und  Nenner,  das  gemeinschaftliche  Produkt 
«' .(or-^l)'  weg;  so  geht  lietzte're  GleUhung'tiber  in 


1.1.3-    d;*.(ä;^iy    (x^iy              ' 
2.4.6"'  (ar*-f.l)»  .  ■^'* ^ 

Diese  Gleichung  ist  mit  Gleichung  X.  ganz  gleichbedeutend,  bei  je< 


+  2 


•      <  134 

4om  Werthe  dei  4?,  «Iio  a«ck  k«i  jr=:l;  vai  ntxt  »m  virklid 
a^=3li  80  bekoMBit  Man 

•0  data  dia  biar  la  Vtmf^  al^aada  aabaadaiaita  Forai  i  den  Wertl 

Jbat  Aus  XU.  folgt  r=2x,  d.  k  die  Halie  dieses  Cylindars  isi 
em  Durcbaieasar  der  beidea  Gniadftldbea  gleicb,  and  nan  bat  dei 
bekaaaten  Sola:  »»aater  allea  Cjliaderv  raa  eiaerlei  Kor« 
periabalt  wird  Aerjeaiga  vaa  der  kleiaatea  Oberfläch< 
eia||^aacbloaaaa»  dessea  Höbe  dem  Darelmeaaer  dei 
Gruadfläcbea  glelcb  iat. 

Erateaa.  m  der  K^orperMpbdt  dea  gesaebtea  Kegela  da  ge^ 
flebeaer,  dargealelk  ^areb  m* ;  aa  gebl  der  Aasdraek  V.  aber  in 
die  Gleicbaag 


«ad  die  Gleiebaagea  X.  aad  XIlL  iticbaa  bia»  aa  bfirfiBMaaWj  was 
V  and  %  fiir  Faaklioaea  voa  at  siad. 

Zweiteaa.  Isl  der  Kotyenabalt  dea  gcsaditaa  K^^  nkkt 
gegebea»  so  bat  aiaa  aar  die  etaaige  deicbaag  X^  aad  jetzt  kann 
aiea  fiir  das  aiittelbarvariable  CVmeat  r  jede  beliebige  FnktioB 
\oa  o^  wäblea^  die  lagebörtM  Faaktiaa  a  ergiebt  sieb  dau  jedcs- 
«ai  aas  Gleicbang  IX.  oder  jC. 

Das  PräfttagsBiittet»  ob  era  Grisates  #der  Kleiaates 
stattfiade»  ist  aocb  beraastellea. 


Zweite  Abthrilvai^» 

Aufgaben»  «elebe  aa£  Aasdräcke  fäbreiL,.  wo  Differea- 

tiale  Yockoma&ea. 

Aa%abe5iw 

(Zu  Ohm*»  Lehre  des  Gressteo  und  Kleiastea  Seite  SWL  f.  M — M^ 

Welcbe  aater  alle»  aaf  dasselbe  reditwiakalige  CattsdiMM- 
avaten  besogeaea  ebeoen  Karvea  bat  in  jede«  ibrer  Funkte^  die 
liigeuachoft»  dass  sie  fblgeadea  ¥on  den  toordinalan  abbäagigtt 
Au^idruck 


'^ 


bei  irgend  einer  nacb  Belleben  gewiUUtea  Abseiaae  grgsaer  ate 
kleiner  mocbt,  ak  ihn  bei  der  Mündlichen  Abs«isae  aUe^  andern  der 
geüucbUn  Kurve  in  jedem  Paukte  näobst  aAÜegettden  Nadtbariuv- 
veu  machen  können? 
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dioate  der  gesuebten  Kurve.  Die  Ordioaten  aller-  Kurven,  welcdft« 
der  ffesBcbten  Kurve  iu  jedem  Punkte  uäcbatanliegeii,  weiden  dar^ 
gestellt  durch 

u)y-i-x.jy-*-j^.d»y+r:T:»-^'y+-" 


wo  %  der  Null  nächstäuliegend,  y  die  gesncbte  Punktion  Ton  or, 
und  Jy,  J*y,  J'y,  u.  s.  w.  ^nz  willkürliche  reelle  Funktlbnen  von  of 
lind.  Der  erste  Different|alqa*tient  der  der  gesucht/en  Fnoktion  y 
bei  jedem  Werthe  des  a:  näcnetonljegenden  Nachbatfnnktionen  wird 
also  dargestellt  durch 


Durch  Variiren  bekommt  man 

IF)  Ji^=  (^»  .  y- Ä» .  * .  J) .  ^y  +  (2Ä»  .  *'.  g -*- A»  .  *' 

—  Ä».^.y).^, 

V)  J»F=(A»  . y— >l»  .  :r . fe  .  ^y+(2)l» . a?» ,%  —  h^  •  ^'  . 

-I- ^«  .  «Ty»  -  2Ä»  .  .r .  ^y  .^+2 .  A»  .  ar»  .  (^)». 

Erster  Fall.    Soll  die  gentcbte  Kurve  ans  allen  möglichen 
ciDander  in  jedem  Pnnicte   nSchstanliegendeD   herausgev^Klilt  wer- 

d«o;  sa  siad  dy  und  ^  dem  Werthe  mch  gau9  unabhängig  von 

eiiand^ft  wenn  gleich  mK  der  Form  des  dy  auch  dia  des  ^  mit- 
gegeben ist.  Es  müssen  also  jetzt  die  zwei  identiscben  Glei- 
chungen 

!)Ä-.y-A«.*.^=0 

uod 

statt  finden.  Man  hat  nun  zwei  Wege,  die  gesuchte  Funktion  y 
von  X  aufzufinden«. 

Erstens.  'Gleichung  .1)  geht  geradezu  über  in  y,da> — as.dy=f^ 

oder  ^'   ^II^*"^  =  0.    Daraus  folgt  durch  Integriren    '  ' 

3)  yrs=:Bx. 

Durch  diese  Funktioii  muss"  ab^i;  aiieh  Gletcfhung  %)  Meaftiseh  wer- 
den.  Zu  di^sMi  Bude  fiihri»  W9^  Bx  »tajtt  y  W94  B  statt  -^  in 


IM 

di^ekOTg  f>  fflieraU  en,  re4äcire  m  ml  als  MSgfich,^  wU  man 
hAommt 

Damui  folgt  J9t=l,  und  Gleicbnog  3)  gekt  aber  in 

4)  sf=;r, 

welcbei  die  gemicbte  Fnnktioii  ^  von  or.  iit.    Dabei  redacirt  sich 
Oi^cbnng  T)  aof  ,  ^j 

^«  .  (^'  -f-  il*) 

woran  Man  erlLennt,  data  U'=i  .  A^  . — 'x*^k* —  ****  priaäre» 

Kleinstes  isC 

Zweitens«    Man  kann  aber  ancb  ans  1)  und  2)  den  Ausdruck 

^  elimioiren,  und  so  obne "Integration  zu  der  gesucbten  Funktion 

Lvon  a:  gelangen«    Zu  diesenik  Ende  wird  man  aus  Gfleicbung  1) 
I 


»kommen 


'  dx        X* 


Diesen    Ausdruck    fubre    man    In   ^)*  ein ,' und    es    ergibt   sieb 
A^  •  ^(y — jr)=0,  so  dass  man 

'      .  6)  y  =  a? 

bat  Di^seTnnktion.soU  nitn  die  Gleicbungen  1)  ^nd  2)  zugleich 
identiscb  mäcben,  was  nöcb  besonders  nntersncbt  'werden  mnss. 
Hau. bat  aUo  jet^t. genau  di^^s'elbe  Resultat«  wie  yorber. 
,  ,  Zweiter  Fall.  .  ^oll  nkau  aber  nur  unter  oeiiep  in  jedem 
Punkte  einander  nächstanliegenden  Kurven,  welche  alle  den  zu 
der  gerade  gewählten'  Abscisse  ap  gebörigeb  Puhfet  mit  einander 
gemeinschaftlich  haben,  .diejenige  heraussuchen^  wobei  das  fT' grös- 
ser oder  kleiner  wird,  als  bei  allen  andern  so  ge^gensebaneleii 
Kurven;  so  ba^n  alle  Mer  ^n  Betracht  zu  ziehenden  Kufven  bei 
der  gerade  gewählten  Abscisse  ä:  auch  einerlei  Ordinate.  ^iDeshalb 
besteht  bei  der  gerade  'gewählten  Abscisse  a:  zwischen  der  Ordi- 
nate der^  gesuchten  vud  deti  Ordin^ten  aller  ip  Betracht  zu  ziehen- 
den Kurven  folgende  Gleichung: 

VI)  y==y4-x.  JyH-j^.  J«y4-j-|-j;j»y-f- . .... 

'  ">  _  .  *        -  *  -    ' 

Es  muss  also   bei  dem  gerade  gewählten  Werthe  des  a  einzeln 
nein.  • ..-.  •.•.•'.'  ,,/.•' 

dy;=0^  <J'y,=  0,  ij»y=0,  u.  S;  vW. 
Hier  reducirt  sich  also  Gleichung  IV.  auf 

Man  h«t,;4»tMr,j.etBt  ^nir  die, einzige iGlciohnng 

•9 

7)  2A»  .  ö?«  .  ^— **  k  4^*-^Ä* .  ay=irOi 


I 
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,  Dieae  Glcicbnngf  redncirt  lieh  gcradeui  «nf 

I  8)  SiT.JÄ/  — iir.ite  — y.<tr  =  0. 

Die  Gleicbnng   winl    iDtegrab«],    wenn    man   sie    mit    dem  Faktor  ' 
^~Tj  mnltiplicirb    Dadttrch.  bekommt  man  ' 

Dtraai  folgt  durcb  Integration 

oder  lÜtAendeniiig  der' KonatSBlen 


Die  willkührlic&e  Kanstante  E  macht,  daia  man  die  Anfiralie  nocit 


12)  (y—ir)»  =  £., 

stante  E  macht,   daii 
eiier  Nebeobedingung  antertvcrffln  kann.    Da  sich  jetst  tUeicbuog 

V.  auf  .        -  ,    .  , 

i-ü=i.i-.^'.<^}' 

nriickzieliet,  ao  erkennt  man,    daaa  ein  primäres  Kleinstes  statt- 
findet. ■    ■         I-  .        .     ■ 

Dritter  Fall.  Soll  man  nnr 
tlnoder  näcbstan  liegen  den  Kurren, 
nciGD  Abscisse  ^  luuter  porallele  ] 
iD  dieser  Absctsse  x  ffetiörigen  Be 
tncht  zn  ziehenden  Kurren  in  'i 
DäehBtaDÜeg'eDden)  Entfernungen  t 
den  können,  diejeDi^fen  beraUHsucI 
ildner  wird,  als  bei  allen  andern 
10  leUiesst  die  Abscisse  aase  mit 
Uaciüe  x  gehörigen  Berührenden 

Kurven  jedesmal  einen   gleichgroaS' 

JoalonetriHche  Tangente  des  voa  der  AbscifBeaaxe  und  von  der 
IB  den  XU  der  gerade  gewählten  Abscisse  a?  gebörinn  Pnnkt  der 
tünchten  Karre  gexogenen)  Berührenden  eingescbloasenen  Wio- 
leli;  und  deshalb  beisteht  hei  der  gerAde  ^wSbltön  Anscisae  .a^ 
twiichen  der  goniometriscben  Tatigente  der  gesuebten  Kurve  nnd' 
nrischen  den  gonibmelriaChVni  Tangenten  aller  In'Bi^tracbt  an  xie- 
hndea  Kurven  folgende  Gleichung  i     ' 

El  b'du  also  bei  dem  gerade  gewählten  Werthe  des  ä;  eiaMlu  söfi 

Bietbü  reducitt  sich  Gleicbnng  4)  auf 


1»8 

iU=(i'.v-A'.^.^).i). 

Ouait  Mgt  diu  identische  CleichnDg 

13)  A>.y— ji'.x.^BcOL 

Dieie  Gleiehnug  forait  weh  zoDüciiat  vw   ia   x .d^—y .  <&v=0, 

od«  —•*'■,' '    ^  0  i  und  danvs  folgt  durcli  Integ^tion 

14)  y=er*. 

Die  willkürliche  Konstante  G  macbt,   dus  man  die  Aufgabe  noch 
cioer  weitern  Bedin^ng  unterwerfen  Loan.    Da  eicli  hierbei  GUi- 
-  ehnng  V.  «uf 

redndit,  m  erkennt  bsd,  doss  .ein  primae«  Rleinatea  ntatt  findet 


Äufgnbe  «7.     :- 
Zu  Ohm'a  Lehre  des  Grössten  und  Kleinsten.  Seite  206.  ^  44 — 46,). 

l^an  soll  unter  allen  auf  dasselhe  rechtwinkelige  Coordinsteo- 
urvcB   diejenige  heraussuchen,   welche 

fenschsft  hat,  dass,  wenn  man  an  den 
en  Kewühlten  Ahscisae  at  gchürigen 
,  und  dann  van  zwei  aUdem  in  der 
;n  Pnokleo  Perpendikel  aar  diese  Be- 
lieaer  Perpendikel  grSsaer  oder  kfeiner 
nlichen  Abscisse  a;  gehSrigen  Punkten 
iurve'in  jeden  Punkte  DüchBtanliegen- 
sein  kann. 

r.  III.  Fig.  2.)  vereinfacht,  wenn  man  dl« 
en  beslimmten  Punkte  ZT  und  A"  legt; 
;  ODcI  KT  senkrecbt  auf  OX  errichtet, 
tSiaJBRM,  und  KAz=KT.s\tiKTN. 

=p,  als»  cos  SFG=' 


iTw 


Ferner  iit  scbon  in  der  6%teB  Aufgabe  dargethon,  da«s,  wenn  oibd 
die  feiten  Absciaseo  OH  und .  OM  ^czngUch  mit  a  Vnd  (t  he- 
aeiehnet,  . 
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Ui)  KJV^^^^tpl^hZ. 


Fnr  dM  gefachte  Bro^nkt  IlM^ICJV.hät'ißw  alio,  da  die  beiden 
Radikale  entweder  durch we|^  ihre  positive  oder  durchweg^  ihre  ne« 
gaÜTe  BedentuDg  Tepräsentiren; 


.  <  -         -  1 


Durch  fVariiren  bekommt  man 

—2;» ,  Iy-H(«— ar);>] .  [y-f-(o— «);»lj .  ^. 

Brst«r  P»11.     Soll  die  gretnehle  Kvr^e  an*  allen  möriiohen 
einander  in  jedem  Punkte  näcnirtanliefeAdiMi  heraus  gewählt  weN 

den,  so  sind  dy  und  -^  dem  /Werthe  nach  ganz  unabhängig  von 

einander,  wenn  gleich  mit  der  Form  des  6y  auch  die  des  -t^  mit- 
gegeben ist.  Es  müssen  jetzt  die  zwei  identischen  Gleichungen 
•tattfinden 

1)  2y4-(«-Ha  — Är);'  =  0 
2)  [(a+a— Äa?)  •  y-H^«  — ^)  («— ä?)  .  p]  •  (1  +;>») 

ffiiminirt  man  p  aus  den  beiden  Gleichungen,  so  bekommt  man 

3)(a-a)».y=0 

d.  b.  y  wäre  eine  identische  Funktion  von  ^,  und  die  gefundene 
Kurve  wäre  die  in  die  Absciaaenaxe  fallende  Grade.  Dabei  iat 
iber  nur 

(J»rr=2 .  V -»-2  •  (»  +  «  — 2*)  •  <V- ^ 

-h2.(a-*)(a-a?).(^)». 
Da  aber 

dyW  dpW  dydpü \ 

d^    ^      dp^  %  .  dp)     —  —  1«  —  «) 

beständig  negativ  bleibt,  so  kann  von  keinem  Grössten  oder  Klein- 
sten die  Rede  sein. 

Zweiter  Fall.  Macht  man  dieselbe  Einschränkung  wie  beim 
zweiten  Falle  der  vorigen  Aufgabe,  so  reducirt  sich  Gleichung 
IV.  auf 

iU^^:^^y\l{a  +  a^2a:)y+2{a--a;)(a^a:).p](l'hp^) 


f 
I 
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Damit  ^17=:  0  werde,  miiss  sein 
4)  [(#4-o— Ar)  .y+a(«  — a?)  t«  — Ä?)  -rt  .  (i+/»') 

Um  diese  Gleicbuog  zu  iutegriren,  multiplicir^  iliau.sie  vorel'st  mit ' 

Da  dyz=:p  .  da:^  so  ist  der  Ausdruck 

—  [2y+(«+.a-T-2^)  •/»] .  (1+;^')  ./».«^ 

i'edenfalls  eine  identische  Gleichung.    Man  kann  ihn  also  zu  dem 
SählW  de»  letzten  Brndies  ad&en,  .ohne  dass/demelbe  dadurch 
geändert /irird$  und  soidt  itekommt  mau  ;     :         :  .'     . 


.'X 


1« 


:::j  \r. 


,) 


•     f 


t  " 


-'i   ..i,  - 


i.  > . ' 


>' 


>  •  < . '  4     •    « < 
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» . 


M. 


j  — •  ""^  ^•, 


1  ^ 


.     /l 
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l      . 


V'>       f 
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t    K 


1  » 
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}  .     ' 


\  •  > 


\» 


1    « 


,»• 


I 


» 


•    •  I 


-  —   ( 


Diese  Gleicfanog  kann  mai»  geradezu  integrbes^  und  es  wird 

Darans  folgt    [yH-(»  — ^)[;i>l .  [^+(a  — ^)  .  »J=^  .  (1-4-;e>*)5 
nnd  fllbrt  man  diesen  Ausdruck  m' Gleicbuog^  4.  eid,  so  bekommt 


man 


'  t 


' ) 


14a 

Dams  folgt 

Also  ist 

21og  n»t  y=C+logf  nät  (-^ — aa  +  aa^  +  cut  —  ^•) 

oder  mit  VeräBderung  der  Konstanten 

5)  ff*  =  B\  (A  -^  aa  +  aa:  +  nwr  —  a:*). 

Diese  Gleichnng  enthält  aber  zwei  .willkübrliehe  Konstantem,  wäh- 
rend doch  die  hier  yorgegebene  DijlerentialgleichuDg  4.  nur  von 
der  ersten  Ordnung  ist.  Aber  der  Umstand,  dass  Gleichung  4« 
durch  5,  identisch  werden  musd,  dient  dazu,  die  eine  der  Kon« 
stauten  durch  die  andere  zu  bestimmen. 

Aus  5.  folgt  nun  y=Q^i?  ,  (^  — »a-Haor^iw?  — ^*)  und 
yss-     y  '^      .*         ==^==.    Vereinfacht  man  noch  Gleichung 

4),  so  bleibt  nur 
6)  (flp  +  a  — Ar)  .  y-H2.  (a— or)  .(a  —  o?)  .  />  — 2y»  ,p 

^(«-H«  — 2.r)  •/>*  .  y=0. 

Und  führt  man  bierin  die  so  eben  für  y  und  p  gefundenen  Aus* 
drücke  ein ,  so  bleibt  nach  ,  ausgeführten  Reduktionen  nnr  noch 
übrig    ,  .  .  "* 

4^.(1  — Ä)  —  Ä.(a  —  a)^=0. 

Daraus  folg^ 

Gleichung  5.  geht  also  über  in 

7)  y»  =  Ä.  [j^-g  (^^^^)»  — ««  +  «^4-04?  — a?*l 
welche  sich  aber  auf  folgende  Weise  darstellen  lässt 

oder 

9)  f_  -I - 2 :—  5c=  1 

Die  gesuchte  Kurve  ist  also  entweder  eine  fillips^  oder  Hyper- 
bel. Sie  ist  eine  Ellipse,  wenn  tzZb  ^^  l—^B  8^^^^^^^^^^  P^* 
sitir  länd;  und  dazu  ist  nöthig,  dass  J7<Cl  und  positiv  ist«  Die 
gesuchte  Kurve  aber  ist  eine .  Hyperbel ,  wenn  j__  »  und  \'^ia 

entgegengesetzte  Vorzeichett  haben;  und'dieses  ist  der  FaU,  wenn 
Bneg^thi  ist    JB  kann  niemals  grösser  als  +1  sein;  denn  dabei 
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kJbm  wMa  fOleicteiig  8)  inif  Atti  Widenpiach »  4h»  f»  nqpitif« 
also  y  selbst  imsffiDär  wäre. 

Da  ^=0,  ö^^ssssO,  s.  8.  w.;  so  bekömdut  na»  firdeft  Va* 
[  rwtioDskoeffieieiiten  der  kweiiea  Ordniug^  ttacb  nnd  aaeh 

oder 
S>V:=^j~p^.  I2(a->)  («-*)  .  (1  +;»•) 

oder 

oder  ,        ^ 

Die  fUi|^,  bei  weldier  B  posUiy  ist,  liefert  also .  ein  primlirea 
Grösstes;  und  die  Hyperbel,  bei  welcber  B  negativ  ist^  liefert  ein 
ftimlres  Kleinstes. 

Wie  die  Konstante  iff  bestimmt  wird,  ist  aus  frühe« 
res  Aufgaben  znr  Genüge  bekannt. 

Dritter  Fall.    Macht  man  dieselbe  EinschränkuDg  wie  beim 

dritten  Falle  der  torigen  Aufgabe,  so  ist  -j^ssO,  ^«0,  n>i>W4 
ood  Gleichung  IV.  reductrt  sich  auf 

Man  hat  also  die  identische  6leichuDg 
Danas  ergibt  sich  . 

Die  gesucht«  Kmre  ist  alsofTaf.  Ifl.  Fig.  8.  und  Fig«  4.)  dio 
Grade  ÜT,  welche  genan  mitten  zwischen  n  ood  K  die  Abseist 
wnaxe  durchschneidet,  und  insofern  die  Aufgabe  löst,  als  jede 
Grade  auth  ihre  eigne  Befiihrende  ist .     ^ 

Wie  ^lan  die  Konstante  E  bestimmt,  ist  ^us  ftühje- 
reu  Aufgaben  sar  Genüge  bek«^nnt 

Wil  -^  =  0,  -j-7  =0,  u:  s.  w.  ist;  so  bekommt  man  £8r  den 

^ariationskoefficienten  der  zweiten  Ordnung 


144 

iröfriiti':ttäit  eildenyt',  dfii  'jedenMIs.  dn.  ^liiBimi^Kfeiiiates  iMfc* 
findet. 

'  Sehait  nmr  aiif  Tiif.  IIL  Fig.  3.  iiad  Tsf.  HL  Fiw^A.,  «».sieht 
man,  dasr  das  Üieri  jvfonden^  Prm6tkt:{/TJiiffJlf.JKJVeig9ni\i^k 
negativ  ist,  weil  die  Fa4(toren  UM  und  KJV  entgegengesetzt  sind. 
Ein  negatiyer  AnsdrUck  gilt  aber  ip .  der  Abaly^is  für  desto  Jd^iner, 
je  weiter  sein  Wertb  von  Null  absteht.  Jede  mit  /2 IT  parallele 
Be^lffapende,  i.  B..  V  Wy  aller  ahdern  näcbstanlieffenden  Nachbarkur» 
ven  erzeugt  ein  Produkt ^-4- ^^=^r.ÄW^,  welches  nat&r« 
lieh  auch  jedesmal  negativ  ist,  aber  doch  näher  bei  Null  lieirt,  aU 
das  Produkt  Z/=  Alf.  Ä'TV. 

Beweis.  WM.£II=IK^  so  sind  die  beiden  rechtwinkeli- 
gen Dreiecke  HUH  und  JT/A^  kongruent,  also  sind  di^  £«othe  Jäf3i 
nitd '  ^JV   einander    gleich,    aber    entgegengesetzt.      Dessbalb    ist 

ü:snHM.kN^HM.{—HM)^^HM^.  Weil  nun  FfTpa- 
rallel  ist  mit  MN,  so  ist  VM=WN.  Man  setze  VM=iWN=iDy 
so  ist  /7+ A^=  ^y  •  KW=i  (HM^  TM)  .  {KN^NW\ 
=;=(Ä»— >),[— (Äilfih/^)lF=  — iW#»4-.A%  wie  zu  bewei- 
sen war. 


^     Aufgabe  68.  ' 

(Zu  Oh^fs  D^ht^  des  Grössten  und  Kleinsten.  Seke  206^  $.  44^46.) 

•  Man  zieht  in  einem  beliebigen  Punkte  einer  lebenen  Kofh^e  die 
Berührende.  Aus'  zwei  festen  Punkten .  einer,  gegebenen  Graden  er- 
ric|)tet  man  Perpendikel,  welche  bis  zur  berührenden  Verlängert 
werden;  dadurch  entsteht  ein  Trapez.'  Qierauf  faHt  matt' von  den- 
selben z^ei  .festen:  Punktea  Perpendiktd  auf  die  BerühReade;  da- 
durch entsteht  wieder  ein  Trapez.  Wel<;he  Kurve  ist  es  pun,  wenn 
der  Unterschied  dieser  beiden  Trapeze  te^n  primäres  Grösstes  ode^ 
Kleinstes  ist,  und  alle  in  Betracbt  zp  ziehenden  Kurven  das  nem- 
liehe  rechtwinkelige  Coärdmatens/stem 'haben? 

Die  gegebene  gerade  Linie :(Taf.  III.  Fig.  2i)  «ei  <^X\  yff  un4 
K  seien  die  in  dieser  Graden  gelegenen  bestimmten  Punkte.  Die 
beiden  in  Rede  stehendien  Trapeze-^ nd  a\so  MRTK  und  HMJVK. 
Es  schadet  der  Allgemeinheit  der  Autj^abe  nicht,  wenn  man  die  ge- 
gebene  Grade  OX  als  Abscissenase  nimmt;  in  ihr  nehme  man  ctann 
nach  Belieben  einen  .Punkt  0  als  Anfang  der  Coordiuaten.  Rs  ist 
des  Trapezes  H/lTIClaha\t  =  iJffK.(ff/t  +  Ii(T)',  und  ebenso 
ist  des  Trapdz«s  HMJNK  fnhalt.^i  •  MN .lHM-^iU!i\  hi({  nun 
^H^iim  und  0£'=3pa,  so  ist  nach  Kin)eitung.  der  vorigien .  ;Auf« 

g»uC 


MJV=  ME.  cos  JVME:=iHK.  cos  ÄFÖta^'-Äsi 


—  a 


,'[  '       •; 


1^1 +^5» 


^^^L±^^^^,  ^^d  ÄA^«=24fe^^.    Es  ist  also  Tra. 
pez  HJiTKzzz  ^~^  .I2yH-(flrH-«— 2^)  .;^l5  wnd  weil  die  Ra- 


145 

ültaie  «Btweder  imtthw^  ihre  poskiTe  oder  dwchweg  ihre  nega- 
tire  Bedeotang  repräseotiren,  so  ist  Trapez 

Der  Unterscbied  dieser  beiden  Trapeze  ist'  also 

Durch  ¥«rören  J>ekoiiHttt  baii 

Erster  Fall.    Soll*  die  iz^suchte  Kurve  aus  alten  mö^ichen 
eiBtD4er  in  jedesi  Punkte   nächstaDliegeaden    faerausgewäbU  wer« 

den;  so  sind  bekanntlich  iy  und  -^  dem  Werthe  nacb  ganz  unab- 

bänpg^  von  einander,  und  es  müssen  folgende  zwei  identiscbe 
GleichoDgen  stattfinden: 

Erstens.     Diesen  beiden •  Gleichungen  wird  zugleich  genügt, 
weDD/>=:0;  und  (daraus  folgt 

.       ,.  3)y  =  ^, 

Man  hat  also  die  mit  der  Abscissenaxe  parallele  Geradei  und  die 
beiden  Ti^apeze  HRTK  und  HMNK  fallen  in  ein  einziges  zu- 
Momcii.  mbei  ist  L^sz^O.  ganz  uoabhftngig  ypm  Wertbe  des  or, 
^0  dasa  von  einer  secundären  Beziehung  keine  Rede  sein  kann« 
Da  nuD  besagte  Gerade  mit  der  Abscissenaxe  parallel  ist,  so  liegen 
lue  ihre  Ordinaten  auf  einer  und  derselben  Seite  der  Abscissenaxe. 
Man  setze  also  fest,  doss  die  Ordinaten,  welche  zu  be- 
sagter Graden  gehören,    die  positiven  seien;    dabei    ist 

•och  J  popi  t iv.    Ferner  ist  jetzt  nur  J»  Ö=s2 .  (a— it) .  J  .  (^)», 


I    Dod  es  findet,   eben^  weil  ji  als  positiv  gilt,  ein  primäres  Klein« 

«tea  statt. 

Zweitens.    Den   Gleichungen    1  und  2  wird   auch   genügt, 

wenn  .  © 

'4)  y=0, 

|«ii.  eine  identische  Funktion  von  ^  ist.  Dadurch  ist  die  in  die 
Abscissenaxe  bi neidfallende  Gerade  gegeben  und  es  ist  wieder 
^'=0.    Es  ^8t  aber  auch  J*  £7=3  0, .  und 

^oran  nati  erkennt,  dass  jetzt  von  keinem  Grössten  oder  Klein- 
"cn  die  Rede  sein  kann. 

Zweiter  Fall.  Soll  die  gesuchte  Knrve  nur  unter  allen  de- 
^^^  in  jedem  Punkt^ einander  nächstanliegenden  herausgesucht 
^Nen,  welche  den  zu  der  gerade  gewählten  Abscisse  a:  gehöri- 
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•  \ 

mn  BerShrnigpqniDkt  »{t  einander  gemein  halben;  $0  radvetit  iidi 
die  Gleichung  "l.  auf 

Es  muss  also  jetzt  die  identiscfae  CUeicbnng 

stattfinden.  ^ 

Erstens,    Dieser  Gleichung  wird  genttgt,  wenn /I3»0;  aottit 
ist  wieder  ^        ' 

6)  y=u^, 

d.  h.  man  hat  wieder  die  mit  der  Abacissenaxe  parallele  Grade,  so 
dass  wieder  £7'=:0,  und  J»£^=2(a  — «)  .^  .  (^)»  ist,  aifo  ein 

primäres  Kleinstes  stattfindet»  und  von  einer  seknndären  Begehung 
keine  Rede  sein  kann.    Also  ganz  wie  ii|i  ersten  Falle. 

Zweitens.    Der  Gleichung  §)  wird  aber' auch  genügt,  wenn 

7)  4y+(«4-a-.2^),(34-/'*),/>  =  0  , 

ist.    Bringt  man  die  Klammern  weg,,  so  bekommt  man 

8)  4y4-.3.(^4f.ce4-^2i25)./t^  +  (iy  +  ai-^24?).>*==0. 

DiffierentHrt  man  diese  Gleichung,  so  ergibt  sich 

4  •  £fy+3  .  (if  +  tt  —  ia:)  .  dp ^—^  ,  dar  —  ip^  .'dr 

Da  aber  dy=:p ,  da:^  so  reducirt  sich  diese  Gleichung  auf 

3(i»-h  a  —  a^) .  (1  -♦-/>*).  äp  —  2^:.  (1  -^p*)  .  Ar  =365 
daraus  folgt 


Also  ist 


oder 


dp       .  1    .       2, da: ,         ^ 
.     p       .  3  '  n  +  a^sLr 

log  nat/i«f-| .  log  nat  (a  +  a  — %r)«^  C, 


8 

log  nat/7  +  log  nat  i^a  +  a  — ^  =^ 


oder 


3^ 

Ipg  nat  {p\/a  +  a  ^  2a?)  äC. 

Mit  Veränderung  der  KoiMtanten  kann  man  atich  setzen 

t  , 

](tg  «at  (/?1/ä  +  a  ---  iä:)  =  log  nat  i?, 

woraus 

8  

/?\/flP-Ha  — 2.r  =  Ä 
folgt.    Also  istj  .  ^ 


14  ^  t 
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B 

ud  man  bekoamt  dnrcb  abermaligei  Integriren 

D|ietet  Integ^l  bat  aber  zwei  willkubrlicbe  Konstanten ,  wäbrend 

doch  die   vorgelegte  Differentialcleiebvnff  7)  oder  6)  när  eine  der 

ersten  Ordnung  ist.    Allein  gerade  der  timstand,  dass  durch  Glei- 

obing  V)  die  Gleicbifiig  7)  oder  81  iÜentiscb  Tferden  nuss ,  dient 

daxo,   die    eine  der  Konstanten   oorch  die  atidere  zu  bestimfloreo. 

PÜirt  nae  nnn  die  ans  9)  für  y  und  p  sich  ergebenden  Ausdrücke 

in  8)  ein,  so  bleibt  (nach  ansgeftbrten  Reduktionen)  nur  kB^B*=sS^\ 

s 

4iraas  folgt  Büsz-^VTW,  und  Gleichung  9)  gebt  über  in 

«     s 

10)  y—E+^.V^E(a'\'a~%a;y 

Die  dadurch  darg;estellte  Kurve  ist  die  Tl^ll'sobn  Para- 
bel   Hierbei  ist  ferner 

% 

's 

nod  somit  biiogt  ea  ?oa  E  ab,  ob  ein  primftres  6riis«tea  odof  Klein- 
ite»  itaftfii^det.  ^  . 

Dritter  Fall.  Soll  man  nur  unter  d^ne«  einefidei:  in  jedem 
l^oskte  nächstanlie«;enden  Kurven,  welche  her  der  gerade  genom- 
aenen  Abscisse  a:  lauter  parallele  Berührende  iJMeu^  ^iM^Xfied  f}i^ 
lu  dieser  Abscisse  a:  gehörigen  Berührungspunkte  der  hier  in  Be- 
tracht zu  ziehenden  Kursen  in  verschiedenen  (jedoch  einander 
Bächstanliegenden)  Entfernungen  von  der  Abscissenaxe  sich  b^fin- 
<l€o  können,  diejenige  heraussuchen,  wobei  das  ^.grösser  oder 
Ueiner  wird  als  bei  allen  andern  so  geeigenschaftetcn  Kurven,  so 

"*  J***'  "d^^^^i    "5j^^^^^*  "•  ^*  ^*'   ^^  Gleichung  'I.  reducirt 

rtchauf 

0 

I^rsns  folgt  /'==0,  und  somit  ist  yr=zA^  d.  b.  man  hat  die  mit 
'er  Ähscisfe^aze  paralleU  Grade»    Aber  eben  weil  ^=0, 

.         10* 
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/ 

> 

--T-^  =  0  u.  8.  w.  ist,  89  ist  aacfa'  d^ü^szO^  d*üsz%  u.  8.  w.  omi 

■lan   erkennt,   dasB  von  einem  pnmären  Grö88ten  oder  Kleintten 
keine  Rede  sein  kann. 


Aufgabe  70. 

•     '  '  ■  ' 

(Zu  Obm*s  Lehre.  d€s  Oroasten  und  Kleinsten.  Seite  216.  $.  48.)« 

Man  soll  unter  allen  auf  dasselbe  rechtwiakiiMge  Coaivdinate8r 
System  bezogenen  ebenen  Kurven  diejenige  berauaspicbiBn ,.  :wel- 
cne  in  jedem,  ibrer  Punkte  die  Eigenschaft^  hait,  djias.iiii  dea 
zu  irgend  einei*  nacb  Belieben  gewählten  Abqcisse  ^x  gehöriges 
Punkt  das  von  der  Normale  und  den  beiden  Coordinatenaxen  ein- 
gescblosa^ne.Drefteek  grösser  oder  kiejnet  wird^  aU  bei  alLenan^ 
Sern  der  gesuchten  Kurve  in  jedem  Punkte  nächstanliegenden  Nach- 
barkurven der, Fall  sein  kann,  während  die  gesuchte  Kurve  nur 
aus  der  Zahl  derjenigen  herausgewählt  werden  darf,  bei  denen  das 
um  das  Quadrjit  dieser  Abscisse  verminderte  Produkt  der  Abscisse 
und  Subtangenle -den 'liest immt  gegebenen  (positifen  oder  nega- 
tiven) Wertb  A  hat. 

,  ^  ^ei>  (T^f.  IIU  Fig.  $.)  iSTei^  beliebig  gewählter  Pankt,  dor«h 
welchen  die  Normale  gelegt  ist;  dann  C^i9  das  auf  vnrgaschriet 
bene  Weise  begränzte  Dreieck,  wenn  0  als  , Anfangspunkt  der 
Coordinaten  gilt.    Nun  ist  die  Gleichung  der  Normale 

wo  or"  und  y^  die  veränderlichen  Coordinaten  der  Normale,  nsd 
a:  und  y  die  (übrigens  gleichfalls  veränderlichen)  Coordinaten  des 
Punktes  der  Kurve  sind-,  durch  "den  man  gerade  die  Normale  \^\ 

'  dt/ 

ferner  ist,  wie  gewöhnlich,  p  statt  -^  gesetzt.    Für  den  Punkt  D 

ist  y^säb,  und  somit  folgt  ous  obiger  Gleichung  OMh=ia/'=My^x\ 
für  den  Punkt  C  ist  ^  =  0,  und  somit  folgt  aus  obiger  Gleichnsg 

ÖC=y"=^y^..  Des  Dreiecks  OCD  Inhalt  ist  i^^.OCOD 
und  sonach  bat  «an 

*>  ^— — ^5 — ^ 
Ferner  bat  man  für  die  hier  vorgeschriebene  BedingungsgleTchuDg 

0 

Erste  Auflösung. 
Variirt  man  Gleichung  L,  so  bekommt  man     .    ^  , 
III)  *t^=a(;,y-^^)  .  («Jy^-ff^ .  g> 
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Am^eichimg  Ikabei- folgt: 


yi)^=i-i't.'-'.^ 


EÜBioiit  mokii  ^  ans  lU.^  jm»  bekommt. man 

"^■^  "^^"^^^  •  (^y+^) .  (¥*-^)  •  *y- 

Soll  Dun  SU=0  werden,  so  pinss  entweder  3;7y^-^=r6  oder 
pf^a:=:0  sein. 

Etstens.    Ans  3^y— ;r=:0  folgt  3y*  —  ar*=rÄ.     Dieres 
ist  die  Gleichung  eii^er  Hyperbel,  deren  Coordibateh  in  O 
I     anfangen.     Man  bat  aber  vor  Allem  zu  untersucben,  ob  durch  diese 
€leicbuDg    auch    Gleichung   II.   identisch-  wird.      Man   führe   also 

\     Vi  .  (or*  -*.  B)  statt  y,  und  ^/^.   ,     -^;  statt  p  in  Gleichung  IL 

ein,  und  berücksichtige,  dass  die  Radikale  entweder  durchweg  ihre 
pQgJtiye  oder  dnrchweg  ihre  negative  Bedeutling  bähen.    £s  ergibt 

rieb    ^^^'  "^"^^  .  or  — or*  =:=^,  oder  B)=J.    Soitoit  ist  die  to\U 

kommen  bestimmte  und  keiner' weitern  N^benbedingung  mehr  un- 
terliegende Gleichung  A^t  gesuchten  Hypei'bel  3^*  —  as"^  -zzzA.  jDpr 
ter  diesen  Umständen  geht.  GJeichuug  Iv.  über  in 

> 

Ferner  ist  £/'=z=-j-  .p^|(^*+-4);  und  man  erkennt,  dasa  die  fiili 

^'  und  S^ü  hergestellten  Ausdrücke  zweideutig  sind,  weil  sie  das 
Radikal  als  gemeinschaftlichen  Faktor  enthalten.  In  solchen  Fäl- 
len pflegt  man  sich  dahin  zu  entscheiden:  Eis  findet  ein  Kleinstes 
^^t,  wenn  V  und  i'^  U  einerlei  Zeicbei)  haben ,  und  es  findet  ein 
Grosstes  statt,  wenn  fJ*  und  d^  U  entgegengesetzte  Zeichen  haben. 
Demnach , findet  hier  eiii  primäres  Kleinstes  statt;  denn  V  und 
^^^  haben  unter  allen  Umständen,  einerlei  Zeichen. 

Zweitens.  Aus  />y-H«a?=0  folgt  y*-+-ir*  =  r',  d.  b.  die 
Gleichnng  eines  Kruses,  dessen  Mittelpunkt  in  ^  liegt,  so  dass 
die  Normale  durch  0  gebt,  und  das  auf  vorgeschriebene  Weise 
Jegränzte  .l>reieck  Null  wäre.  Man  untersuche  nup  vor  Alleni ,  ob 
durch  die  hiesige  Gleichung  auch  Gleichung  II.  identisch  wii'd,  und 

fähre  zu  diesem  Ende  V/r*  —  jc*  statt  «r,  und  .-7^^—  statt  >  ia 


L. 


IM 

VTT 


Gieicbniy^  VL  efü.    Halkl^ch  bekoämt  iüÄii   "^^^^- ,.a»— »^»s^^ 

oder — (r* — o?*)  —  a:*=A  oder  *-^r'=-^,  so  das«  der  Kireis 
nur  existiren  kann,  wenn  der  Werth >i  4er  gegobcmi»  PiffpreMi 
negatiy  ist.    Unter  diesem  UmstäDden  ist 

Dieser  Ausdruck  4st  wegen  des  Radikals  Kr*  —  a:*  zweideutig; 
und  da  jetzt  i7==0  nichts  mit  diesem  Radikal  zu  thun  hat,  so 
muss  man  sich .  dahin  eMscIiiftid^n ,  düs^^ler  weder  ein  GirMites 
noch  Kleinstes  stattfinde.  Dieses  wird  'aber  auch  noch  durch  fol* 
gende  Betrachtung  bes^ättigt:  Die  Aufgäbe  fähH  •  awf  einen  be- 
stimmten  Kreis  o.  h.   auf  einen  Kreis  mit  dem  bestimmten   Halb- 

nus^er  1/  —  -^..  Aber  nicht  allein  bei  diesem. Kreise,  sondern  auch 
bei  allen  anderA  Kreisen  wird  I7'<=0,  so  dass  n^an  nlxter  alUn 
mögliohen  Kreisen  keineo  heraussuchen  kann^  bei  welchem  V 
grösser  oder  JUeipaer  ^in  könnte»  als  bai«  ^Uen  ayidern«  . 

*  j  * 

Zw^t^  AvflBsd^ng.  — 

t)h  Aih  ^e^nchte  FünliCiän  y  yoti  ^r  andi  -der  Gteicining  IL  ge-^ 
Biigen  mils^;  so  wM  die  gesuchte  Funktion  irgend  eia  Im^ffnX 
der   Gleichung  II.   seiii»     Man   integrire   also,  GUeichiiBg  il.»  .und 

forme  sie  deshalb  yoiher  um  in  -~  =  ^jrVlf«  Dwaiüi  folgt  durch 
Integration 

log  nat  y=s^  log  nat  J^-Ki.log  nat  {jkt^  +  J)^ 
od* 

lopr  nai  ,y = i  .  lag  nat  [E .  (ä*  -H  ^)I, 
oder  '  . 

log  nat  y=±log  nat  V^£(a^^  +  -^J, 
Hill  «onaeh  ist 

Das  E  muss  ,aUo  so  beschatfen  sein,  dass  das  Produkt  J&.(^'+4) 
positiv  wirdl» 

Fuhrt  man  nun  l/F7(5*"+35J  statt  y,  und  ^  ^,'f  statt 
p  in  Gleichung  I.  ein,  so  fo^omnift  man 

man  erkennt  nun  ata  der  für  y  gefundenen  Funktion,  daks  zu  stetig 
neben  einander  liegenden  Wertnen  des  E  auch  atetig  neben  einan- 
der liegende  VTertne  des  y  gehören;  ebenso  erkennt  man  an  dem 
für  /y^bergestetlten  AusdrufäiLe,  dass  zu  stetig  ufbeii  einander  Jiß- 
gienden  W^iheik  ^^h  E  auch  stetig  neben  einander  liegende  Werthe 
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des  ü'  geMrai«,  Du  bod  sa  wisseil,  wemi  ü'  ein  priaires  Gross- 
tef  oler  Kleiittes  ist,  diffi^rentiire  bmi  17'  nack  ]&'tiiul  bud  be- 

kowt 

El  kam  also  ^=^0  werden  entweder  wenn  S^-^lasO  oder 

Erstens.  Wenn  3^^-*l=£0,  so  ist  Ez=z\y  nnd  ninn  hat 
yszV \  ^(a^*  ^  A)  oder  V  ^ or* i=: ^«  Diffefentiirt  mn  ne<h 
eis  nal  nnd   flihrt  man   dann  für  E  den  Wertk  •{-  ^?  •<>  Mt 

^=27Är.  l/i.<a?»+^    Femer  ist  17'=: ^ . l/|7ppM^ 

isd  4n  die  fir  f*  17  nnd  17'  bergesteUten  Ansdröcke  das  Eadikd 
ik  gesieinschaftlichen  Faktor  entoalten,  so  erkennt  jnam  dass  i^  U 
Dod  £/'  unter  allen  Usiständen  einerlei  Zeichen  haben »  und  kann 
üeb  dahin  entscheiden,  dass  ein  primäres  Kleinstes  stattfinde. 
Also  Alles  wie  beim  erstes  Fall  d^r  Torigen  Anflösnng. 

Zweitens.      Wenn    i& -|-  1  =  0 ,    so    ist   -ß  =  —  1    nnd 
f  =  V —  ^*  —  A   oder  y*«4-ar*  =  — A^  worans   benrorgebt, 

Im  A  jedenfiatts  negatf?   aein    nMusa.     Ferner   ist  jetzt  -^^^ 

=  — x  .  \^ — or* — A.  Dieser  Ansdrnek  ist  wegen  des  Radikals 
xweidentig;  nnd  da  jetzt  £7'  =  0  nichts  mit  diesem  Radikal  zu  thun 
liat,  80  mnss  man  sich  dahin  entscheiden,  dass  hier  weder  ein 
Grösstes  noch  ein  Kleinstes  stattfinde.  Dieses  kann  man  auch 
dardi  die  am  Sehlnsse  der  yorigen  Auflösung  gemachte  Betrachr 
tnog  noch  weiter  bestättigen. 


Aufgabe  71. 
(Zu  Ohm's  Lf  bre  des  GrSssten  und  Kleio9ten.  ßnte  216.  9*  ^)> 

Man  zieht  durch  einen  beliebigen  Punkt  einer  ebenen  Kurve 
<Iie  Berührende,  hierauf  (ällt  man  aus  zwei  in  der  Ebene  irgend- 
wo festliegenden  Pnpkten  Perpendikel  auf  diese  Berührende.  Wef- 
elie  Kurve  ist  es  aber,  wenn  die  Summe  dieser  beiden  Perpendikel 
«n  primäres  Grösstes  oder  Kleiostes  ist,  während  die  gesuchte 
Kurve  nur  aus  der  Zahl  derjenigen  herausgewählt  werden  darf,  bei 
welchen  allen  die  Berührenden  immer  durch  den  nemli<ihen  gege- 
ksen  Punkt  gehen  ? 

. ,  /)  sei  (Taf.  lU.  Fi^.  2.)  derjenige  feste  Punkt,  durch  welchen 
^  Berührenden  aller  hier  so  betrachtenden  Kurven  gehen  soUen; 
^ nid  JE  seien  diejenigen  Punkte»  von  welchen  ans  «uin  Perpen* 
dikel  ,attf  die  BerähmMS  A%i  gesuchten  Kurve  zjehep  sali.  Man 
lifs  eine  Linis  OX  durch  die  ^eidMi  Punkte  ^nnd  JK,  und  neh|ne 
j^ese  Linie  als  Ahscissenaxe  an.  Man  «ehe  durch  den  gegebenen 
^okt  J}  ein  Perpendikei  auf  <9X  Dieses  Perpendikel  YO  nehme 
>tta  als  Ordinatenai^a^  so  ist  der  Punkt  O  der  Anfapg  der  Coordi- 
«alcD.  Die  4ii«r  in  Bede  «tebendea  Perpendikel  sind  UM  mA  KN. 
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Nun   ist   y — ys=:(^  —  or)  .  ^  die  Gleichaog   der    berährendeB 

Graden  JFT.     Für  den   Punkt  jD  ist  ^  =  0,   also  ist    OBtsiif 
=  y — pa:.    Ferner- bat  man  nach  den  vorhergehende«  .  Aufgaben 

jMf=S:±^^^fL£,    „„d    KJV=^^^i^^.     Man    hat   also 
jetzt  die  Aufgabe:    Es  soll  *  ...   ^  . 

ein   primäres '  Grösstes  od^r  Kleinstes  werden ,  während  nodi  die 
Bedingungsgleichung 

;  U)  y— ;i^  =  ^ 

stattfindet,  wo  ^  einen  hestimmten  koi](s^anten  (positiveD  oder  ne- 
gativen) Werth  liat. 

Erste  Auflösung. 

■  '  ■  ...  •  ' 

Man  variirt  Gleichung  I.,  so  bekommt  man 

Ml)  J£^==p;=4==».,[2.(lr*-;»«).<ry-fr(»+«-r2*-?Spy).S]. 
Aus  Gleichung,  II.  folgt 

Führt  man  diesen  fiir  dy  gefundenen  Ausdruck  in  Gleiclinng  Ül. 
^in;  so  bekommt  man  «      .         .^ 

Es  ist  also 

VI)  flp  +  o  — 2,;iy-f-2;i»  .4r=0. 

Um  aber  diese  Gleichung  zu  integriren,  diffierentiire  man  sie  zuvor 
noch  einmal,  und  man  bekommt  — 2p  ,  dy  —  2^ .  dp -^ hpjp  ,  dp 
-I- 2/>' .  <3to  =  0.  Weil  aber  dyz=zp  ,  da:^  so  reducirt  sich  .diese 
Gleichung  auf  2  .  (2/^^  —  i/).dp=:0,  und  dieser  Gleichung  ge- 
schieht Genüge,  entweder  wenn  dp=zOy  oder  wenn  2/?ar— 'y==Q. 
Erstens.    Wenn  dpizizO,  so  ist 

'  -  <  • 

d.  h.  man  hat  die  gerade  Linie,  welche  insoferde  die  Aufgabe  löst^ 
als  jede  Gerade  zugleich  ihre  eigene  Berührende  ist  Diese  ^lei- 
chnng  enthält  aber  zwei  willkührliche  Konstanten,  während  doch 
die  vorgegebene  Differentialgleichung  \h  nur  von  der  ersten  Ord- 
nung ist.  Aber  eben  der  Umstand,  dass  VI.  durch  VU.  identisch 
werden  muss,  ^^^nt  dazu,  um  eine  der. Konstanten  durch  die^  an<' 
-  dere  zu  bestimmen.  Man  führe  also  Ax^B  statt  y,  und  A' 
statt/»  in  Gleichung  VI.  überall  ein,  und  redutire  so  viel  ala  möp 
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lieh,  80  bekömmt  man  a-*-a  — 2JLB  =  0,  ftlso  ^=s  ^  ,  und 
Gleidmng  TII.  geht  über  in 

■  T|II)y=^.^+^. 

Dikfcb  dieve  Gleichnng  muss  aber  ancb  GlcichMgll.  identiicb  wer« 
den;  mn  fubr«  aba  ^±^ ;  ar^  Ä  »täit  y ,   und  ^5^  slatt  ^ 

in  eieichuDff  iL  ein  5  nnd  es  «rgib<  neb  As=«;  Glelchuiig  VllL 
leht  alko  über  in 

M  dasg  die  Gleichnng  def  gesuiibten  Grad^  yollkommen  bestimiht 
ttt,  «nd  keiner  NebenbediDg^Bgmehr  unterworfen  werdend  kann. 
Aach  ist  £7'=  V/(a  +  «)»  +  4g*  ^  .  un4  unter  Beriicksichtigung 
illes  Vorhergehenden  ist  .   --    ^ 

«  t 

Dss  Radikal  V  (a  +  a)* -+- Ag^  ist  hei   den  fiir  V''nni  8^Ü 
kergestelltcn  Ausdrücken*  g^raeindchafUicher  Faktor;  und  somit  er- 
kennt man,  dass  Z/'' und  J»  Gunter  allen  Umständen  entffegenge-  . 
»etite  VoTzeicben  haben.    Desshalb  entscheidet  n^an.fiicb  dabb,  da^  ^ 
ein  primäres  Grösstes  stattfinde!;.    Weil,  ferner  der  Werth  des  C7 
von  X  sanz  unabhänffiir  ist,  so  kann  von  einer  sekundären  Be- 
nebimg  keine  Rede  sein. 

Zweiten^.  .  Spt»t  man  2^»^  — y— 0,  so  bekommt  man 
y»=Cr,  d.  h.  die  Gleichung  einer  Äpollonischen  Parabel. 
Da  aber  dieses  Integral  Jioch    die  Gleichung. VL  identisch  machen 

ttuss,  80  führe  man  V^^^  statt  y,  und  -r^^  statt  p  in  Gleichung 

VI.  ein,  reducire  so  viel  als  möglich^  und  es  bleibt  a+a—-^- — v; 

also  ist  C=:2(aH-a),  und  die  Gleichung  der  gesuchten  ApoUo^ii- 
«eben  Parabel  ist        1 

X)  y»z=2(a-|-ct).^l 

D«  aber  Gleichung  X.  als  Integral  von  Gleichung  Vi.  gelten  mns^ 
währead  diese  Gleichung  X.  keine  wilfkübrliehe  Renstante  »ehr 
«otbält,  auch  kein  besonderer  Fall  von  Gleichung  VIII.  ist,  so  ist 
€leichang  X.  ein  singttläres  Integral  von  Gleichung  VI.  Nun 
80II  aber  durch  X.  auch  noch  II.  identisch  yyerden;  man  führe  also 

^W^^a).a:  statt  y,  und  i .  |/^'(^J*-«>  statt  jp  in  Gleichung 

•Überall  ein;  und  man  bekommt  | .  V^2(a  +  a)  .  ^  =  «'-  Diese 
Sicicbasg  ist  aber  keine  Identische,  und  somit  kann, dieser  «weite 
^11,  welcher  auf  ein  singuläres  Intiegial  fuhrt,  nicht  weiter  berück- 
ncWgt  werden.        v         •  '■..••....  •'-.-.  •».• 


■  \        • 


IM 


2i weite  Anflf^inttg.'  ^ 

Da  die  gesuchte  Funktion. y  von  w  auch,  der  Gleichung  IL  ge- 
nügen mos«;  so  wM  die^e^ntiite  FonUipfi  irgend  ein  Integral 
Ton   Gleichung  IL  sein.'    Man  tntegrire   also  Gleichung  IL,    und 

fmae  «le  ^  idiecnm  Btide  um  >«  r~:^  7«  Daralw  €olg^ 
y=ss«^Hr-^^.  Man  filhee  «li^  ^cor+g-  st^tt  jfi  and  r  ftwtt^  in 
Aeichntiii!  Iv  Überali  ebl.sa  hekooinit  im»  y^s=^  v>uLa-m^*-^* 

An  der  Gleichung  yz=ze3ß'\'g  erkennt  man,  dass  zu  steäg  neben 
einander  liegenden  Werthen  des  c  anch  stetig  neben  einander  lie- 
gender Werthe  des  y  gehören;  -ebenso  erkennt  man  an  der  Glei- 

cfaufg  <7^ggi  jjiiu  III    ,'dasa'jm  stetignebea  einander  liegenden 

Werthen  des  c  auch  stetig  heben  einander  liegende  Wehhe  des  tP 
gehören,  um  nun  tu  wissen  ,*  Wenii  £/'  Mn  «SrVsstes  oder  Klein- 
stes ist,    differentiire    man    V  nach  c,   und   es   ergibt  sich    -jr 

==^'^a)f?  tiarw«&lgi^+-ii'-^%»«=fÖ,  afso  c=^^,  und 
man  bat  wi^er 

wie'  schon  \xk  Gleiehtong  X.  geftin4en  ist  DitferentKrt  man  üoch 
ein  infal,  so  bekommt  nnin  im  Allgemeieen 

nnd(  wenn  man  den  fSr  c  gefundenen  Werih  emfubrl,  fie  ist 


daran , erkennt  man  wiedei^>  dass  ein  primäres  Grösstes  stattfindet, 
wi^  bei  d^er  ersten  Auflösung^  ^ , 

E^  ist  bemerkenswerth,  dass  dieite  xweite  Anfl'osnng 
ntir  auf  'den  Pall  ffehrt^-  welcher  mit  dem  in  der  ersten 
Auflösunff  erhaltenen  allgemeinen  Integral  nberein* 
stimmt.  Der  Grund  dayon  isi  aber  der,  dass  das  in  der 
ersten  Auflösung  erhaltene  singulare  Integral  gar  kein 
l^nitegcral  det  Ctlt^icbuHg  IL  itit,  und  somit  die  zweite.  Au£- 
Ij^snv^^  weleiie  ffans  allein  vom  Integral  der  Glei.i^hujsg 
IL  aasgeiht,  auch  nicht  auf  besagtes  singulare  Integral 
filliren  kaftn»  Die  zweite  Auflösung  ist  also  ebenso  voll- 
I  wie  die  erste^ 


An/gabe  72» 
fZa  ^mi*s  Lehre  dm  Gtfosatenimd  Kk&lstmi.  Seite  21^  $.«&). 

Man  soll  unter  allen  auf  dasselbe  rechtwinkelige  CiMirdinaleik 


WH 

% 

kp(t%m  iMcog^eii  ebcseii  Kurt««  tfgleaiy  henwugnAetf»  bei 
nvklier  f%r  de«  so  iqipetid  eiaer  nadi  Bcmbea  ce^rüklUii  AktdMH 
4r  j^börigen  Podkt  das  tod  diBr  Normale  «od  oeo  beiden  Coordi- 
Bacenaxen  ^lAg^scblossette  Dreiedk  grötfier  oder  kfelner  wifdv  ali 
bei  JalJen  anderp  der  gesucbten  Kur?e  iii  jedem.  Punkte  nicbatan« 
liegenden  NacbDarkarven  deT  Fall  sc^n  kann,  t^äbrend  die  ge«atbt^ 
Kurve  adr  «na  de^  Saiil  4eijeni|^  berau  geMUl  wmtden  durf» 
M  welcMtt  die  DifiaftDay  die  a#i8cfaen  deii  {ualaale  4tr  Normale 
nnd  dem  doppelten  Qnadrate  der  Abscitae  stattfindet^  den  b«-» 
atlmviten  «egebanea  {aoaiAmi  oder  negativen)  IVe^tb  ji  bat 

Ba   isl  Cn^  IlL  F'ig.^.h  wie  in  Anfgabe  70.»  ^aa   Dreieek 
€0B  4m»  anC  vorgeaebrieb^ne  Wtfae  begtintte;  und  sein  lahatt  iat 

iHe  Normale  ist  y.jiXl+Z'^j;  Md  die  yorgescbriebene  Bediognnj^i« 
gleicbung  ist 

II)  y*  •  (1 +/>•)  — 2a?«  =  ^, 

Variirt  man  Gleichung  I.  und  II.,  und  eliminirt  man  ^;  so  be« 
kommt  man 

liiM^«=^~;r-<Wr^<M^+*)-<''*^l)-^- 


Bier  -^ird  ii/rnsQ^  wenli  eiale  von  4ea  .folgenden  4fei  fiieiobnngea 
staltfia4a(t 

V 

^^  — a?=0  ö*e^f>y+Är=0  ödef>*-i^l=i=ft 


d.  h.   die  Ohücbvng  einer  gleicbseitiren-  IlTpeH^l.    Man  bat  al>er 
tor  Afl^m  zu  untersttclten}  ob  dadatch  M^b  vleieb 


EiTatenii.    Setzt  iiifan/%~^rt=30,  ^  ergibt  sieh  ^*^^*=&^ 
^    ....         ..  \    k 

iebteg  IL  Mentis<A 
wird  ^  und  fnbre  au  diesem  ^ade  ar^-^JB  statt  y*,  und  ^%^.^ 
ktattp"*  in  Gleitbu^  II.  rin.^   Oadattb  b^ttkMMtft  man 

<aH»  Hh  Ä)  41 +-:~j7)  ^iL«p»  ==  jrf  odeir  *  «s  ^, 


Soihilt  fst  4ie  VollkomBwn  bestimmte  Glekboi^  d^  igesophtea  ^eicb- 
e^itigetaf  Hy|i^*bel  y^^-^jr^'ssitf,  inreLobe  lieinar  Nebenbedmgong 
1^^  niiftefwötfea  werden  l^aan.  Unter  diesen  €«Mtättden'  be^ 
kommt  man 

( 

d»  U=:  (— )*  .  Ja: .  (V/5»+2) .  V>  wnd  U=z2a: .  Va:^+A. 

Da  die   für'  ü^  und  i*V  bergestiellten   Ausdrücke    das   Radikal 

\/si*  -f-i  3  als  g^meinscbafibKcben  Faktor  entbalten,  so  muss  man, 
wie  \^  den  beiden  vorigen  Aufgaben«  beachten,  ob  dieselben  mit 
einerlei  od<er  mit  entgegengesetzten  Vorzeithen  rersebeil^  sind*  Sie 
sind  mit  einerlei  yarvieicben'  versehen,  wenn  sf  nnd  Ajs  gleichzei- 
tig positiv  oder  gleichzeitige  negativ  sind ;  in  diesem  Falle  entschei- 
det  man  sii^b  für,  ein  Kleinates.  ^Widrigan&lla  entscheidet  man  sich 
^  ein  Gioaatai.  ^ 


) 


d.  b.  dfe  Gleicbuiig^  eines  Krevtes.  FiibMt-aiaB  aberr'-^^ 
statt  ji»  und.  ^«L:^.  ^^^^  Z'*  *■  Glekhuag  II.  ein,  so  bekoftoit 

man  (r»  —  o?»)  •  (!  +:ftZI^)  —2^?  =t/^»  ^^''«'^S if*  -^  2S:r *  =  ^ 
firi|rt.  Letatere  GMiebBiiff  ist  aber' keine  Identifiiebe' und' «omit  irt 
dieser  sW^ite  ^all,:Welc&r  dem  Kreift  als  Resultat  liefett«  unza* 

Uriitetts.  Setzt' nan  ^*  ^^ml xbb4H  so  bekommt  man  i/^adblf 
woran»  ^:i=:±Ji:-+-Cfelgt  Führt  man  jetit  (db^-f-T)»  statt 
j^^,  «Di'l  statt  /B^'  'In  GPeiebiAig  II;  ein»*  sov  bekomüt  .man 
rd=Ä?+C)».(l-f.l)  — 2^»  =  ^,  woraus   ±2Cir+.26>=^ 

Letztere  Gleichung  ist  aber  wieder  keine  identische^  und  somit 
darf  dieser  dritte  Fall,  welcher  die  grade  lyinie  als  Resultat  liefert, 
gieichfalls  nicht  berüeksichtigt^rerdea.  ^^"^ 


■j- 


'"i ' '  ■ 


Aufgabe  79. 

(Zu  Ohm^s  Lehre  äes  Giossten  und  Kleinsten.  Seite  220.  $.  49— ^51.). 

'. 

Man  hat  zwei  mit  einander  parallele  Graden,  und  man  sucht 
eine  auf«  cfih  rechtwinkliges  Obordinatc^nsystem  _  bezogene:  ebene 
Kurve,  welche  in  dem  zu  einer  nach  BeJieben^enommenen  Abscisse 
47  gehörigeh^Pihikte  die  Big>ensebafit;  hat,  dass,  wenn  mto  den  jdie- 
sem  Punkte  der  Kurve  entsprechenden  Kriimmungsmittelpnakt.. auf- 
sucht, und  die  senkrechten:  Entfernungen  dieses  Kr ümmuQgsmittel- 
punktes  bis  zu  den'zwei  parallelen  Graden  niinmt,  dasProdukt 
Mider  Entfernuuf^en  ein  primäres  Grösstc^s  oder  Hleins^^^  d.  h. 
-^i^ser  odejt  kleiner  wira,.^ls  bei  den  zu- dfr  nemltcheip. Abscisse 
aif  gehörigen  P;ttnk4:en;^lier  aftdern  ^uf  dm^dbe  rechtwinketige 
Coordiuatensjstem  bezogenen  und  der  gesuchten  Kurve  in  jedem 
Punkte,  nächstanliegenden  iKachbarkurvetl  der' Fall  sein >  kann. 

Die  beiden  gi^ebenep  parallele n^iGeiiideA  (Taf.JU.  Fig.  7^) 
seien  MN  und  PU-  Die  Durchführup^g  der  Aufgabe  wird  verein- 
facht, '^eui  foai^  auch  4ie  Abscissenate  m|t  4en  zw^i  -gegebenen 
Geraden  parallel  nimmt.    . 

V  sei  der  zu  der  grade  geniommeaen  Aiwcisse  0Ot=La:  gebö* 
rige  Krömmungsmittelpunkt.  FT.untb  ¥ii  sind  also  die  beiden  in 
Rede,  stehenden  senkrechten.  Entternongen.  Die  Gleichung  deir  Li- 
nie MA  sei 

und  die  Gleichung  der  Linie  P€l  sei 

Es  i^t,  abo  WJl^^m  und  WT=:n.     Die/Ordinate   des   Krüm- 
mungsmittelpunktes  ist  lfT=  y  +  •      ■^' ;  'tetfd  desshalb-  ist 
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WO  wie  gewobolicli,  zur  AlkurzUDg  p  statt  ^  und  7  statt  ^s  go* 
ietatt  wnr^    Das  bier  io  Rade  stehende  Produkt  ist 

Variirt  nan,  so  bekommt  man  im  Allgemeinen 


'S 


Erster  Fall.  Soll  man  die  gesacbte  Kurve  aus  allen  mög* 
lieben  eiaander  in  jedem  Punkte  nächst^liegenden  beranssoehen ; 
so  kann  nur  Ci^gende  Glejcbuog  st|i|tQnden : 


V)  2y-^-.W+^^ü±£!>=xO.  . 


*»i  . 


Diese 'Gleicbnng  fo^v^  aieb  ^radean  um  &l 

^i-  ^ H-i^ 0 

und  wenn  man  diese  Gfeichung  mit/^ziz^-multiplicirt,  so  Bekommt 

man  -  -  .  • 

?*i i^-y»  =0 

Dnrcfa  Integration  bekommt  man 

log  nat  (2y— «I  — i»)-f^log  nat  V^H-/>*=C 
oder  mit  Aeuderung  dlär  Konstanten 

log  nat  [{iy ^m  —  n).V\  +/>>} «log  nat  A 
od^r  '*  '    •   • 

^2y  — *•  — iii).W^I-^-/>»=:^. 
Daraus  folgt 

nnd  weno  man  noehmalB  integrirt,  so  ergibt  lich 

a:-\-  B^i=i^i  .V  A*  ->-{^—m  —  m)^ 

VI)  (ar -i- Ä)»  =  4 .  .<»  —  i .  (2y  —  •»  —  »)» 

odev;  „■'■•;  .,  ,.       ■.  •,  .^ 

Dieses  ist  aber  die  Gleichung  eines  Kreises^  dessen 
Durchmesser  =^  ist  und  djessen  Mittelpunkt  genau  mit- 
ten zwlsch^en  den  beiden  gegebenen  Parallelliaien  liegt. 
Er  löat.in  sofern  die  Aufgabe,  als  er  in  jedem  seiner 
Punkte  auch  z4igleicb  sein  eigener  Krümmungskreia  ist.' 
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Die  "lilMeB  wfjlkfirlicliini  konstanten  A  und  B  auiclieD,  dam  Ma^ 
diesen  Kreis  noch  z#tt  Nebenbedingnngen  unterwerfen  kann.  Der; 
gleichen  sind  a.  B«: 

1)  Der  Kreis  soll  durch  xwei  feste  l^unkte  (/,  g)  und  (A,  ÜJ 


ffehen.     Für  diese  icwei  Pilnkte  geht  Glakbung   VII«    bezngl 
Sber  in 


^ 


und 


üff-^l^'+or+^-^cf)'» 


(* 


■-)«-*-(Ä+ii)»=(4)' 


und  ikiittelst  dieser  beiden  Gleichungen  lassen  sich  bestimmte  Wertfi^ 
fir  A  und  iff  ermitteln.    Oder 

t)  Die   gesuchte  Kurve  soll   durbh   den  leiten  Punkt  (/,  ^ 

fehen  und  die  zu  diesem  Punkte  gehörige  Beriihrende  a«ll'  mit  der 
bscissenaxe   einen   Win|^t  einschliessen,   dessen   goniometrisclie 
Tangente  =sA:    Aus  Gleichung  YH.  foUgtr 

p|nd  man  hat  jeta^t  folgende  zwei  Gleichungep: 


(g 


niid 


und  mittelst  dieser  beiden  Gleichungen  la^s^^  sich  irieder  bestiainte 
Werthe  för  A  und  B  ermitteln.    Oder 

3)  Die  gesuchte  Kur^e.  soll  durch  den  lösten  Puul^t  (/,  g) 
g^hen  und  £e  zu  der  bestimmten  Abscisse  h  genörige  Berühread^ 
soll  mit  der  Absciase  einen  Winjtel  ein^chlieBseo^  dessen  ^oniosie- 
trische  Tangente  ==  K.    Hier  hat  man  folgende  zwei  Gieichangeo 


(<r-^^)' +(/+>»)•  =?t4)' 


und 


jrsö  — 


h  +  B 

t  I       I  !  ■  i: 


woraus  «ich  wieder  bestimmte  Werthe  für  A  und  B  ermitteln  las- 
sen.   Oder     •  '    -  •>  ,        .     ^         »     \     ' 

.  4)  Die  zur  festen  Abscisse^  gehörige  Normale  und  Stthnon|iale 
sollen  bezüglich  die  Längen^  n  und*  k  haben.  Hier  bekommt  inaD 
die  Gleichungen  -^    .    •     .   -,     •       _.  .♦ 

^Ä-j-,  upd 


r  ' 


■  '     T        •  I'    n 


)  • 


IM 

wonw  ridi  ivleder  hta^mmtm  Werth«  Ar  A  Md  B  ermlMbB  im^ 
KB.   Mer 

&)  B«  d«r  festen  Abecitte  /  soll  der  4|iietl9Dt  det  SnbtaaaeBte 
ii  die  (SobBomale  des  beetuiMte»  Werlb  ^  baben^  Und  bat  der 
Mea  AiMcisae  A  toll  derselbe  QooCieiit  des  ÜMten  Werft  Äf  haben« 
Bier  bekosunt  wmm  die  beiden  GMchangen 


L   voraus  sieb  wieder   beflimmte  Werüe  flpr  Jf  nnd  j?  enaitlehi 


Dergleichen  Nebenbedingungen  icann  man  in  belie» 
big  er  Menge  aufstellen.  Was  für  Nebenbedingnngen  man 
aber  ancb  AiBbtellen  vag,  se  folgt  doch  aas  Glei^bnog  ¥i  ganx 

"bedingt  yrKi;tfi!-p. 2+2^    Dabei  gabi  Glek*iiiig  HJ.  übar 

in  I7'::=:-7  I .  (fls-^it)*,  d.  b.  V  ist  negativ  npd  unabhäogig  toii 
den  beKebigen  Wertbe  des  a:.  Tariirt  man  Hoch  einmal,^ so  be^ 
könnt  aian 

VIII)  <M7^2.(<ry+-J--^ ^^1^^ 

woran  nan  erkennt»  dass  in  der  Tbat  ein  primäres  Kleinstes  statt- 
iadet  Ein  negativer  Anfdmdc  gilt  a|^  $u  d*9to  l&leji|(Bri  je 
weiter  sein  Wertfa  von  Null  entfernt  ist. 

Zweiter  Fall.  Soli  man  aber  nur  unter  denen  eiaäfld^r  tn^ 
jeden  Punkte  naehstanliegeQÜen  Kurven^  nelcbe  alle  den.  zu  der 
gerade  ffenommenen  Absciäse  x  gehörigen  Punkt  mit  einander  ge- 
aein  haben ,  diejenige  heraussuchen ,  wobei  das  vorgegebene  Pro- 
dvkt  gr^siier  ndler  .kleiner  wird,  als  bei  allen  andern  so  ^eigen- 
Kkafieten  Kurven;  so  haben  alle  hier  in  Betracht  zu  siehenden 
Kamt  bei  der  gerade  gewählten  Abaoisse  jr  auch  eiaerlei  <lrdi-» 
Bäte.  Es  ist  also  dy=0,  J'y==0,  u.  a.  wt.^  nnd  Gletcbniig.  &V. 
Kdncurt  sich  auf 

I^raus  folgt  aber  wieder  Gleichung  T.' und  VI!.;  und  fSlercbfing 
^ill.  redacirt  sich  auf  ^ 

ÖBd  so  fort,  ' 


'  '•    Aufgabe  Sfo.       ' 

(Zu  Ohm's  L«b^«  4ea^  iBrisstea  nnd  Klckisttti.  Seite  28(K'^  4»— 51.). 

Man  sollvunter  allen  auf  dasselbe  rechtwinkelige  Coosdipaten- 
^^m  bezogenen  ebenen  Klirven  diejeiiign  bcralussucben  ^  bei  weU 
eher  der  zii  irgend  einer  nach  Belieben  gewählten  Abscisse  a:  ge- 
hörige Punkt  die  Eigenschaft  hat»  dass,  weHn  man  den  zu  diesem 


1 


IM 

Pukte  gfkatifjtn  Kr^mmgKmiiUtfBmkt  mit  %wA  tmith  Pankten 
(tff,  d)  UDd  (a> /^)  verbiodet,  die  Snoime  der  Quadrate  ^beider 
VerbindnngtliBien  gigeapi  «der  kleiaer  wird,  als  bei  deo  sa  der 
nemlicben  Abscitse  a:  gebMgea  Paukten  aller  aif dem.  auf  dasselbe 
reckiwiakclige '  Coordiaateospitefli  bemogenea  und  der  gesaofaten 
Kanre  in  jedem  Punkte  narkitaaliegeoden  Nachbarkorven  d^r  Fall 
sein  kann. 

Der  IMIaiiBnAgsBiittelpBnkt  babe  die  tWrdinateoL  |p  jind  9,  die 
Entfernung  de^  leateo  Punkte«  (a,  t)  bU  «oai  Krifminungsmittel* 

punkte  ist  also  V^(p  —  «)*  +  (^  —  ^)' ;  und  die  Entfernung  des 
festen  "  Punktes  ■'(« ,    ß )    bis    xum    KrÜBamugsinktelpinikte   iit 

V^(|p -7  a)*  +  (9  — /Q*.  Die  Aufgabe  fubrt  also  sunäcbst  auf  den 
Ausdruck '      '        .  *  j  .     . 

'         I)  |7===[(r-*r+(t>-^)»I  +  I(j-«r+{j)r-/Jn" 

Die  Darchfttbmng  der  Aufgabe'  wird  Tereinfacbt;  wenii  van^die  Ab* 
scissenaxe   der  gesuchten  Kume  durch  die  beiden  festen.  Punkte 

ia^  i\  und  (a,  p)'  legt.    Dab^fl  ist  ^  ===  0  unä  ß^:=2  0  und  €}eicbuog 
.  reducirt  sich  auf  . 

II)  l7=»(F-^ir)»H.(y-a)»  +  2.i,«. 


Nun  ist   X  —  Jf ^  und  ^  =  yH — lüil-j   ^q,   wie  ge- 

Wofadlich' ttae  Abkürzung  ;r  anstatt  ^,  und  ^  statt  ^  ^esettt  ist 
GleicbftPg  11*.  geht  unQ  über  in 

-'      +2.(y+i^r. 

«     ..I   .  '  ■  '       .      I.     y 

Dieser  Ausdruck  soll  ein  primäres  •  G#össtes  oder  Kleinstea  werdes. 
lM*rdi>  Variiren  bekommt  man .  ' 


2  '  'V  l/(fy 


Erster  Fall.  Soll  die  gesuchte  Kurve  aus  allen  möglichen 
einander  in  jedem  Punkte  nächstanliegenden  herausgewphlt;  werden^ 
so  müssCQ  folgende  drei  Gleichungen  zugleich  bestehen: 

VI)  6/1.(1+/^»)»  — (1+^»).  (8^— a-u).  7  +  45^^^  =  0 

Diese  Gleichungen  werden  einfacher ,  ,  wenn  man  %  statt 
jT  —     T     setst;  dcBa  >ie  gehen  beziigliclt  Ub«f  ia  • 

VUI)l+/»»-4-y.y=0 


lai 

« 

X)  «./?^  — y.y  — (lH-/i»)»=0. 

GlficbuDg  YIU.  ist  die  einfachste;  sie  kann  auch  auf  folgende 
Weise:  l+/'.^-*-i^.y  =  0,    oder    anf  folgende    Weise: 

dx-hp  >  dy^ff  ,iifpz=:0  geschrieben   werden,    und   daraus   folirt 

zoBächst  ° 

Diese  Gleichung  ist  aber  gleichbedeutend  mit » .  ^+y .  dyz=^A .  tl%^ 
J    nnd  daraus  folgt  weiter 

I  XII)»»  +  y»  =  2^«  +  Ä      • 

■ 

Man  sehe  nun  zu,  ob  durch  diese  Gleichung  auch  IX.  und  X.  iden- 
j    tisch  werden.    Aus  XII.  folgt  yzz^V B^'%A%  —  «*, 

Führt  man  nun  diese  Ausdrücke  in  Gleichung  IX.  ein,  so  bekommt 
Dan  nach  gehörigen  Beductionen 

.    Diese  Gleichung  wird  identisch,  wenn  ^  =  0  ist    Gleichung  XII. 
zieht  sich  also  zurück  auf 

■  XIII)«»+y»=.ff. 

,    UDd  dadurch  werden  die  Gleichungen  VIII.  und  IX.  zugleich  iden- 
tisch ;  man  hat  also  noch  zu  untersuchen,  ob  dadurch  auch  Gleichung 
j    X.  identisch  wird.    Aus  XIU.  folgt 

\  y=\/ B  —  Ä*,  »  =  —  ■  y  und  üz=z — j^  — . 

•  ^  '^  \/x^—B  ^  (B  —  %^)f 

Fährt  man  aber  diese  für  y,  pj  q  zuletzt  hergestellten  Ausdrücke 
in  Gleichung  X.  ein,  so  findet  man,  dass  sie  in  der  That  identisch 
wird.  Fuhrt  man  für  %  seinen  Ausdruck  wieder  zurück,  so  geht 
Gleichung  XUl.  über  in 

XIV)  y»  +  (07  -  ^)»  =  B, 

and  durch  diese  Gleichung  werden  die  Gleichungen  V.,  Tl.,  yn. 
zogieich  identisch.  Letztere  Gleichung  stellt  aber  einen  jeden  be- 
liebigen Kreis  Tor, 'dessen  Mittelpunkt  in  der  Abscissenaxe  liegt, 

«nd  zwar  da,  wo  a?  =  — ^ —  ist.     Gleichung  III.  geht  nun  über  in 

XV)  f7'=2.(^r, 

J.  b.  ;/'  |g^  konstaut,  und  unabhängig  tou  a;  und  von  der  will- 
kuhrlichen  Konstanten  B,     Variirt  man  noch  einmal ,  so  bekommt 

man 

TheUIII.  11 
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^/ 


woran  man  erkennt,  dass  ein  primäres  feinstes  stattfyidet« 

Zweiter  Fall.  SoH  man  aber  nur  unter  denen  einander  in 
jedem  Pupkte  nächstanliegeuden  Kurven,  welche  alle  sowohl  den 
zu  der  gerade  genommenen  Abscisse  a:  gehörigen  Punkte  als  auch 
die  zu  der  gerade  genomnlenen  Abscisse  a:  gehörige  Berührende 
mit  einander  gemeinschaftlich  haben ,  diejenige  heraussuchen,  bei 
welcher  die  Torgegebene  Summe  grösser  oder  kleiner  wird,  als  bei 
allen  andern  so  ffeeigenschafteten  Kurven;  so  müssen  bei  der  ge- 
rade gewählten  üAhscisse  a:  folgende  Gleichungen 

stattfinden.    Desshalb  reducirt  sich  Gleichung  IV.  auf 
XVII)*  dü= "'^^f^'^ .  1(2^  —  «  —  «).;».?  —  2y  .y 

-2.(1+^.).,.^. 

Es  findet,  also  jetzt  nur  die  Gleichung  TU.  oder  X.  statt.    Wenn 
man  p^  •  gy — P^  *  9y  zu  Gleichung  X.  ieiddirt,  so  geht  sie  über  in 

•                                                                 1 
und  diese  Gleichung  wird  integrabel,  wenn  man  sie  mit  jz ^ 

multiplicirt.    Thut  man  dieses,  so, bekommt  man 


(1 +;>»)*  (i +;'*)«   '^^' 


Diese  Gleichung  lässt  sich  nun  geradezu  integriren,  und  man  be- 
-     kommt 

Aus  dieser  Gleichung  folgt  y=  —  —"  Hf ^ — - — —\   und  wenn 

man  auf  beiden  Seiten  differentiirt^  und  dann  p  .  d%  statt  dy  setzt, 
,    so  bekommt  man 

C 

'  .  1  .  1 

Öer  integrirende  Faktor  zu  dieser  Gleichung  ist  ^         ..;  und 

multiplicirt  man  letztere  Gleichung  damit,  so  bekommt  man 

^^l-^p*    .         %.dp      ,       c.dp         - 
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Diese  Gleichnng  lässt  sich  nun  geradezu  iaiegrireo,  und  man  be- 
kommt 


XIX)  ^S£!+  C.(--^-a,ct»ngp)=xB. 

Fnlirt  man'  a: y-  statt  %  in  die  Gleichung  XVIII.  und  XIX. 

znrBck,  so  kann  man  für  sc  und  y  folgende  Ausdrücke  herstellen : 

XX)  a?===^^+^7=====.{C+£5p+C./».«rctaig/?) 

Die  hier  gesuchte  Kurve  ist,  wie  es  oft  geschieht,  durch  zwei  Glei- 
chQugeA  gegeben,  und  kann  durch  ihre  Tangenten  konstruirt  wer- 
den.   Widrigenfalls  hätte  man  aus  XX.  und  XXf.  das  p  zu  ellmi- 

;  nireo,  und  so  eine  einzige  Gleichung  zwischen  a:  und  y  herzustel- 
len.   Varlirt  man  bei  Gleichung  XVII.  den  in  den  eckigen  Klam- 

I  Bern  stehenden  Faktor  noch  einmal,  so  bekommt  man 

^^^a.(Lt£!) .  l(V-«-«)./»-2yl . (0)«. 

Aus  Gleichung  X.  folgt  aber  (Aar  — a  — a)  ./>  — 2y=a^i-^*^£^, 
und  somit  tat 

woran  man  erkennt,  dass  ein  primäres  Kleinstes  statt  findet. 

Dritter  FalL     Soll  man  aber  nur  *unter  denen  einander  in 

jedem  Punkte  näcbstanliegenden  Kurven,  welche  alle' hei  den  ge- 

.   rade  für  sc  genommenen  Werthe  nicht  nur  für  y  einerlei  (aber 

einen  nicht  gegebenen)  Werth,  sondern  auch  für  -g^  einerlei  (aber  < 

gleichfalls  einen  nicht  gegebenen)  Werth  liefern,  ^ejenige  heraus. 
Sachen,  hei  welcher  die  Torgegebene  Summe  grösser  oder  kleiner 
wird,  als  bei  allen  andern  so  geeigenschafteten  Kurven;  so  müs- 
sen bei  der  gerade  gewählten  Ansclsse  sc  folgende  Gleichungen: 

stattfinden.    Desshatb  redncirt  sich  Gleichung  I^.  auf 
XXn)  d£7=:  ^ .  [^  .  (1 -f-^')»  —  (H-^»)  .  (2ar  -  «  —  a) .  y 

^  findet  also  jetzt  nur  die  einzige  Gleichung  IV.  oder  IX  statt. 
Wenn  man  ^y  .p*  •  ^-\-y  *p ^g  —  ^y*P**g  —  y»P*9  »"  'X. 
^(tirt,  so  kann  man  ihr  folgende  Form  gehen 

h^P  .  ^l-h/^»)-*-3  ./> .  (1  +/>»)»  —y  .  ipp  +  ») 

—  3/1*  .y.(j^  +  *)  =  0 
11  • 
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oder 

1 
Diese  Gleicbong  wird  integrßbel,  wenn  man  sie  mit  ^^'       ,j|  mul-, 

dplicirt;  and  tbnt  man  dieses,  so  bekommt  man 

Integprirt  man,  so  bekommt  man  -j =  ir\  oder 

s  1 

XXIII)  f^  +  x  =  F.Vp-hp\ 
Wenn  man  Gleicbunsc  XXlII.  anf  beiden  Seiten  differentiirt,  so  be- 
kommt    man    zunäcbst    p .  dp  -^rp  .  dy^d%=i  -j- .  — ^    _^^«j5    i 

und  wenn  man  diese  ganze  Gleicbung  mit;9c=:-^  multiplicirt,  so 
bekommt  man 

Diese  Gleicbung*  wird  integrabel ,  wenn  man  sie  mit  p?===|  mnl- 
tiplicirt;  und  tbnt  man  dieses,  so  ergibt  sieb 


^  py  .dp 


dy\/\^p^  =  -^. 


(p^Bp*).dp 
3  •  (V^l+p^).{p+p»)l 


Vl^p^ 
Diese  Gleicbung  lä^st  sieb  geradezu  integriren  und  es  ergibt  sieb 

Fübrt  man  0:--^-=—  statt  %  in  Gleicbung  XXllI.  ein,  so  kann 
man  sie  auf  folgende  Weise  scbreiben: 

XXV)yp-\-a:'^^^^z=zF.\/p+p\ 

Aucb  die  jetzige  Kurve  ist  durcb  zwei  Gleicbungen  gegeben  110° 
man  bat  zu  verfabren,  wie  scbon  im  zweiten  Falle  angegeben 
wurde.  Das  Prüfungsmittel  wird  hergestellt,  indem  man  bei  Glei- 
chung XXII.  den  in   den  eckigen  Klammern  stebenden  Faktor  va- 

riirt,  und  dabei  beachtet,  dass  <}y=:0,  ^;^  =  0,  n.  s.  w.  ist. 


Aufgabe  82. 
(Zu  Ohm's  Lehre  des  Grossten  und  Kleinsten.  Seite  220.  $.  49^510* 

Es  sind  zwei  in  einer  Ebene  gelegene  sieb  schneidende  iid<> 
auf  dasselbe  rechtwinkelige  Coordinatensystem   bezogene  Geraden 
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gegeben.  Man  sacht  eine  auf  das  nemliche  Ceordinatensystem  be«* 
zogene  Kurve,  welche  in  dem  zu  einer  nach  Belieben  genommenen 
Abscisse  a:  gehörigen  Punkte  die  Eigenschaft  bat,  dasä,  wenn  man 
den  diesem  Punkte  der  Kurve  entsprechenden  Krümmnngsmittel- 
poekt  aufsucht,  und  von  diesem  Krümmungsmittelpunkte  Perpep- 
dikel  auf  die  zwei  gegebenen  Geraden  zieht,  das  Produkt  ^beider 
Perpendikel  grösser  oder  kleiner  wird,  als  bei  den  zur  nemlichen 
Abscisse  a:  gehörigen  Punkten  aller  andern  auf  das  nemliche  recht- 
winkelige Coordinatensjstera:  bezogenen  und  der  gesuchten  Kurve 
io  jedem  Punkte  nächstanliegeoden  Naehbarkurven  der  Fall  sein 
kann. 

Die  Linien  MN  und  P€l  seien  (Taf.  III.  Fig.  8.)  die  beiden 
gegebenen  Geraden  und  V  sei  der  zur  Abscisse  .  OO  gehörige 
Rriimmung^mittelpunkt  der  gesuchten  Kurve.  VR  und  VT  sind 
also  die  zwei  in  Rede  stehenden  Perpendikel.  Die  Gleichung  der 
Liuie  MN  sei 


'  and  die  Gleichung  der  Linie  PQ  sei 

Die  Coordinaten  des  Kriimmungsmittelpunktes   F  seien  |p  und  b;  so 
ist  die  Entfernung  des  Punktes   F  von  der  Linie  MN  bekannilieb 

m)  rft=-^-.^±£ig±^, 

VA*  -4- B^* 
«nd  4m  Ponktes   V  Entferaaiig  von  der  Linie  PQ.  ist  ebenso 

Erst  wenn    man    die   gesuchte  Knrve  und  den   Krilmmungsmittel- 
pnnkt  gefunden  hat,  ist  es  möglich,  zu  entscheid Ai,  welche  Bedeu- 

tODg  man  einem  jeden  der  Radikale  l/^*-f-Ä*  und  V^W^  +  ^* 
beilegen  muss.     Das  in  Rede  stehende  Produkt  ist  also 

«     (1-1- j9^)  1 -4- P* 

Nun  ist  %'=zac —  ^^^-i  und  ^=:yH ^5  und  wenn  man 

ßir  %  und  t)  diese  Ausdrücke  in  V.  einführt,  und  zur  Abkürzung 
noch  ^  statt  ,.  ^  = — ,  y  =  setzt,  so  gebt  V.  über  in 

VI)  6  =  IDl  .  [^-r-+-ily+  C-+.i±^  .  {B^Jp)]  . 

Wenn  man  jetzt  diesen  Ausdruck  variirt,  so  ergeben  sich  sehr 
weitVäaftige  Differenzialgleichungen  der  zweiten  Ordnung,  und  es 
wäre  bei  deren  Integration'  eip  nicht  geringer  Grad  von  Aufmerk- 
samkeit nöthig.  Desshalb  ist  es  räthlich,  sich  vor  Allen  uitazu- 
schaueo,  ob  man  nicht  einen  einfachem  Ausdruck  statt  Gleichung 
^1*  gewinnen    kann.     Es   schadet   der   Allgemeinbeit   der   Aufgabe 


/ , 
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■icht,  weoii  Man  eitte  der  ffegebeaco  Grades  als  Abscissenaxe  a^^ 
niaiiBt»  und  den  A^ofangspuakt  der  Coordinatea  in  jenen  Punkt  ver- 
legt, wo  sieb  die  beideo  ge^ebeaea  Graden  schneiden.  Unter  A 
and  $1  sind  bekanntlich  die  Sinns  der  Winkel  so  verstehen,  welche 
von  den  gegebenen  Graden  and  der  Absdsseaaxe  eingeschlossen 
werden;  eben  so  sind  unter  Jf  und  SB  die  Cosinus  der  Wipkel  zu 
verstehen,  welche  von  den  gegebenen  Graden  und  der  Abscisseaaxe 
eingeschlossen  werden.  Soll  nnn  die  durch  €Ueiehang  I.  darge- 
stellte Gerade  Äi3^  als  Abscissenaxe  und  Mf  als  Ordinatenaxe  an- 
genommen  werden,  so  ist  ^  =  0  und  i^  =  l,  nnd  Gleichung  1. 
reducirt  sich  zunächst  auf^  ^+^=0.  Weil  aber  jetzt  ^  =  0 
sein  muss  bei  jedem  Werthe  des  or,  so  ist  auch  Oz=:  0 ;  und  iler 
Ausdruck  111.  reducirt  sich  zunächst  auf  den  bekannten  Ausdruck: 

Da   ferner,  die  durch  Gleichung   II.  daig^estellte  Grade    durch  den 

Anfangspunkt  der  Coordinaten  geht,  so  ist  S  =  0    und  Gleichung 

11.    reducirt    sich    zunächst    auf    ^  .  js^  +  f8  .  y^  =  0    oder    aiu 

% 
y"+^  .  ^  =  0;    und    wenn    man    zur   Abkürzung'    — m    statt 

21 

-^  jietzt,  so  ist  y — s»ar^  =  0.    Der  Ausdruck  fV.  gebt  über  in 

Till)   FT=:^7===.I-«*-Hy+i±^.(l+«ip)l. 

Erst,  wenn  man  die  gesuchte  Kurve  and  den  Kriinmnngsmittel- 
punkt  gefunden  hat,  ist  es  möglich  zu  entscheiden,  welche  Bedeu- 
tung man  dem  Radikal  l/l-f-at*  beilegen  muss.  Das  in  Rede 
stehende  Produkt  ist  also 

Variirt  man  nun,  so  bekommt  man 
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Erster  Fall.  Soli  die  gesuchte  Kurve  aus  allen  mögliclien 
Id  jedem  Punkte  einander  nächstanliegenden  herausgewählt  werden; 
so  müssen  folgende  drei  Gleichungen  zugleich  bestehen: 

XI)  2y-^-h^--^'^V^'-^^'^  =  0 


XII)  my-^hyp — %mxp'\-Zmy .p^ 


(m'\-kp^}kn.v*^.(\^p'^) 


XIII)  2y^^^  +  .i>3y  +  ^-t^  +  ^;>  ^^-^-^'^^O, 

Gleichung  XI.  ist  die  einfachste;  sie  soll  auch  zuerst  integrirt 
werden.  Zunächst  geht  sie  über  in  %fq  +  2  +  2/9'  —  ma^q'^mp 
+  M/>*=0.  Hau  addire  mpqy-^mpgy  zu  dieser  Gleichung^  so 
kann  man  sie  auf  folgende  Weise  schreiben: 

{qy+ 1  +/»*) .  (2 -h  «wy?)  —  (/ly  +  o?)  .  «»y  =  0. 
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Diese  Gleichung  wird  integrabel,  wenn  man  sie  mit  fg^,  Vwpi«  ™"'" 
tiplicirt;  und  thut  man  dieses,  so  gebt  sie  über  io 

Diese  tjSlelcbung  lässt  sich  geradezu  integriren  und  es  ergibt  sich 

Dal'aus  folgt  yp,  —  mHp'==z^H — a:\  und  integrirt  man  wieder,  so 
bekommt  man 

oder 

oder  ' 

y^  -^ImHy-J^m^  H-"  ^  a:""  —  41/^  -+-4^»  =  fi?-^  (4  ^m*).IP 

oder 

XV)/(y  —  ««^)» -f- (^  —  2Ä^)»  =  6?+ (4 -+- »»')i»». 

Dies   ist   die   Gleichung   eines    Kreises,    dessen    Mittel- 
punkt  da   liegt,    wo    a::=z2H  und   y=zmH  ist.       Aus    XV. 

folgt 

*  

und.  daraus  folgt  weiter 

^x^2H 

und 

^  ~"  (6?  ^  «i*  . /f»  —  07» -+- 4Zfa:)r 

Diese  für  y,  /#,  ^  hergestellten  Ausdrücke  hat  man  in  die  Gleichunff 
XU.  und  Xlll.  einzuführen;  und  man  findet,  dass  diese  identisch 
werden,  wenn  /r=  Ö.    Gleichung  XV.  reducirt  sich  also  auf 

XVI)  3^*-f-^»  =  ft 

Dieses  ist  aber  die  Gleichung  eines  jeden  beliebigen 
Kreises,  dessen  Mittelpunkt  im  Anfangspunkte  derCoor- 
dinaten  d.  b.  im  Durchschnittspunkte  der  beiden  gege- 
benen C^raden  liegt.    Variirt  man  noch  einmal,  und  beachtet  man, 

dass  jetzt  sowohl  yH ^=0  als  auch — ma:'\ —  =9 

wird;  so  bleibt  nur 
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Der  umerlialk  der  eckigen  KlwHer  stelMode  Faktor  kasa,  wie 
■»■  geradezu  erkennt,  nicht  iHHer  einerlei  Zeichen  behalten,  nnd 
soBit  findet  jetzt  weder  ein  Grösstes  noch  Kleinstes  statt. 

Zweiter  Fall.    Macht  man  dieselbe  Einschränknng,  wie  beim 
zweiten  Falle  der  Torigen  Aufgabe,  so  ist 

dif=0,  ^  =  0,  ^»^=0,  ^  =  0,  B.  «.  w. 
Gleidiang  X.  zieht  sich  also  znräck  aof 

XVII)  JI7=-r7==.  ^.  [^y-^i^  +  Ä/^y 

,  2.(l-i-ify).(l-i-y'),    i"^ 

H -^ 1  •  ;s^- 

Man  hat  also  jetzt  nur  die  einzige  Gleichung 

XVIil)  2y  — Mor-i-aiürsrH ;i =^ 

•der 

Wenn    man   hier    fi^yq  —  f/^yg  addirt,   so   kann   man   letzterer 
Gleichong  auch  folgende  Form  geben: 

2yy(l-|-m/i)  +  2.(l+p»).(l+m5P)  — «V(SiP  +  ^)  =  ^ 
oder 

»  2.(sv+f''  +  l).(l-4-«^)  — «V.(3/P  +  ^)  =  ^- 

Diese  Gleichung  wird  integrabel,  wenn  man  sie  mit  2,(1  j.»p)| 
maltiplicirt;  ond  thut  man  dieses,  so  bekommt  man 

(i-4-«v)*         2.(i-i-«v)i  ~  • 

Diese  Gleichung  kann  man  geradezu  integriren  und  es  ergibt  sich 


Daraus  folgt  y/i  +  or  =  J^ .  V^l  +  mp\    und   wenn   man  hier  auf 
beiden  Seiten  differeDtiirt,  so  bekommt 


mtp 


Maa  ultiflieii«  dieae  Gleitens  ■it>  =  ^  m  cRgibt  sidt 
tipiidrt  nid  dadnrch  gdit  sie  iber  ui 
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^+*.KnFF=i.j^|=.p^.*. 


Durch  Integration  bekommt  man 

Die  hier  gesuchte  Knrye  ist  also  durch  gwei  Gleichsn« 

gen  gegeben  (XIX.  und  XX.);  das  Radikal  l/l-t-af/T  bat  cnt- 
weder  durchweg  seine  positive  oder  durchweg  sein6  negative  Be- 
deutung; eben  so  hat  das  Radikal  l^  1  -f-  p^  entweder  dorcbweg 
seine  negative  oder  durchweg  seioe  positive  Bedeutung;  übrigens 

ist  das  Zeichen  des  Radikals  vX-^mp  vom  Zeichen  des 

Radikals  W^l+^'  ganz  unabhängig. 

Dritter  Fall.    Alacht  man  hier  dieselbe  Einschränkung  wie 
beim  dritten  Falle  der  vorigen  Aufgabe,  ae  ist 

Jy=0,  ^  =  0,  J»y=0,  ^  =  0,  u.  s.  w.; 

und  Gleichung  X.  zieht  sieb  zurück  auf 
1  1 

^  (m^hp^^m.p^){\^p^)^    d4 
^ 7"^ ^ '  dx 

Man  hat  also  nur  die  einzige  Gleichung 

XXI)  my'^hyp—  ^Lmaop -f- Zmy  •  />» 

(fy<-|-4jgH-5«i.p»).(lH-y»)__^ 

oder 

XXII)  myg^hyptf  —  2Maf  ^pg-^Zmy  .p'^  .  ^-hiw-^4|p 

Ich  will,  um  nicht  zu  weitläuftig  zu  werden,  es  nnterlasseo, 
hier  an  dieser  Stelle  die  Methode  mitzutheilen^  nach  welcher  ich 
letztere  Gleichung  integrirt  habe.    Das  Integral  selbst  ist 

XXIli)  jcp-f-a?_Z.. a^v/jz^- 

[»i  +  (24.V/4-5. #/!»). ri*'    *'^* 

Von  der  Richtigkeit  diesem  Integrals  kann  mkm  sich  überzeugen, 
wenn  man  Gleichung  XXIIl.  differentiirt,  und  dann  aus  der  sieb 
ergebenden  Differentialgleichung  und  aus  XXIII.  das  JL  eliminirt 
Man  wird  genau  Gleichung  XXII.  wieder  bekommen.  Setzt  mao 
nun  statt  XXIII.  zur  Abkürzung 


i7i 

ond  differentiirt  mao»  so  ergibt  sich 

Diese  Gleichang  wird  integrabel,  wenn  man  sie  mit  ^  ^  muU 
tiplicirt;  denn  es  ei^bt  sich  * 

I 

und  integrirt  man  wirklieh,  so  bekommt  man 

XXV)  y .  V/TT^  =  if H- /; . /f^Ä 

Die  hier  gesuchte  Kurve  ist  also  wieder  dnreh  zwei  Gleichnngeo 
(XXIII.  und  XXV.)  gegeben.  Das  Radikal  \/4  — 5.«»  hat  ent- 
weder durchweg  seine  positive  oder  durchweg  seine  negative  Be^ 
destang;    dasselbe    gilt    von   dem    Radikal    VI  +/>*.     üebrigens 

ist  das  Zeichen  des  Radikals  Vl+p*  von  dem  des  V^A  —  5.iis» 
ganz  unabhängig. 

Aufgabe  83. 
(Zu  Ohm's  Lehre  des  (^rössten  und  Kleinsten.  Seite  220.  $.  49—51.) 

Man  hat  eine  Menge  von  unter  sich  parallelen  Graden,  und 
man  sucht  eine  auf  ein  rechtwinkeliges  Coordinatensjstem  bezogene 
ebene  Kurve.  In  den  zu  irgend  einer  nach'  Belieben  genommenen 
Abscisse  a:  gehörigen  Punkt  dieser  Kurve  legt  man  den  Krüm- 
mongskreis,  welcher  eine  jede  dieser  Parallellinien  zweimal  durch- 
schneidet, so  dass  jedes  der  auf  diesen  Parallellinien  abgeschnittenen 
Stücke  eine  t$ehne  des  Kriimmungskreises  bildet«  Die' gesuchte 
Kurve  soll  in  dem  zu  der  gerade  nach  Belieben  genommenen  Ab- 
scisse JT  gehörigen  Punkte  die  Eigenschaft  haben,  dass  die  Summe 
der  Quadrate  aller  obg^nannten  Sehnen 'grösser  oder  kleiner  wird 
als  bei  den  zur  nemlichen  Abscisse  a:  gehörigen  Punkten  aller  an« 
dern  auf  dasselbe  rechtwinkelige  CoorcRnatensystem  bezogenen  und 
der  gesuchten  Kurve^  in  jedem  Punkte  nächstanliegenden  Nachbar* 
kurven  der  Fall  sein  kann.    Welche  Kurve  wird  gesucht? 

Die  unter  sich  parallelen  Geraden  (Taf.  III.  Pig.  9.)  seien  Jül^y 
^0^  u.  s.  w.  Die  Durchfuhrung  der  Aufgabe  wird  vereinfacht, 
wenn  nan  die  Abscissenaxe  senkrecht  auf  die  besagten  Parallellinien 
zieht.  Wenn  p  und  1)  die  Coordinaten  des  Krümmungsmittelpunk- 
tes  und  je*  und  y'  die  Coordinaten  des  Krümmungskreises  sind; 
so  ist 

!)(!/- i))'  +  (^-r)'=^' 

die  Gleichung  des  Kriimmungskreises.    Daraus  folgt 

Il)V=D±K^»-(ä/-y)». 


176 

log  Dat  %  •+•  log  nat  \/p  .  (1  -h/»*)  =  log  nat  C, 
oder 

Fuhrt  man  hier  für  %  seioen  Aasdruck  zurück,  so  bekommt  man 

XVIII)  (or^^'  -^^'  •<- • ^)\/y..  (1  ■^y»)=  g. 

Aus  dieser  Gleichung  folgt     - 


SC  — 


und  wenn  man  jetzt  auf  beiden  Seiten  differeDtiirt,   so  bekommt 


man 


</i?  =  — — •        0-*-8-P^)** 


2  •p(l^-;i»)V/p.(i4.;,») 
MuhipHcirt  oas  beiderseits  mit/)=-^,  so  ergibt  sich 

dv=  —  —         (H-»P*>-'»     ' 
Integrirt  man,  so  erg;ibt  sieb 

Die  jetzige  Kurve  ist  also  dur^h  zwei  Gleichungen  gegeben  (XVIII. 
nndXiX.).  ' 


Aufgabe  89. 
(Zu  Ohm's  Lehre  des  Grössten  und  Kleinsten.  Seite  234.  §.  57.  u«  s.  w.). 

(Der  erste  Fall  dieser  Aufgabe  ist  scbon^Yon  M.  Ohm  z.  B.  in  dessen 
System.  Siebenter  Band.  Zweiter  Amiang.  Seite  58  behandelt.  Der 
zweite,  dritte  und  vierte  Fa^  sind  von  mir  hinzugefügt). 

Man  sucht  eine  auf  ein  rechtwinkeliges  Coordinatensjstem  be- 
zogene ebene  Kurve.  Man  zieht  in  ihrem  zu  einer  nach  Belieben 
genommenen  Abscisse  .ar  gehörigen  Punkte  eine  Berührende,  und 
errichtet  in  zwei  festen  Punkten  der  Abscissenaxe  Perpendikel.  In 
diesen  beiden  Perpendikeln  liegen  aber  die  zu  besagten  zwei  festen 
'  Punkten  gehörigen  Ordinaten  sowohl  der  Kurve  selbst  als  auch 
der  Berührenden.  Wena  man  nun  beidemal  die  zwischen  der  Or- 
dinate der  Kurve  selbst  und  zwischen  der  Ordinate  der  Berühren- 
den stattfindende  Differenz  nimmt:  welche  Kurve  ist  es,  die  in  dem 
zu  der  gerade  genommenen  Abscisse  a:  gehörigen  Punkte  die 
Eigenschaft  hat,  dass  das  Produkt  beider  Differenzen  grösser 
oder  kleiner  wird,  als  bei  de^  zu  der  nemlichen  Abscisse  a:  gehö- 
rigen Punkten  aller  andern  auf  dSisselbe  rechtwinkelige  Coordina- 
tensystem  bezogenen  und  der  gesuchten  Kurve  in  jedem  Punkte 
nächstanliegenden  Nachbarknrven  der  ^all  sein  kann?  ' 


r 


17» 

IX)  Uz=  im  .  (^-^)>  +  8» .  (or  — 
Doreh  Fariiren  bekommt  man 


I  II 


««.  p-^p* 


■). 


(O«  —  ^)»1. 


I 


-^ 


+         ^ 


^         + 


I 


+ 
+ 


+ 


+         ? 


H 


ft.   ^ 


^ 


Erster  Fall.  Soll  die  ffesnchte  Kurve  aas  allen  möglichen 
in  jedem  Punkte  einander  näcustanliegenden  herausgewählt  werden, 
80  müssen  folgende  zwei  Gleichungen  zugleich  bestehen: 


XI)  ^ .  (1  +p')  +  (ar-  5^i^t£. 


itn 


n 


).(l+3/i»).^=0 


XII)  l+;,«  +  (^  — 21. 


a. 


an 


)  ,p  .  ^=:0. 


Hau  erkennt  aber  geradezu,  dass  es  keine  Funktion  von  a:  gibt, 
welche  diese  beiden  Gleichungen  zugleich  identisch  macht. 
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den,  80  siad  8y^  -^^  iyay  S]/a  ^^^  Werthe  nacb  ganz  unabhängig 
Yon  einander;  und  «^  muss  Gleichung  i.  in  folgende  yier  zerfallea: 

1)  2y4-(a-4-a  — 2^).;»  — y«  — ya  =  Ö 
2)  (a-4-a  — 2a?)  .y-l-2.  («  — or)  .  (a  —  o?)  ./>  —  («  — ^)  •  ya 

—  (a  —  ^)  .  y«  =  0 

3)  y+(a— ^)  •/'  — ya  =  0 

'i)  y  +  («  —  ^).;?  — ya  =  0. 

Addirt  man  3)  und  4),  so  bekommt  man  Gleichung  1).  Multiplizirt 
man  3)  mit  a  —  a:^  und  4)  mit  a  -^  ^,  und  addirt  beide  Prodiücte, 
80  ergibt  sich  Gleichung  2).  Eliminirt  man  p  au8  den  beiden 
letztet!  Gleichungen,  so  folgt 

Kx   , Va  —  y«    ,.  ,  «.yg— g»y<r 

^  ^  a  —  a  a  —  a 

Dies  ist  die  Gleichung  einer  geraden  Linie,  die  insoferne  die  Auf- 

fabc  löst,  als  sie  zugleich  ihre  eigne  Berührende  ist.  Da  nun  da- 
urch  -den  Gleichungen  1),  2),  3),  4)  genügt  wird,  so  kann  si^  die 
Aufgabe  lösen,  üebrigens  sind  ya  und  y^  noch  ganz  unbestimmt, 
und  somit  kann  man  die  gefundene  Gerade  noch  zwingen,  irgend 
zwei  Bedingungen  zu  genügen,  z.  B.  durch  zwei  gegebene  Punkte 
zu  gehen.  Sind  nun  {n,  m)  und  (^,  h)  diese  Punkte,  so  geht  für 
diese  Punkte  die  Gleichung  5)  bezüglich  über  in 

'  a  —  a  a  —  a 

wodurch  sich  ya  und  y^^  vollkommen  bestimmen  lassen.    In  Folge 

der   Gleichungen  3)    und    4)    erkennt    man,    dass    TQ=0    nnd 

/{/'=0;  es  ist  also  auch  V'=±0,  Gleichung  IL  reducirt  sich 
jetzt  auf 

<r»f7=2.  V  +  ^«  +  «  — 2Är).^y.^ 

+  2.  (a-or).  (a-o?)  .  (^)»-2<ry .  dya 
-:2  .  (a— or) ,  -^ .  ^y«  — 2  .  dy  .  dy^ 

—  2  •  (a  — ^)  .  ^ .  Jy«  — 2  .  dya  .  Jy«. 

Dieser  Ausdruck  kann  aber  nicht  beständig  einerlei  deichen  behal* 
ten,  namentlich  weil  die  beiden  Elemente  oy«'  und  dya*  dabei  feh- 
len. Es  findet  also  jetzt  weder  ein  primäres  Grösstes  noch 
Kleinstes  statt. 

Zweiter  Fall.  Soll  man  die  gesuchte  Kurve  nur  aus  allen 
denen  in  jedem  Punkte  einander  nächstanliegenden  herauswählen, 
bei  welchen  die  Summe  der  zu  den  Abscissen  a  und  a  gehörigen 
Ordinaten  denselben  (gegebenen  oder  nicht  gegebenen),  konstanten 
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Werth  B  bebält;   so    hat   Man   für   die   gesuchte  Kurve   folgende 
Gleichung: 

und  far   alle   hier   in    Betracht  zu    ziehenden    und    der   gesuchten 
Kurve   in  jedem   Punkte    nächstanliegeuden  Kurven    hat   man  die 

Gleich  Q  Dg 

t 

Da  aber  letztere  Gleichung  für  ein  im  Momente  des  Verschwindens 
befiodliches  k  gelten  soll;  so  muss  einzeln  stattfinden  Jy^-f-^y^—r-Q 
^y«-h<J*ya  =  Ö,  u.  s.  w.     Wenn  man  nun  rfy«,  i'^tfay  u.  s.w.  als 
abhängig  betrachtet,  so  i«t^y«z=  — ^y^,  <J»y^  =  ^3»y«,  u.  s.  w. 
Eliroiairt  man  iy„  aus  Gleichung  I),  so  bekommt  man 

*  ^  =  ßy -I- (»  +  a  —  ^^) .  f' — ya — y«!  •  *y 
—  [(a— a) ./»  — ya-f-yj  .  iya^ 

Daraus  ergeben  sich  die  drei  Gleichungen 

8)  %+(»+«— M-/'—y«—y«=o 

9)  («  4-  a  —  Sät)  .  y  H-  2(a  —  Ä?)  .  (a  —  ^)  .  ^  —  (»  —  ^) .  y^^ 

10)  (a  — a)./>  — y„4-ya  =  0. 
Eliminirt  man  p  aus  8)  und  10),  so  ergibt  sich 

Diese  Gleichung  gehört  einer  geraden  Linie  an,  und  ge- 
Dfigt  den  drei  Gleichungen  8),  9),  10),  kjinn  also  die  Aufgabe 
lösen.  Da  aber  y^  und  y«  noch  ganz  unbestimmt  sind,  so  kann 
man  der  Aufgabe  selbst,  damit  sie  eine  bestimmte  Auflösung  habe 
noch  zwei  Bedingungen  zufügen,  z.  ß.  dass  die  gesuchte  Linie 
durch  zwei  gegebene  Punkte  gehe,  oder  dass  sie  durch  einen 
Punkt  gehe  und  zugleich  die  Summe  yo  +  ya  =  iff  einen  bestimmt 
gegebenen  Werth  habe,  u.  s.  w.   Ferner  geht  Gleichung  II,  über  in 

**(7=2  .  V +2  .  (a-ha- 2^)  .  dy .  ^ 

4-2.(a-ar).(a-4:).Ä» 


dx 


^^!i-a).^.Sya'-1.iya', 


Dieser  Ausdruck  kann  aber  nicht  beständig  einerlei  Zeichen  haben, 
»anentlich  weil  iy^  und  dy«»  entgegengesetze  Vorzeichen  haben. 

12* 
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Bs  findet  also  weder  eio  primäres  Grösstes  noch  Kleinstes 
statt. 

Dritter  l^all.  Soll  die  gesuchte  Kurve  nur  aus  denen  in 
jedem  Punkte  einander  nächstanliegenden  berausgewählt  werden, 
bei  welchen  allen  die  Ordinajten  y^  und  y^  denselben  (gegebenen 
oder  nicht  gegebenen)  Werth  haben  und  welche  alle  den  zu  der 
gerade  genommenen  Abscisse  a:  gehörigen  Berührungspunkt  mit 
einander  gemeinschaftlich  haben;  so  findet  einzeln  statt  dy  =  0, 
Jy«  =  0,  dy«  =  0,  cr»y=0,  d»ya  =  0,  d»y«  =  0,  u.  b.w. 

Mancher  Anfanger  möchte  behaupten:  wenn  einzeln  stattfindet  d^ssO, 
cfy&sO,  u.  s.  w«,  in  welchen  Ausdrucken  der  Werth  des  x  noqh  ganz  un- 
bestimmt ist;  so  muss  auch  bei  den  bestimmten  Wertben  or^flr  und  x^a 
einzeln  stattfinden  dJ^assO,  dJsr^s&O,  &^ya^^%  <^ya  =  0,  u.  s.  w«,  so  dass 
durch  die  Gleichungen  dya  =  0,  dya  ss  0,  ^ya  =s  0  <f^y^  s:  0  u.  s.  w.  die 
Zahl  der  zu  yergleicbenden  Kurven  nicht  mehr  enger  eingeschränkt  wird, 
als  es  schon  durch  die  Gleichungen  (fy  =  0,  <f^^^0,  u.  s.  w.  geschehen 
ist.  Dieses  wäre  ganz  richtig,  wenn  die  Ausdrücke  cA^,  (f  y,  u.  s.  w.  iden- 
tische Funktionen  wären;  allein  sie  müssen  alle  belieoiffen  nur  keine  iden- ' 
tischen  Funktionen  vorstellen;  und  wenn  gleich  der  Werth  des  x  unbe- 
stimmt ist,  so  ist  er  doch  bei  allen  zu  vergleichenden  Funktionen  der  nem- 
liche  unveränderliche  Wertb,  und  für  einen  solchen  nach  Belieben  angenom- 
menen aber  festzuhaltenden  Werth  des  x  und  für  keinen  andern  müssen 
auch  die  allgemeinen  Gleichungen  dy=:0,  d*y^O,  u.  s.  W.  stattfinden. 

Unter  diesen  Umständen^  reducirt  sich  nun  Gleichung  I.  auf 
Jl7=[(a  +  a-^2Är)  »  y  +  2  ,{a  —  a:)  («  —  ^)  ./» —  (»  —  a?)  .ya 

Damit,  nun  ^{7=0  werden  kann,  muss  sein 
12)  (a  +  a  — 2ar)  .  y+2  .  {a  —  ai)  .  (a  —  a:)  .p  —  {w^as)  .  y„ 

—  (a  — Ä?).ya=0. 
Diese  Gleichung  wird  integrabel,  wenn  mau  sie  mit  dem  nach  be- 
kannter Methode  leicht  au&ufindenden  Faktor  rn 7-7 st 

2[(a  — or)  («f  —  x)\k 

multiplicirtf  dadurch  bekommt  man 

2  ,{a  —  x)  X«  —  x)  .  dy  —  (2ar — a  —  «)  %y  .dx 
.     2[(a  — a:).(a  — a?)]l 

_  [(g— ^)  > yg-l- (g  — a?) . yal . dx ^ 

2[(a  —  a:)  .  («  —  o;)]!  — "' 

Daraus  folgt  durch  Integration  ^ 


oder 


y  "     I    (g~a?)>yg  — (g  — J?)>ya__^ 

V^(a  — ar)  (a  — o?)         (a  —  a)l^(»  —  x)  («  —  x) 

13)  («  —  g) '  y-H (g~^) ' y« ~ (g—g?) > ya ^  ^^ 

(«  —  ä)  .  K  (a  —  or)  •  (a  —  x) 


Sind  die  Werthe  von  ya  und  y^  nicht  gegeben,  so  kann  man  diese 
Kurve  noch  drei  Bedingungen  unterwerfen,  weil  ausser^ ya  und  y„ 
auch  noch  C  zu  bestimmen  ist;  sind  aber  die  Werthe  von  ya  und 
y«  gegeben»  so  kann  man  diese  Kurve  nur  einer  einzigen  Bedin- 
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I 

j  ' 

goDg  HDterwerfeii.    S«ll  sie  z.  B.  dorch  den  festen  Paokt  (>»,  m) 
geben,  so  ist 

^      (ff  —  g) .  »•  H-  (g-*  ») .  yg  —  («  —  n) .  y a 

(a  ~  a)  .  K  (k  —  9t)  .  (a  ^  #f) 

Gleiebang  13)  geht  also  jetzt  über  in 

Unter  diesen  Umständen  redncirt  sieb  Gieithung^  II.  jetzt  aaf 

80  dass  ein  primäres  Grösstes  stattfindet,  wenn  jc^a  und  a:  ^a\ 
dag^en  findet  ein  Kleinstes  statt,  wenn  entweder  jc'^a  und 
o: ^ a,  oder  wenn  JC'K^a  und  ap-^a.    Ferner  ist  jetzt 


wp ,(<y — g) » y  -H  (« — ^) '  y^y  —  («  —  J^) » yg^  ^ 

Lf  ==  —  ( • .  y      ■        ■  = j 


oder 


^;/        .g~g^«  ^  X<^— g)  .  y-4-(g  ~>  j?)  .  y<r  —  (tt  —  jr) .  yg 

2  (flf  —  a)  .  V^(a  —  or)  ,(a  —  x) 

oder 

Unter  den  hier  zu  bemerkendpn  Specialitaten  ist  besonders  die  hervor- 
luheben,  wo  C=sO.    Dabei  gebt  Gleichung  13)  iiber  in 

(a  —  »)  •  y  -i-  (»  —  a?)  .  y«  —  (ff  —  -a;)  .  y  fl  s=s  0, 

und  daraas  folgt 

yg  — yg    ^  ,  aya  —  a.ifa    ^ 

a  —  a  a  —  a 

Diese  Gleichunff  ist  aber  eine  Specialitat  Ton  Nr.  IS,  und  somit  kein  sin- 
guläres  iBtegral;  übrigens  stimiut  sie  mit  Nr.  5.  und  11.  überein. 

Vierter  Fall.  Sollen  nur  diejenigen  in  jedem  Punkte  einan« 
der  nächstanli«genden  Kurven  in  Betracht  kommen,  bei  welchen 
die  Ordinaten  Va  und  y«  ihren  Werth  nicht  ändern,  und  bei  welchen 
allen  die  zu  der  gerade  gewählten  Abscisse  OG=za:  gehörigen 
BerfibreDden  mit  einander  parallel  laufen;  so  muss  einzeln  stattfinden 

^a=0,  <%f«=0,  ^  =  0,  ^ya=0,  JV«  =  Ö,  ^  =  0,  u.  s.  w. 
Gleichung  I.  reducirt  sich  also  jetzt  auf 

J^=[2y+(Ä-h«— 2ar) .  ;>  —  y«  —  y«l .  ^y- 

Damit  nun  dUzssO  werde,  so  muss  sein 

15)  2y-|-(a  +  a  — 2;r).;>  — y«  — ya  =  0. 

Der  jetzt  integrirende  Faktor  ist  (ox^a-^a)*^  "°^  somit  hat  man 
letztere  Gleichung  in  folgende  umzuformen: 


1 
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(2*— •  — o)»  (2*—«—«)»  — 

Daraus  ergibt  sich  dnrch  iDtegratioB 


Ar— «— «        2.(2jr— -«  — a) 
oder 

16)  y=2^,ar  +  |.[y.-f-y.  — 2£;.(a  +  a)l.'. 

Erste  OS,  Sind  die  Wertbe  tob  jr«  und  fa  g^gehtn,  d.  h. 
soll  die  gesuchte  Grade  durch  die  mwei  festen  Punkte  (a,  y«)  und 
(a,  y(t)  gehen;  so  geht  Gleickung  U)  hezoglicb  über  in 

17)  y«  =  2£r.«  +  |[y^+9W-^. <•  +  «)) 
und 

18)  ya  =  2i5?.a+J,Iyw-f-yc-2£;,  (•  +  «)! 

und   aus  jeder   dieser  beiden  C^eichungen  folgt  Ez=i^  _v?,  so 
dass  jetmt  Gleichung  16)  nbergeht  in 


Zweiteus.  Lasst  jmmn  aber  die  gesuchte  Gerade  durch  die 
Bwei  festen  Punkte  («>  m)  und  {Jf:,  4)  gäen,  wobei  also  die  Wertbe 
TOB  fw  Qud  f^  nicht  gegeben  sind;  so  gebt  Gleichung  16)  bexüg- 
licb  über  in 

20)  oi  =  22:.«  +  i[y«  +  ^-21?.(«  +  a)] 

und 

21)   i  =  2i;.it-4^i.[y.-hy«-2^.(«-f.a)l. 

Daraus  folgt  1^=^  .  jj^j,  und  y^  I  pie=     ^^^ ^^iHjt  •  (•+**) 

und  Gleichung  16)  geht  über  in 

aus  welcher  Gleichung  sich  geradeso  die  Wertbe  tou  f^  und  ^« 
orgeben»  wenn  mau  beaugücb  •  oder  a  an  die  Stelle  des  jc  eti- 
setat. 

Uehrtgous  ist  unter  allen  UastäBden  i^  C=2  .  äp*  ;  und  sonit 
findet  unter  allen  UMsläaden  ein  priaäres  Kleinstes  statt 


Aufgabe  91. 
(Zu  Ohms  Lehre  des  Gros^ttn  aad  ÜMosien.  Sdfto  9JL  ^  97.  ■.  s.  w.)l 

Maa  sucht  eine  auf  ein  rechtwinkeliges  CootdiuateusjsteB  be* 
«ogene  ebene  Kurre.  Man  sieht  in  ibre«  lu  einer  nach  Beliebei 
gewählteu  Absctsse  jt  ^ebortgeu  Punkte  eine  Kerihrende«  Voi 
«wei  au  den  festen  Absctaata  •  uttd  •  gohortgea  Puuktu«  der  ge- 
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sochteD  Knnre  fallt  man  Perpendikel  auf  diese  Berohrende. 
Welche  Kurve  hat  aber  in  dem  zu  der  gerade  genommenen  Abscisse 
X  gehörigen  Punkte  die  Eigenschaft,  dass  das  Produkt  beider  Per- 
pendikel grösser  oder  kleiner  wird,  als  bei  den  zu  der  nemlichen 
Abscisse  or  gehörigen  Punkten  aller  andern  auf  dasselbe  recht- 
winkelige Coordinatensjstem  bezogenen  und  der  gesuchten  Kurve 
in  jedem  Punkte  nächstanliegenden  Nachbarkorven  der  Fall  sein 
kaoD? 

Die  Gleichung  ii^nd  einer  geraden  Linien  sei 

1)  2(.^+83.y'  +  6  =  0, 

so  ist  bekanntlich  die  senkrechte  Entfernung  eines  Punktes  (a,  b) 
TOD  dieser  Linie  gegeben  durch 


Die  nach  Belieben  gewählte  Abscisse  (Taf.  III.  Fig.  10.)  sei  OQ;=,a: 
Dod  die  zugehörige  Berührende  sei  ^F;  so  ist  deren  Gleichung 
bekanntlich 

oder 

ill)  p  .  a^  —  ^^y^p  .  ;r  =  0. 

Die  erste  feste  Abscisse  sei  OPzrza^  so  ist  jPs=:ya;  und  die 
Länge  des  von  s  auf  iSiF  gefällten  Perpendikels  ergibt  sich  nach 
Formel  II.,  d.  b.  es  ist 

Die  zweite  feste  Abscisse  sei  0/l  =  a^  so  ist  jRv  =  pa;  und  für 
die  Länge  des  Perpendikels  e^F  ergibt  sich  auf  ähnliche  Weise 

V)f;F=^^^f;Z,li^"^^. 

Das  im  Ausdrucke  IV.  und  V.  vorkommende  Radikal  hat  entweder 
jedesmal  seine  positive  odef*  jedesmal  seine  negative  Bedeutung, 
und  das  hier  in  nede  stehende  Produkt  ist 

Unter  den  verschiedenen  Fällen  welche  hier  aufgestellt  werden 
kÖDoen,  soll  folgender  besonders  hervorgehoben  werden: 

Man  soll  die  gesuchte  Kurve  nur  aus  denen  in  jedem  Punkte 
(einander  nächstanliegenden  herauswählen,  bei  welchen  allen  die 
Ordinaten  ya  und  y«  denselben,  (gegebenen  oder  nicht  gegebenen) 
Werth  haben,  und  welche  alle  den  zu  der  gerade  genommenen 
Abscisse  a;  gehörigen  Berührungspunkt  mit  einander  gemein  haben. 
Hier  ist  tfy=0,  <rya  =  0,  <ry«  =  0,  ^*y=:0,  <r*ya  =  0,  rf»y«  =  0, 
II*  8-  w.  (die  nöthige  Erklärung  steht  gleich  im  Anfange  des  drit- 
ten  Falles  der  89sten  Aufgabe).    Durch  Variiren  bekommt  man 
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VU)   J«^=(r:j:^.{P.(«  — ;r)  («  — a7).;H-(«-|-a~2^)  .y 

—  («  —  Är).y,  —  (a  —  ^).yJ.  (!+;,») 

Daraus  folgt  die  Gleichaog 

—  (a  — ;r)  .  yal  .  (1  H-/»») 

—  2;i.[(a  — a?).;i-ya  +  yj.[(a-.^).;i  — y„^.yJ=:0. 
Um   dicsö  GleichoDg  zd   integriren,   Doltiplicire   man   sie   vorerst 
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Da  dy  =  p ,  da:  ist,  so  Terschwiodet  folgender  Ausdruck 

jedenfalls,  und  man  kann  ihn  zum  Zähler  des  letzten  Bruebes 
addiren,  ohne,  dass  er  sich  ändert.  Es  ist  also  auch  y ollkommen 
genau 
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Diese   Gleichung   lässt    sich    geradezu    iotcgriren,    und    man    be- 
kommt 


IX) f^^, —^ 


od«r 


X)  [(a  — or)  .;>—ya+yl.I(«—^).f'—ya+^=^. (!+/»')• 


187 

Setzt  nan  ood  A  .  (l+;i*)  statt' des  gleicbbedeoteDden  Ausdracks 
in  Gleichung  VIII.  ein,  so  bekommt  man 

—  (a  — ^).yal.a+;^*) 
—  2ui.p.(l+;'')  =  0 

oder 

2[(a— Ä?)  (a  — .Ar)  — u^  ./i+(a  +  a~2^).y— (a  — a?).ya 

—  (a  — ^).y«  =  0. 

Diese    Gleicbaog    wird    integrabel    durch    den    Multiplicator 

2[(g~^)  (g  — ar)— ^r    '^""^^  K*^*  letatere  Gleicbug  zunächst 

ober  in 

2{{a^x)  {tt -•  x)  —  A\%  ' 

[(g  — jr)^yttH-(a— x)»yal  .dx      ^ 

Diese  Gleichung  lässt  sich  geradezu  integriren  und  es  ergibt  sich 

y(a-x)  (tt-ar)-^ 

-    (g  — q)  .  [(a  —  x)  .ya  —  (a-~x).ya]-^2d,{pa-hya) « 

oder  - 

XI)  M4-(a  — a)»l .  y  +  (a  — q)  .  [(a— *^)  .  y«  — («  —  .«?) .  yj 

—  2-df.(yaH-y«) 

:=L[\A'\'{a^aY\.B.\/\a  —  a:)  (a  — o:)  — ^. 

Dieses  soll  die  Integratgleicbong  zu  Gleichung  VUI.  sein.  Da  aber 
Gleichung  V.llL  nur  eine  Differentialgleicbung  der  ersten  Ordnung 
ist,  so  ist  in  Gleichung  XI.  eine  Konstante  zu  viel  eingegangen. 
Man  stalle  also  aus  Gleichung  XI.  für  y  und  fiir  p  die  Ausdrücke 
W,  substituire  sie  in  -VlII.,  und  bestimme  dann  A  durch  By  4>der 
B  dnrch  A ;  jenachdem  das  eine  oder  das  andere  tm  bequemsten 
»t  (In  dieser  Hinsicht  vergleiche  man  Aufgabe  67)  oder  o8)  oder 
71)  erste  Auflösung  erster  Fall). 

Sind  die  Wertbe  von  y^  und  y«  nicht  gegehen,  so  kann  man 
die  hier  gefundene  Kurve  noch  drei  Bedingungen  unterwerfen,  weil 
ausser  y«  und  y^  auch  noch  eine  der  Konstanten  A  oder  ß  TVt 
bestimmen  ist. 

Sind  aber  die  Werthe  von  i/a  und  ya  gegeben,  so  kann  man 
die  hier  gefundene  Kurve  nur  einer  einzigen  Bedingung  unter- 
werfen. 

(Man  vergleiche  den  dritten  Fall  der  89sten  Aufgabe). 
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Aufgabe  9L 

(Zm  Qkm^B  Lehre  des  Grossiai  uni  Kleinsten.  Seite  234.  $.  57.  o.  s.  k.). 

Ma«  sacht  eine  aaf  ein  re^twinkeliges  CeordinetensjreteM  be- 
BOffene  ebene  Runre.     He«  legt  in  4ie  sn  swei  festen  Abscissen 

Sehörig^n  Pnnkte  die  RrÜKMugskreite,  «nd  siebt  durch  deren 
liltet^nkte  swm  miI  einander  narallele  Graden.  Man  legt  aber 
auch  in  den  xn  irgend  einer  naca  Belieben  gewählten  Abscisse  jp 
ffebörigen  Pnnkt  der  gesncbten  Knrre  den  KrnniHinngskreis,  nsd 
fällt  Ton  dessen  MiHelpnnkte  Perpendikel  auf  die  beiden  obgenann- 
ten  parallelen  Graden.  Beide  Perpendikel  fallen  aber  gans.  in  eis- 
ander,  «nd  «aterscheidea  sich  nnr  darcb  ihre  Grosse.  Wenn  ■«■ 
der  xtt  der  gerade  genoniHienen  Abscisse  Jt  gehörige  Pnnkt  der 
gesuchten  Kunre  die  Eigenschaft  hat,  dass  das  rrodnkt  der  bei- 
den in  Rede  stehenden  Perpendikel  gHlsser  «der  kleiner  ist«  als 
bei  den  sn  der  nenüicben  Abscisse  jr  rehorigen  Pnnkten  aller  an- 
dern auf  dasselbe  rechtwiakelige  Coordinatensjstem  hexogenen  und 
der  gesuchten  Knnre  in  jedes  Punkte  nächstanliegenden  Nachbar- 
knnren  der  Fall  sein  kann:  welche  Kunre  wird  g»uchtf 

Es  schadet  der  AUffeaeinheit  der  Aufgabe  durchaus  nicht» 
wenn  «au  (Taf.  III.  Fig.  12.^  die  Coordinaten  der  gesuchten  Kunre 
so  annivHit,  dass  die  Abscissenaxe  parallel  wird  mit  den  (durch 
die  XU  den  festen  Abscissen  gehörigen  Krinuuungssiittelpnttkte  ge- 
sogenen) xwei  parallelen  Graden.  Der  xur  ersten  festen  Abscisse 
f  »hörige  Krumsuuigsaiittelpttnkt  mti  My  und  der  xur  xweiteu  festen 
bsctsse  gehörige  KruMMungsmittelpnnkt  sei  ß»  Die  in  der  Auf- 
gabe besagten  parallelen  Graden  sind  also  £Jr  und  SC.  Mas 
Sehe  nun  der  Abscissenaxe  die  Lage  OK  parallel  mit  SC^  und 
er  Ordinatenaxe  die  Lage  OY  senkrecht  auf  0X>  Der  ersten 
festen  Abscisse  entspreche  der  Pnnkt  P,  und  der  xweitenT  festen 
Abscisse  entspreche  der  Punkt  IL  Die  nach  Willkir  genovaeac 
Abscisse  sei  OQ  und  der  daxn  gehörige  KruMSiungsaiittelpunkt  sei 
N,  Die  in  der  Aufgabe  besagten  xwei  in  eine  einxige  Grade  fsl- 
lenden  Perpendikel  sind  abo  MI  und  liJL^  und  ^s  in  Bede 
stokoade  Produkt  ist 

I)  V^HL.UI 

II)  r  =  ( WK—MN)  .  {HG  —  MM). 

2$oUt  m^  <^Ö=:^  und  QT^sy^  so  ist  Jf£r=y-I — =^f  setxt 
OPz=€iy  so  ist  IFJir=ya+  ^  "*"^s  und  setxt  man  ^Ä=«> 

^.     Gleich 
9a 


1    I   y   * 

^  .*4  A'C=:y^H ^2-^    Gleichung  II.  geht  also  über  in 


**«4i«  *mik  autt»  so  ergibt  sich 
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Soll  nun  die  gesoebte  Kurve  ans  allen  möglichen  in  jedem  Punkte 
einander  unmittelbar  »Dliegenden  herausgewählft  werden,  so  müssen 
folgende  drei  Gleichungen 


VI)  (y 


Ä— 


)a-(y 


VII)  2y  + 


Mi±£ü_ 


(y 


1 


^).-(y+^)«=o 


/" 


190 

gleichzeitig  neben  einander  bestehen;  dieses  ist  aber  nur  nög^lich 
wenn 

Vlll)   (y  +  i±P!),  =  (y_Hi±£!)„ 

stattfindet.    Man  setze  zur  Abkürzung  g  anstatt  (^H — ^^^)a  und 

anstatt  (y  + — - — )a,'Und  jede  der  drei  obigen  Gldchungen   geht 
über  in 

1-1-©» 


Daraus  folgt 

Q  1 


=  0; 


und  wenn  man  auf  beiden  Seiten  niit/i  =  -^  multtplicirt,  so  be- 
kommt man 

p.dp  dy    _^ 

daraus  folgt 

und  daraus  folgt  weiter 

Integrirt  man  abermals,  so  ergibt  sich 

oder 

X)  (y  -  ^)» -I- (o?  +  Ä)»  =  ÄS 

SO  dass  der  Kreis  die  gesuchte  Kurve  ist,  welcher  insofern 
die  Aufgabe  löst,  als  er  in  jedem  seiner  Punkte  auch  sein  eigener 
Krümmungskreis  ist.  Bei  Bestimmung  der  Konstanten  muss  aber 
Gleichung  Vlll.  mitbenutzt  werden.  Allein  Gleichung  VIII.  geht 
üher  in  g-ns.gy  woraus  nichts  gefolgert  werden  kann;  und  sonach 
erkennt  man,  dass  die  gesuchte  Kurve  noch  drei  verschiedenen 
Nebenbedingungen  unterworfen  werden  kann. 

Da  die  hier  gesuchte  Kurve  ein  Kreis  ist,  so  fallen  allei^rfim- 
nungsmittelpnnkte  der  gesuchten  Kurve  in  einen  einzigen  Punkt  * 
zusammen.  Es  fallen  also  die^drei  Punkte  ÜT,  ^  und  &  in  einen 
einzigen  Punkt,  und  die  zwei  Linien  BC  und  EF  in  eine  einzige 
Linie  zusammen.  Es  ist  also  ^'  =  0  unabhängig  von  den  zwei 
festen  Werthen  a  und  a,  und  unabhängig  von  dem  willkürlichen 
Werthe  des  jj:.  , 

Das  Prufungsmittel  ist  noch  herzustellen. 
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Nacbdem   ich    schon    so    manche   Aufgabe    durchgeführt 
habe,   lege   ich    noch  folgende   den  J^esern   des  Archivs 

2ur  Uebung  vor. 

Aufgabe  92. 

Man  sncbt  eine  anf  ein  rechtwinkeliges  Coordinatensjstenl  be* 
logene  ebene  Kurtia.  Sie  wird  in  den  zn  den  festen  Abscissen  «r 
und  a  gehörigen  Punkten^  so  wie  auch  in  dem  zu  einer  nach  Be- 
lieben genommenen  Abscisse  jc  gehörigen  Punkte  berührt.  Diese 
drei  berührenden  Graden  schliessen  ein  Dreieck  ein.  Wenn  nun 
der  zu  der  gerade  genommenen  Abscisse  ar  gehörige  Punkt  der  ge- 
suchten Kurve  die  Eigenscliaft  hat,  dass  besagtes  Dreieck  einen 
grössern  oder  kleinem  Flächeninhalt  hat  als  bei  den  zu  der  nem- 
liehen  Abscisse  af  gehörigen  Paukten  «Her  »ndern  muf  dasselbe 
rechtwinkelige  Coordinatensystem  bezogenen  und  der  gesuchten 
Kurve  in  jedem  Punkte  nächstanliegenden  Nachbarkurven  der  Fall 
sein  kann:  welche  Kurve  wird  gesucht? 

Die  gesuchte  Kuve  (Taf.  III.  Fig.  11.)  sei  JUVJV;  die  festen 
Abscissen.i»  und  a  seiesk  OP  und  OQ^  und  die  nach  Belieben  ge- 
wählte Abscisse  a:  sei  OH.  Die  drei  in  Rede  stehenden  Berüh- 
reuden  sind  also  ÜT,  ßlT  und  KH,  Das  auf  vorgeschriebene 
Weise  begränzte  Dreieck  ist  KHT*  .  Dessen  Inhalt  ist 

^—Trapez  ©iSTT/. -H Trapez  TZr/W— Trapez  OKHF 

oder 

r=i  .  (»ür-h  TL)  .  (ÖZ-  ÖG?)  +  i(r/.+ÄF)  .  {OF-^  OL) 

—  i  .  {GK-^-  HF)  .  (OF--  OG) 

oder 

I)  U=\  .[GK  .{OL—  OF)^TL  .(OF^  OG) 

-^HF.iOG-^-OL)]. 

Itt  ton  OR^^a:  und  JlV=y^  so  ist  die  Gleichung  der  in  V  be* 
lihrendeB  Geraden  bekanntlich 


y'-y=(^-^)-^ 


oder 

Ist  OP=a  und  PM'=^yui  so  ist  die  Gleichung  der  in  ilf  berüh- 
reoden  Graden 

111)  y"=(J)« . ^'-*-ya-(^)« . ^. 

lit  ferner  ^Q  =  a  und  QA^=ya>  so  ist  die  Gleichung  der  in  N 
berührenden  Graden 
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Da,   wo   die  Berfibrenden  KH  und  MT  einander  schneiden,  ist 
;v'=;;r"  und  i/=zj/'i  und  aus  Gleichung  II.  und  III.  folgt 

sf      y  p — p„ 

Da  wo  die  BeriihrendeD  JVT  und  KU  einaader  schneidea,  ist 
a^^za/*^  uad  i/z=zy'*\  uad  aus  den  Gleichungen  11.  und  IV.  folgt 

Vll)  £^ir=ar^  =  ar^^^  =  ^'^""^'P«-y  +  y« 

P'-Pa 

Da,  wo  die  Berührenden  JlfT  und  NT  einander  schneiden  ist 
a:''z=za"*  und  yl*z=ii/**\  und  aus  den  Gleichungen  III.  und  IV.  folgt 

,X)  öZ  =  ar"  =  ^  =  ^'^^""^'^^^^^+y*^ 

-^  Pa  —  Pa 

X)    /:y        ^/ ^yy^ .^^  —  (»)  *Pa  'Pa-^tfa  •Pa  —  Pa  •  Pa 

'  y         V  Pa—pa 

Diese  fiir  OO,  OF,  OL,  GK,  LT  nnd  PH  gefundenen  Ausdrücke 
hat  man  jetzt  in  Gleichung  I.  einzuführen  und  dann  weiter  zu  ver- 
fahren, wie  bekannt. 


Aufgabe  93. 

Man  sucht  eine  auf  ein  rechtwinkeliges  Coordinatensystem  be- 
zogene ebene  Kurve.  Sie  wird  in  den  zu  den  festen  Abscissen  a 
und  a  gehörigen  Punkten  berührt.'  Von  dem  zu  einer  nach  Will- 
kür genommenen  Abscisse  a;  gehörigen  Punkte  besagter  Kurve  fällt 
man  Perpendikel  auf  die  beiden  Berührenden.  Die  beiden  Perpen- 
dikel und  die  beiden  Berührenden  schliessen  ein  Viereck  ein,  durch 
dessen  vier  Punkte,  weil  die  zwei  entgegengesetzten  Winkel  jedes- 
mal zusammen  zwei  Rechte  betragen,  man  einen  Kreis  legen  J^aDD. 
Wenn  nun  der  zu  der  gerade  nach  ^Willkür  genommenen  Abscisse 
a:  gehörige  Punkt  die  Eigenschaft  hat,  dass  besagtes  Viereck  eioeD 
ffrössern  oder  kleinern  FlächeDiDhalt  hat^  als  bei  den  zur  nemlicben 
Abscisse  ac  gehörigen  Punkten  aller  andern  auf  dasselbe  recht- 
winkelige Coordinatensjstem  bezogenen  und  der  gesuchten  Kurve 
in  jedem  Punkte  näcbstanliegenden  Nachbarkurven  der  Fall  sein 
kannt  welche  Kurve  wird  gesucht? 

Die  gesuchte  Kurve  (Taf.  III.  Fiff.  13)  sei  jlf  FA^,  die  festen 
Abscissen  a  und  a  seien  OP  und  OQy  und  die  nach  Willkür  ge- 
wählte Abscisse  sc  sei  OR.  Die  zwei  in  Rede  stehenden  Berüh- 
renden sind  MT  und  NT\  der  zur  Abscisse  ac  gehörige  Punkt  der 
Kurve  ist  V\  die  zwei  in  Rede  stehenden  Perpendikel  sind  also 
F^und  FiS^;  das  auf  vorgeschriebene  Weise  erzeugte  Viereck  ist 
also  VWT8.    Dessen  Inhalt  ist 
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V=TnfK%   WKt'T+Tnptz  LTSM-^Tn^ex  VWKR 

—  Trapez  V8HR 

«der 


ü=\.(  WK-\-TL) .  {OL—0K)-\-i  .  (TL+SH) .  (^OH-OL) 
-  4(  WK^  VA)  .  ( OR—OK)  —  i(  FÄ-4- 8H) .  ( OH—OR) 

Oller 

I)  Ü=\[{WK'—8H) .  (OL—OR)  +  irR—TLy  (0^—OH)\. 

4 

I    Ist  OPzzza  und  PM'=Lya^  so  ist  die  Gleichnng  der  in  M  beruh- 
renden  Graden  MT 

■  Da  Dun  OR-^na:  und  HV^zy^    so  ist  die  Gleichung   der   dnrdi 
den  Punkt   F  gehenden    und   auf  3iT  senkrechten  Geraden   VW 

;  folgende: 

111)  y^=  — -i-..;a/'-*-tf  +  -7^.a?. 

Ist  OQ:=ia  und  QÄ=zy^^  so  ist  die  Gleichung  der  in  ^  beruh- 
reoden  Geraden  NT 

IV)  jT  =  (%)d .  ^* + y«  -  (g)« . «, 

und  die  Gleichung  der  durch  V  gehenden  und  auf  NT  senkrechten 
Graden   VS  ist  folgende: 

Da  wo  die  Linien  MT  und   FIF  einander  schneiden  ist  a^^ia:'^ 
und  ^=y^;  und  aus  den  Gleichungen  11.  und  111.  folgt 

VI)  0K=af  =  a^=''-^''*-^^1:i\-'"''^-% 

VII)  ig>r=y'=y'=^^-^^-^''+^y:-^y-^'''. 

Da  wo  die  Linien  3^7  und   FiS^  einander  schneiden  ist  a^"'=,a^^^' 
nDd/'=y';  und  aus  den  Gleichungen  IV.  und  V.  folgt 

VIH)  0a=a>"'=a:""==^^^S£L±£±^ipysh££ 

IX)  Ä»=y"'=y-=i^^^^^^^^|±^<  ■ 

Da  wo   die   Berührenden    MT  und    NT  einander    schneiden    ist 
x^z=:a!"*  und  y^=y^'',  und  aus  der  Gleichung  II.  und  IV.  folgt 

Twa  ni.  13 
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XI)  Xr_  i/:^  j/"^;^  (^"7«)  '  P^-Pa-^ya  •  Vm^lfa^pa 

Da  wo  die  Linieii  VW  nnd  VS  einander  schneiden,  ist  af*^=:üif 
und  y  =  ^'';  nnd  ans  Gleichung  111.  und  V  folgt 

XII)  ÖÄ  =  Ä?''  =  ar^"  =  ^ 

XIII)  Rr=y''=f/'''^y. 

Diese  fdr  OK,  OH,  OL,  OH,  KW,  RV,  LT  mA  HS  gefunde- 
nen Ausdrücke  hat  man  jetzt  in  Gleichung  I.  einzuführen  und  dann 
weiter  zu  verfahren,  wie  hekannt  ist. 


Aufgahe  95. 

Man  sucht  eine  auf  ein  rechtwinkeliges  Coordinatensysfem  be- 
zogene ebene  Kurve,  und' legt  in  die  zu  den  festen  Abscissen  tf 
und  a  gehörigen  Punkte  die  Krümm ungskreise.  Man  legt  aber 
auch  in  den  zu  der  nach  Belieben  gewählten  Abscisse  a:  gehörigen 
Punkt  den  Krümmungikreis.  Man  verbindet  die  zu  den  Abscisseb 
a  und  a  gehörigen  Krümmungsmitlelpunkte  mit  dem  zu  der  Abscisse 
jc  gehörigen  Krümmnngsmittelpunkte.  Wenn  nun  der  zu  der  ge- 
rade genommenen  Abscisse  a:  gehörige  Punkt  der  gesuchten  Knrve 
die  Eigenschaft  hat,  dass  die  Summe  der  Quadrate  beider  TerbiD- 
dungslinien  grösser  oder  kleiner  wi^d,  als  bei  den  zur  nemlicbeo 
Abscisse  a^  gehörigen  Punkten  aller  andern  aqf  dasselbe  recht- 
winkelige Coordinatensysten^  bezogenen  und  der  gesuchten  Kurve 
in  jedem  Punkte  nächstanliegenden  Nachbarkurven  der  Fall  sein 
kann:  welche  Kurve  wird  gesucht? 

Es  seien  (Ta£  III.  Fig.  14.)  die  festen  Ahseissen  OP=  a  und 
OR=za;  und  ^die  nach  Willkür  genommene  Abscisse  sei  0Q,'=-^^ 
Der  zu  0P=.  a  gehörige  Krümmungsmittelpunkt  ist  K,  der  zu 
OR=za  gehörige  Krümmungsmittelpunkt  ist  G,  und  der  zu 
OQ=:a:  gehörige  Krümmungsmittelpunkt  ist  H  Die  beiden  Ver* 
bindungslinien.  sind  KH  und  GH.  Die  Aufgabe  verlangt  also: 
es  soll 


\)U=iKH'V-GH 

ein  primäres  Grösstes  oder  Kleinstes  werden.,    Statt  !•  kann  man 
auch  setzen 

n)  üzzzKHM'- Kwy -v-iOM  —  om^ 

-^{{HM-^GN^^-^iON^OMy] 
oder ' 


III)  U=:OW-{-^.OM'\-O^I'\'KW+'i.HM'\'G^ 
—  2.  0M.{0W-^0N)'-'l.HM.(KW-\'ON)^ 

Hier  ist    öA/=^-^i±^^^,    und   j|/^=y+l±:2!.   ferner 
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ÖFr=a-^-i^*^^^^^^^,    nnd   IF^=ya  +  ^^T^;    und    ebenso 

qa  ^  ^  y« 

ist  OA  =  a ^-= ^-*,  nod  NG=zy^-\ . 

Diese  Ansdracke  hat  maD  in  111.  einzosetsen,  und  dann  zu  ver- 
fahren, wie  gewöhnlich. 


Aufgabe  96. 

Man  sucht  eine  auf  ein  rechtwinkeliges  CoordinateBsyslembezogeiie 
ebene  Kurve.  Man  legt  in  die  zu  deu  festen  Abscissen  a  und  a 
gehörigen  Punkte  die  Kriimraungskreise.  Man  legt  aber  auch  in 
den  zu  der  nach  Willkür  gewählten  Abscisse  o?  gehörigen  Punkt 
den  Krümmungskreis.  Man  verbindet  die  drei  Krümmungsmittel- 
puDkte  mit  einander.  Dadurch  entsteht  ein  Dreieck.  Wenn  nun 
der  zu  der  gerade  geBommenen  Abscisse  o?  gehörige  Punkt  die 
Eigenschaft  hat,  dass  des  besagten  Dreiecks  Inhalt  grösser 
^  oder  kleiner  ist  als  bei  den  zur  nämlicheu  Abscisse^  gehöri- 
\  gen  Punkten  aller  andern  der  gesuchten  Kurve  in  jedem  Punkte 
I  Bäcbstan liegenden  Nachbarkurven  der  Fall  sein  kann :  welche  Kurve 
■   wird  geancfat? 

Hier  soll  (Taf.  IIL  Fig.  14.) 

:  1)  ^=  Dreieck  KHO 

ein  primäres  Grösstes  oder  Kleinstes  werden.    Statt  1.  kann  man 
auch  setzen 

II)  ^7=  Trapez  FWMrüfih  Trapez  ÄÄfjV©  —  Trapez  KWNG 

oder 
\    V=\{KW+HM)  .  (OM-^OW)  +  ^  .  {MM+GM)  (ON-^OM) 
\      '^i.{KW-\'GN).(ON—OW) 

oder 

lU)  U=i.lKW.(OM'-OJV)  +  JffM.(OJV^OW) 

Hier  hat  man  die  schon  in  voriger  Aufgabe  für  OW>t   WKy  OM^ 
\    MH^  ON^  NO  aufgestellten  Ausdrücke  einzuführen  und  dann  zu 
Terfahren  wie  gewöhnlich. 


\Z 


L 
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Neue  Auflösung  der  die  BestimmuDg  der  An- 
zahl aller  ganzen  Zahlen,  welche  kleiner  als 
eine  gegebene  Zahl  und  zu  derselben  relative 
Primzahlen  sind,  betreffenden  Aufgabe. 

Von 

'    4lein    Herausgeber. 


1. 

Die  erste  ADflt>suDg  der  oben  genannteD,  für  die  Zahlenlehre 
in  mehrfacher  Beziehung  wichtigen  Aufgabe  ist  von  Euler  in  den 
Nov.  Comm.  Acad.  Petrop;  T.  VIII.  p.  74.  gegeben,  und  in  den 
Nov.  Act.  Petrop.  T.  VIII.  p.  17.  wiederholt  worden,  worüber 
man  auch  Essai  sur  la  th^orie  des  nombres,  par  Legendre. 
Seconde  Edition.  Paris.  1808.  p.  6.*Dachsehen  kann.  Eine  sehr 
schöne  und  höchst  einfache  Auflösung  hat  Gauss  in  den  Di  sq. 
arithm.  Lipsiae.  1801.  p.  30.  gegeben,  mit  welcher  die  von 
Cauchy  in  den  Exercices  d'Analyse  et  dePhysique  math^ 
matique.  Tome  deuxieme.  Paris.  1841.  p.  9.  gegebene  Auflö- 
sung im  Wesentlichen  übereinstimmt.  Eine  aus  An  elementary 
investigation  of  the  theory  of  numbers,  with  its  appli« 
cation  to  the  indeterminate  and  diophantine  analysis, 
the  analytical  and  geometrical  division  of  the  circle 
and  severaT  other  curious  algebraicai  and  arithmetical 
Problems,  by  P.  Barlow.  London.  1811.  8.  entlehnte  Auflö- 
sung, die  mit  Eulerä  Au0ösung  Aehnlicbkeit  hat,  findet  man  in 
dem  Lehrbuche  der  Mathematik  für  Gymnasien  und  Real- 
schulen von  J.  H.  T.  Müller.  Erster  Theil  Qalle.  1838. 
S.  246.  Eine  von  A.  v.  Ettingshausen  in  der  Zeitschrift  für 
Physik  und  Mathematik.  Berausgegeben  von  A.  Baum- 
gartner  und  A.  v.  Ettingshausen,  gegebene  Auflösung,  welche 
nach  Müller's  Urtheil  a.  a.  0.  jedoch  nicht  scharf  genug  zu  sein 
scheint^  ist  mir  bis  jetzt  unbekannt  geblieben. 

Die  Auflösung  von  Euler  lässt  sich,  wie  es  mir  scheint,  nur 
mit   WeitläuGgk^it    zu  ^völliger   Allgemeinheit    erheben,    und    ein 

ßleiches^  Urtheil  darf  ziemlich  mit  demselben  Rechte  über  die  von 
arlow  gegebene  Auflösung  gefällt  werden.  Die  schöne  Auflö- 
sung ^von  Gauss,  mit  welcher,  wie  schon  erwähnt  worden  ist^ 
Cauchy 's  Auflösung  im  Wesentlichen  ganz  übereinstimmt,  setzt 
dijß  Theorie  der  Auflösung  der  unbestimmten  Gleichungen  des  ersten 
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Grades  swiscben  zwei  onbekaBtiteit  GrösseD,  oder  die  Aufgabe: 
alle  Zabjen  zu  fipden,  welcbe  durcb  gegebene  Zahlen  dividirt,  ge- 
gebene Reste  übrig  lassen,  als  bekannt  voraus.  Diese  Gründe  ha-- 
ben  «nicb  bewogen,  eine  neue  Auflösung  zu  suchen,  welche  ich  im 
Folgenden  mittnetle,  weil  sie  auf  sehr  einfachen  Gründen  beruhet, 
und  mir,  we^in  sie  sich  auch  nicht  als  ganz  kurz  erweisen  sollte, 
doch  einen  Blick  in  die  eigentliche  Natur  dieses  Gegenstandes  zu 
verstatten  scheint,  wozu  noch  kommt,  dass  mir,  des  n'ächstfolgen- 
den  Aufsatzes  wegen,  sehr  viel  daran  liegen  musste,  im  Besitz 
einer  von  der  Auflösung  der  unbestimmten  Gleichungen  des  ersten 
Grades  zwischen  zwei  unbekannten  Grössen  ganz  unabhängigen' 
Auflösung  der  in  Rede  stehenden  Aufgabe  zu  sein. 

Dass  alle  im  Folgenden  gebrauchten  Symbole  positive  ganze 
Zahlen  bezeichnen,  braucht  wohl  kaum  noch  besonders  bemerkt 
zu  werden. 

2. 

LehrMat%.  Wenn  /t  und  k  relative  Primzahlen  sind, 
sind  immer  auch  nk-^-ii  und  k  relative  Primzable'n. 

Beweis.  Wären  nk^fJb  und  k  jiicht  relative  Primzahlen, 
und  hätten  also  einen  von  der  Einheit  verschiedenen  gemeinschaft- 
lichen Factor  p,  so  sei 

#ir^ -I- f*  s=r /i^,  k'=.pq\ 

Dann  wäre  nkzrr.nptf^  und  folglich 

iiz=zpq  —  nk=zpg  ^  npg'  =zp(q  --  nq')^ 

so  dass  also  oucb  /t  den  Factor  p  hätte,  und  folglich  mit  k  nicht 
relative  Primzahl  wäre,  wie  doch  vorausgesetzt  wurde.  Also  sind 
nk  +  i»»  und  k  relative  Primzahlen,  wie  bewiesen  werden  sollte. 

JLehrgatx.  Wenn  nk-^p,  und/r  relative  Primzahlen 
sind,  so  sind  immer  auch  p»  und  k  relative  Primzahlen. 

Beweis.     Wären  p  und  k  nicht  relative  Primzahlen,  und  hätten' 
also  einen  von  der  Einheit  verschiedenen  gemeinschaftlichen  Factor 
/?,  so  sei 

p=zpqy  k=zpq\ 

Dann  yiM^-nk'=.npg^y  und  folglicb 

#f/r -f- /i*  =  n^/i/ -h  ;?^  = /?(ä^ -H  f'), 

so  dass  alä.o  auch  nk  +  p  den  Factor  p  hätte,  und  folglich  mit  k 
nicht  relative  Primzahl  wäre,  wie  doch  angenommen  wurde.  Also 
sind  p  und  k  relative  Primzahlen,  wie  iiewiesen  werden  sollte. 

■ 

ZvMat%,  Wenn  p  and,  Xr  keine,  relativen  Primza^ilen 
sind,  so  sind  auch  nk  +  p  und  k  keine  relativen  Prim- 
zahlen; und  umgekehrt:  wenn  nk-hp  und  k  keine  rela- 
tiven Primzahlen  sind,  so  sind  auch  p  und  k  keine  re- 
lativen Primzablep. 
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Dieser  ßmtz  ist  eine  unmittellMire  Folge  am  den  beiden  vorher- 
gehenden Sätzen. 

5. 
Wir  wollen  nun  annehmen,  dass 

die  sämmtlichen  Glieder  der  Reihe 

,  1,  2,  3,  4,  5, ....  ^ 

sind,  welche  mit  Jb  relative  Primzahlen  sind,  wo  also  ^{ß:)  dfe  An- 
zahl  aller  der  Zahlen  Bezeichnet,  welche  mit  ^  relative  PrimzahleA 
und  kleiner  als  >&  sind.    Bildep  wir  uns  dann  die  Reihe 

nl:  +  Ij  nk -|- 2,  i»^-|-3^  .  , .  nk -+•  (^ —  1),  nk'\'k\ 

» 

d.  i.  die  Reihe 

nk^l,  nk  +  2   «^ H- 3, ...(»+ l)i^  —  l,  (it +  !)>&; 

so  sind  nach  den  vorher  hewiesenen  Sätzen  die  sämmtlichen  Glieder 

nk  -i-  Hl 9  fik -^ a^,  nk -i-  iv,,  • . . .  nk -+•  a(f'(i) 

dieser  Reihe,  aber  auch  nur  diese  Glieder  der  in  Rede  stehenden 
Reihe,  mit  k  relative  Primzahlen,  und  in  den  beiden  Reihen 

1,  2,  3,  4,  5, :  . .  ^ 

und 

nk  -1-1,  nk'^-  2,  nk-^  3,  «^  +  4,  .  .  .  (li  -f- 1)^ 


kommt  also  immer  eine  gleiche  Anza^il  von  Gliedern,  in  jeder 
Reihe  nämlich  9(Xr)  Glieder,  vor,  welche  mit  k  relalhre  Primzah- 
zahlen  sind. 

^  6. 

Hat  man  jetzt  die  Reihe 

1,  2,  3,  4,  5,  ... .  pks 

so  kann  man  diese  Reihe  auf  folgende  Art  in  p  Abthetlungen  öMer 
Gruppen,  eine  jede  mit  k  Gliedern,  ahtheilen: 

Ij  2,  3,  4,  5,  • . .  .  ^; 

/r-+.l,  ^-+.2,  ^4-3,  ^-4-4, %k\ 

2>&+l9  2>I&-h2,  2^-*-3,  2>&-+.4, Zk\ 

3^-Hl,  3>t-4-2,  3^-4-3,  3>&-+.4, 4^; 

u.  s.  w. 

(/^  — 1)^-4-1,  (;,-.l)/.  +  2,  {p^\)k-\-Z,.,.pk', 


und  übersieht  hieraus  mit  Hülfe  der  in  5.  auffestellten  Betrachtun- 
gen, dass  p^{fc)  die  Anzahl  der  sämmtlichen  m  der  Reihe 

*  1,  2,  3,  4}  5, ... « pk 

vorkommeitdon  Glieder  ist,  welche  mit  k  relative  Primzahkni  «ind. 
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Indem  wir  von  jetzt  an  immer  annehmen,  dass  das  in  der  vor- 
lier^ehenden  Numiiter  ffebraHchte  Sjrmbol  p  eine  absolute  von  der 
Einheit  verschiedene  Primzahl  bezeichne,  wollen  wir  nun  zuerst 
den  Fall  betrachten,  wenn  die  Primzahl  p  ein  Factor  der  Zahl 
Ä:  ist: 

Unter  dieser  Voraussetzunr  lässt  sich  behaupten,  dass  jede 
Zahl,/i«,  welche  mit  k  relative  Primzahl  ist,  auch  mit 
pÄ:  relative  Primzahl  ist,  wie  auf  folgende  Art  leicht  gezeigt 
werden  kann. 

Sollten  nämlieh  'fi  und  pk  nicht  relative  P-rimzahlen*  sein ,  und 
also  einen  von  der  Bjnheit  verschiedenen  gemeinschaftlichen. Prim- 
Factor  haben,  so  roüsste  dieser  gemeinschaftliche  Primfactor,  weil 
nach  der  Voraussetzung  ^  und  k  relative  Primzahlen  sind,  und 
also  keinen  gemeinschaftlichen  von  der  Einheit,  verschiedenen  Prim- 
factor  haben,  nothwendig  p  sein,  und  es  müsste  also  (a  den  Prim- 
factor  p  haben,  welches  aber  ungereimt  ist,  da  nach  der  Voraus- 
setzung p  auch  ein  Prtmfactor  von  k  ist,  und  doch  f»  und  A:  re- 
lative Primzahlen  sein  sollen.  Also  müssen  unter  der  Voraus- 
setzung, dass  p  ein  Primfactor  von  k  ist  und  fA  und  k  relative 
Primzahlen  sind,  jederzeit  auch  p  und  pk  relative  Primzahlen  sein, 
wie  behauptet  wurde. 

Ferner  erhellet  auf  der  Stelle,  dass  jede  Zahl  fi  welche 
mit  k  nicht  relative  Primzahl  ist,  auch  mit  pk  nicht  re- 
lative Primzahl  sein  kann. 

Nach  diesen  beiden  Sätzen  ist  also,  wenn  /i  ein  Primfactor 
von  /s  ist,  jedes  Glied  der  Reihe 

1,  2,  3,  4,  5, pky 

welches  mit  k  relative  Primzahl  ist,  auch  mit  pk  relative  Primzahl, 
und  jedes  Glied  dieser  Reihe,  welches  mit  k  nicht  relative  Prim- 
zahl ist,  ist  auch  mit  pk  nicht  relative  Primzahl.    Die  sämmtlichen  , 
Glieder  der  Reihe 

1,  2,  3,  4,  5,  ...  .  pk^ 

welche  mit  ^relative  Primzahlen  sind,  sind  folglich  die  sämmt- 
lichen Glieder  dieser  Reihe,  welche  mit  pk  relative  Primzahlen 
sind,  und  da  nun  nach  6.  die  Anzahl  der  sämmtlichen  Glieder  der 
in.  Rede  stehenden  Reihe,  welche  mit  k  relative  Primzahlen  sind^ 
pifi{k)  ist,  so  ist  dies  auch  die  Anzahl  der  sämmtlichen  Glieder 
dieser  Reihe,  welche  mit  pk  relative  Primzahlen  sind.  Bezeichnen 
wir  also,  analog  mit  ^(k)^  die  Anzahl  der  sämmtlichen  relativen 
Primzahlen  zu  pk^  welche  kleiner  als  pk  sind,  durch  (p(pk)\  so 
ist  in  dem  Falle,  wo  die  Primzahl  p  ein  Primfactor  von 
k  ist,  jederzeit 

'     8. 

Ferner  wollen  wir  nun  auch  den  Fall  betrachten,  wenn  die^ 
Primzahl  p  kein  Factor  von  fe  ist. 


doo 


Weil 
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sämmtlich  mit  X;  relative  Primzahlen  sind  und  p  kein  Primfactor 
ton  k  ist,  so  hat  offenbar  keins  der  Producte 

;?»,,  pa^^  pa^,  pa^y  .  . .  paq{k) 

einen  Primfactor  mit  k  gemein^  und  alle  diese  Producte  sind  also 
mit  k  relative  Primzahlen,  wobei  sich^  weil  die  Zahlen 


ij  »a>  «s»  «4» 


Oifik) 


sämmtlioh  kleiner  als  ^  sind,  von  selbst  versteht,  duss  die  Producte 

pa^y  pa^y  pa^y  pa^^  .  . .  pa(f\k) 
alle  in  der  Reihe 

1,  %  3,  4,  5,  ... .  pk 

als  Glieder  derselben  wirklich  vorkommen;  und  eben  so  versteht 
sich  von  selbst«  dass  keins  dieser  Produkte  mit  pk  relative  Prim- 
zahl ist. 

Ferner  kann  leicht  gezeigt  werden,  dass  jedes  Glied  der  Reibe 

1,  2,  3,  4,  5, . .  .  pky 

r 

welches  mit  ^  relative  Primzahl,  dagegen  mit  pk  nicht  relative 
Primzahl  ist,  ein  Glied  der  Reihe 

paii  pa^y  pa^y  pa^y  . . .  patfik) 

sein  muss.  Jede  Zahl  nämlich^  welche  mit  k  relative  Primzahl  ist, 
also  mit  k  keinen  von  der  Einheit  verschiedenen  gemeinschaft- 
lichen Primfactor  hat^  dagegen  mit  pk  nicht  relittive  Primzahl  ist, 
also  mit  pk  einen  von  der  Einheit  verschiedenen  gemeinschaftlichen 
Primfactor  hat,  muss  offenbar  nothwendig  den  Primfactor  p  habes, 
und  wir  können  daher  die  in  Rede  stehende  Zahl  durch  p^  be-  ' 
zeichnen.  Da  nun  pq  mit  k  IfeineA  von  der  Einheit  verscliiedeneD 
gemeinschaftlichen  Primfactor  hat,  so  muss  natürlich  'q  mit  k  rela- 
tive Primzahl  sein.  Es  ist  aber,  wenn^  wie  wir  jetzt  .voraussetzen 
wollen,  pg  ein  Glied  der  Reibe 

1,  2,  3,  4,  5,  . .  .  pk 


ist,  natürlich 


pg^pky 


als^  q^^k^   oder  vielmehr,   weil   q  mit  k   relative  Primzahl  ist, 

g'^k.    Weil  .nunT  bekanntlich 

«Tj,  a»,  »,,  »4,  ....  aq{k) 

alle  reliitive  P|;imzahleu  zu  k  unter  k  sind,  so  muss,  nach  dem  vor- 
her Bewiesenen,  g  nothwendig  in  dieser  Reihe,  also  pg  nothwen- 
dig in  der  Reihe 

P^M  P^t9  P^ti  pa^y  •  •  •  •  P^ffifih 
d.  h.  jedes  Glied  der  Reihe 


1    * 
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1,  %y  3,  4,  5, . .  •.  p^y 

welcbes  mit  A:  relative  Primzahl,   dagegen  mit  pA  nicht  relbtiye 
Primzahl  ist,  mnsa  in  der  Reibe 

P^i;  P^%9  pa^y  pa^y . . .  paqik) 

als  ein  Glied  derselben  vorkommen. 

Endlich  versteht  sich  auch  von  selbst,  dass  alle  Glieder  der 
Beibe 

1,  2,  S,  4,  5, ... .  pky 

welche  mit  k  nicht  relative  Primzahlen  sind,  auch  mit  pk  nicht 
[     relative  Primzahlen  sind. 

! '  Wir  wissen  also  jetzt,  unter  der  Voraussetzung,  dass  die  Prim- 

^     zahl  p  kein  Factor  von  >&  ist: 

Erstens:  dass  die  Anzahl  der  sämmtlichen  Glieder  der  Reihe 

I  1,  2,  3,  4,  5,  ...  .pky 

I     welche  mit  k  relative  Primzahlen  sind,  jederzeit 

p^{k) 

iif). 

Zweitens:  dass  die  in  der  Reihe 

1 ,  2j  3,  4,  5, .  • .  •  pß: 

[     wirklich  vorkommenden  Prodncte 

j  />«!,  p«„  pa^y  pa^y . . .  pa^(k}y 

deren  Anzahl 

ist,  sSmmtlich  mit  Jh  relative  Primzahlen,  dagegen  mit  pk  nicht 
relative  Primzahlen  sind. 

Drittens:  dass  jedes  Glied  der  Reihe 

1,  2,  3,  4,  5, ..  .;»Xr, 

welcbes  mit  Jb  relative  Primzahl,   mit  pk  dagegen  nicht  relative 
Primzahl  ist,  in  der  Reihe 

P^iy  P^2i  P^ty  P^A^ Pa<f{k) 

ab  ein  Glied  derselben  vorkommen  muss. 
Viertens:  dass  jedes  Glied  der  Reihe 

1,  ?,  3,  4^  5, .  . .  pk, 

wdlcbes  mit  k  nicht  relative  Primzahl  ist,  auch  mit  pk  nicht  rela- 
tive Primzahl  ist. 

Hieraus  ergiebt  sich  also  ganz  unzweideutig  und  mit  völliger 
Strenge,  dass  in  dem  Falle,  wenn  die  von  der  Einheit  verschiedene 
Primzahl  p  kein  Primfactor  von  k  ist,  indem  wir  immer  die  früher 
eiDgeführien  Bezeichnungen  auch  jetzt  beibehalten, 


*)  Dies  ist  in  6.  gezeigt  worden,  und  s^tzt  im  Allgemeinen  als  nothwen- 
dige  Bedingunff  nicht  voraus,  dass  p  eine  Primzahl  und  kein  Factor 
'von  k  ist,  sondern  gUt  für  jedes  p  und  jedes  k* 
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9iP^)  =  {p-  l)y{*) 

ist. 

9. 

Wlenn  also  die  von  der  Einheit  verschiedene  Prim- 
zahl p  ein  Factor  von  ^  ist,  so  ist  nach  7.  immer  ' 

Wenn  dagegen  die  von  der  Ei.nheit  verschiedene  Prim- 
zahl p  kein  Tactor.  von  A:  ist,  so  ist  nach  8.  immer 

^(p^)  =  (p —  IMA:), 

Sei  nun  überhaupt 

JV^p'^JVr,  ■ 

^  wo  p  eine  von  der  Eitiheit  verschiedene  Primzahl  und  kein  Factor 
von  A^,-sein  soll;  so  erhält  man  zuvörderst  durch  successive  An- 
wendung* des  ersten  Theils  des  vorhergehenden  Satzes 

^Nyzr^p^pip^-^N,) 

—  p  pfip^^JV, )  =:zp^q>(p'^ß/, ) 

=  p  ^ptpipo-^N^  )==ip*  fip^*^^! ) 

=  p*p^ip'*"^i  )=^P  ^SPiP^'^'^i ) 
=p^pf{po-^A^i)=zp*ip{po-^JV^) 

u.  8.  w. 

—  pa-^q>{pA^^)=:p<'-ly,(pJV,). 

Weil  nun  aber  nach  der  Voraussetzung  p  kein  Primfactor  von  Jü/t 
ist,  so  ist  nach  dem  zweiten  Theile  des  obigen  Satzes 

und  folglieh  oaeh  dem  Vor)iergeben4eD 

Setzen  wir  nun 

WO  /i,  py^  p^y  /!,,  . ,  ,  .pi  lauter  ungleiche  von  der  Einheit  ver- 
sci^Fedene  Primzahlen  bezeicbiien  sollen;  so  ist  nach  dem  vorher 
Bewiesenen:  ■  \    \ 

SPÖ»,«a;?^«*j^,«. . .  pin)  =  Pt''*-^(Pt  —  IJSPC/^*"*/^,«»/?«"«  .  .  .  Pin), 

U.   8.  W. 

q^(px^))apfl-^{px--l)s 
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and  foigli<A,%eDD  MAB  die  GröMeii  a«f  beiden  Seiten  der  Gleieh-i 
keitszelchen  in  einander  multipUcirt ,  und  aufhebt ,  was  sieb  aufibe- 
ben  lässt: 

5p(iF)  =;|i-i(;,  —  1)p^^^-Hp,  -  ^p^^^-^ip^  -  1)  .  .pi^-^ipx  -  1), 
oder 

9(^)='P^^Px'''^^P,''-K.px''l-^{p-l)  (p,-l)  (p,-l)..{pi-l), 
oder 

oder  ^ 

SP(iV)=r/'.--;».-..n-A(i-7)  (1-^)  (»-^)--(i-^)5 

also,  weil 

Arsp'p^^ip^^tp^ä» . . .  ;ijL«i 
ist, 

^(A^)  =  iV('l-l)(l-J-)(l-±)..(l-±). 

welcbes  die  bekannte  zuerst  von  Euler  gefandene  Formel  ist,  die 
wir  bier  auf  Beispiele  weiter  nicht  anwenden  wollen. 


XXI. 

r 

lieber  Cauchy's  Auflösung  der  imbestimmten 

Gleichungen  des  ersten  Grades  zwischen  zwei 

unbekannten  Grössen  in  ganzen  Zahlen. 

Von 

dem  Herausgeber. 


1. 

In  dem  Memoire  sur  la  r^soliition  des  ^quations  in- 
d^termin^es  du  premier  d^gr^  en  nombres  entiers  (Exer- 
cices  d^Analjr^e  et  de  Physique  mathdsiatique.  T«  li.    Pa- 
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riek  1841.  p.  1.)  hat  Caiicby  eine  frülier  von  Libri  nnd  Binet 
gegebe;ie,  im  uanzen  auf  selir  einfadien  BetracbtUDgen  beruhende' 
Auflösung  der  Gleichungen  des  ersten  Grades  zwischen  zwei  unbe- 
kannten Grössen  in  ganzen  Zahlen,  wie  er  seihst  sagt,  zu  gjrösse- 
ter /Allgemeinheit  erhohen,  und,  wie  wir  noch  hinzufiigeD' wollen, 
überhaupt  mit  mehreren  wichtigen  Zusätzen  bereichert.  Da  es  uns 
seheint,  dass  diese  Auflösung,  wenigstens  bis  zu  einer  .j^ewissen 
Gränze,  worüber  wir  uns  am  Ende  dieses  Aufsatzes  weiter  aus- 
sprechen werden,  wohl  verdient,  in  den  mathematischen  Blementar- 
Unterricbt  aufgenommen  zu  werden,  wenn  man  sich  nätelich,  was 
jetzt  wohl  vorausgesetzt  werden  kann,  überhaupt  nicht  mehr  scheuet, 
schon  die  Scbjuler  der  obern  Klassen  der  Gymnasien  und  anderer 
höherer  Leb ra^i stalten  mit  den  Elementen  der  Zahlenlehre  bekannt 
zu  macken;  so  haltet^  wir  es  für  zweckmässig,  die  in  Rede  stehende 
schöne  Auflösung  im  Folgenden  zu  entwickeln,  für  jetzt  jedoch 
nur  so  weit^  als  sich  dieselbe  nach  unserer  Meinung  zur  Aufnahme 
in  den  matkeniatischen  Elementar -Unterricht  eignet^  indem  wir 
uns  vorbehalten,  in  einem  spätem  Aufsätze  auf  diesen  interessan- 
ten Gegehstand  zurückzukommen. 

2.  - 

Jede  Gleichung  des  ersten  Grades  zwischen  zwei  nnbekannteo 
Grössen  a:  und  y  kann  uiau  sich  oflenbar,  wenn  ,«i,  h^  c  ganze 
Zahlen  bezeichnen,  immer  unter  der  Form 

aa:  —  bp=c 

dargestellt  denken.  Soll  diese  Gleichung  aber  überhaupt  in  gan- 
zen Zahlen  auflösbar  sein,  so  muss  augenscheinlich  der  grösste  ge- 
meinschaftliche Theiler  von  a  und  b  auch  nothwendig  in  c  auf- 
gehen, und  wir^  werden  also  die  in  Rede  stehende  Gleichung,  in- 
dem wir«  a,  b^  c  durch  den  ffrössten  gemeinschaftlichen  ^Theiler 
von  <?  und  b  dividiren,  und  die  entsprechenden  Quotienten  durch 
«9,  ii,  k  bezeichnen,  immer  auf  die  Form 

ma;  —  hy  =  /r      '  , 

bringen  können,  wo  nun,  was  man  im  Folgenden  stets  ^ekörig 
vor  Aiigen  EU  befaalteti  bat>  die  CoefScieniten  im,  n  wm  or,  y  rela- 
tive Primzable^B  sind. 

Dasä  wir  uns  im  Folgenden  bloss  mit  der  Bestimmung  der 
einen  der  beiden  unbekannten  Grössen  .27, und  y,  etwa  der  Grösse 
;r,  zu  beschäftigen  brauchen,  versteht  sich  von  selbst,  weil,  wenn 
man  alle  Wer(he  von  a;  kennt,  durch  welche  die  Gleichung 

ma:  —  nyz=^k 

in  ganzen  Zahlen  aufe^elöst  wird,  die  entsprechenden  Werthe  von 
y  natürlich  immer  leicht  mittelst  der  Formel 

mx  —  k 
berectinet  werden  köiineD,  wodurch  wir  also  berecbtigt'sind,  iß 
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Folgenden '  unser  Augenoierk  Most  anf  die  Bestimmung^  der  die 
GleickoDg 

in  ganzen  Zablen  auflösenden  Werthe  Von  a:  zu  richten. 

Wir  wollen  nun  zuvörderst  annehmen,  dass  a:  und  X  zwei 
specielle  Werthe  der  im  Allg'emeinen  auch  durch  a:  bezeichneten 
nobekannten  Grösse  seien,  durch  welche  die  in  Rede  stehende 
Gleichung  in  ganzen  Zahlen  aufgelöst  wird,  so  dass  also 

«rar  — iiy  =  i&, 

mX  —  nY^^k 

ist,  wo  ^,  y  und  X,  Y  ganze  Zahlen  bezeichnen.  Dann  ist,  wie 
nan  sogleich  durch  Subtraction  findet, 

'    also 

and  folglich  ^ 

m 

Weil  nun  X  —  a:  eine  ganze  Zahl  ist,  so  geht  m  in  dem  Producte 
^(^ — y)  <^uf.  Nach  der  Voraussetzung  sind  aber  m  und  n  rela- 
tive Primzahlen,^ woraus  sich  ergiebt,  dass  m  in  Y — y  aufgehen  *), 

also 

m 
eine  ganze  Zahl  sein  muss.    Folglich  ist 

X  —  ^  =  i»  — -—^  =  m%y 


woraus  man  sieht,  dass,  wenn  a:  eiü  beliebiger  die  Gleichung 

ma:  —  nyz=ik 

in  ganzen  Zahlen  auflösender  bestimmter  Werth  der  im  Allgemei- 
nen aoch  durch  a:  bezeichneten  unbekannten  Grösse  ist,  jeder  an- 
dere die  in  Rede  stehende  Gleichung  in  ganzen  Zahlen  auflösende 
Werth  X  dieser  unbekannten  Grosse  die  Form 

X  =  .r  H-  ''^ 

bat,  wo  %  eine  ganze  Zahl  bezeichnet 

Umgekehrt  lasst  sich  aber  auch  sehr  leicht  zeigen,  dass,  wenn 
X  ein  beliebiger  specieller  die  in  Rede  stehende  Gleichung  in  ffan-* 
zen  Zahlen  auflösender  Werth   der  im   Aligemeinen   auch  durch  ac 
bezeichneten  unbekannten  Grösse  ist,  dann  iinmer  auch 


*)  M.  s.  Arcfaiy.  Tbl.  IL  S.  3.  %.  3. 


n 
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wo  man  sich  für  %  jede  beliebige  ganze  Zahl  gesetzt  denken  kann, 
ein  die  in  Rede  stehende  Gleidinng  in  ganzen  Zahlen  auflösender 
Werth  derselben  unbekannten  Grösse  ist.  Weil  nämlich  nach  der 
Yoraussetzubg  a:  ein  die  gegebene  Gleichung  in  ganzen  Zahlen 
auflösender  Werth  der  im  Allgemeinen  auch  durcli  ae  bezeichneten 
unbekannten  Grösse  ist,  so  ist 

wo  y  eine  ganze  Zahl  bezeichnet,  und  folglich 

Ferner  ist  aber  nach  der  Voraussetzung 

wo  X  eine  beliebige  ganze  Zahl  bezeichnet,  und  folglich 

also  nach  dem  Vorhergeheoden 

mX  =  ity-f-  Ar  -f-  mnx  =  n(y  +  M%)  -f-  ^, 
oder,'  wenn  wir 

setzen,,  wo  Y  eine  ganze  Zahl  bezeichnet, 

t 

also 

mX  —  m  Y=z  Afy 

wodurch  die  Richtigkeit  der  oben  ausgesprochenen  Behauptung 
offenbar  vollständig  bewiesen  ist. 

Aus  diesen  Betrachtungen  erhellet,  dass,  wenn  man  nur  einen 
die  gegebene  Gleichung  in  ganze  Zahlen  auflösenden  Werth  jp  der 
im  Allgemeinen  auch  durch  a:  bezeichneten  unbekannten  Grösse  zn 
finden  im  Stande  ist,  dann  auch  die  allgemeine  Auflösung  dieser 
Gleichung  in  ganzen  Zahlen  als  gefanden  betrachtet  werden  kann, 
weil  nach  dem  Obigen  offenbar  die  sämmtlichen,  die  in  Rede  stehende 
Gleichung  in  ganzen  Zahlen  auflösenden  Werthe  der  ersten  der 
beiden  g^nchten  unbekannten  Grössen  in  der  Formel 


wo  %  eine  ffanze  Zahl  bezeichnet,  enthalten  sind,  und  aus  dieser 
Formel  erhalten  werden»  wenn  man  für  s  von  0  an  aufwärts  alle 
positi?en  ganzen  Zahlen,  und  Ton  0  nn  abwärts  alle  negatiTcn 
ganzen  Zahlen  in  dieselbe  einfuhrt. 

Nach  allem  Bisherigen  re4«ctfft  sich  «Im  die  voUatäBdige  Aaf- 
löaug  der  Gleicknng 

in  ganzen  Zahlen  auf  die  Auffindung  nur  eines  diese  Gleichung 
in  ganzen  Zahlen  auflösenden  Werths  der  einen  der  beiden  unbe- 
kannten Grössen,  nämlich  der  Grösse  jr,  und  wie  man  einen  sol- 
chen Werth  immer  an  finden  im  Stande  ist,  seil  nun  im  Felgendea 
geneigt  werden. 
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3. 


Aus  dem  Obigfen  wissen  wir,  dass  die  Coef&cienteo  ?oti  a:  uod 
y  immer  relative  Primzahlen  sind.  Hierzu  bemerken  wir  jetzt  nnn 
BO€b,  dass  dartifa  geei^ete  Veränderung  der  Vorzeichen  aller  Glie- 
der der  Gleichung  der  Coefficient  von  a:  offenbar  immer  positiv 
gemacht  werden  kann.  Sollte  dann  y  einen  negativen  Coemcien« 
ten  hiben»  so  kdonte  man  statt' der  unbekannten  ^Grösse  y  je^er« 
leit  die  unbekannte  Grösse  — y  in  die  Gleichung  einfuhren,  und 
wvrde  dieselbe  dann  offenbar  auf  eine  Form  bringen ,  in  welcher 
aoch  y  einen  positiven  Cooffieienten  hat^  woraua  sich ,  in  Verbin* 
dang  mit  dem  Vorhergehenden,  ergiebt,  dass  man  die  in  ganzen 
Zahlen  aufzulösende  Gldehung,  wie  nun  auch  im.  Foigenden  stets 
geschehen  soll«  immer  auf  die  Form  . 

ma:  —  nyz=,k 

ffebracht  annehmen  kandf  wo  jetzt  m  und  n  positive  ganze  Zahlen 
bezeichnen,  welche  Primzahlen  zu  einander  sind,  und  k  eine  posi- 
tire  oder  negative  ganze  Zahl  ist,  welche  Voraussetzungen  man 
im  Folgenden  stets  vor  Augen  zu  bebalten  bat. 

Ist  es  nun  möglich,  die.  Null  übersteigende  positive  ganze  Zahl 
f  so  zu  bestimmen,  dass  die  Differenz  m*  —  1  durch  n  ohne  Rest 
theilbar  ist,  so  ist  natürlich  auch  {m^-r-X^k  durch  n  ohne  Rest 
theilbar,  und  wir  können  also,  wenn  y  eine  ganze  Zahl  bezeichnet. 


n 


setzen.    Dann  i^t 


nnd  folglich 


oder 


§n^k  —  ^  =  wyy 


m*k  —  »yz=i:k 


m{km*—^  )-^ny=ikj 


woraus  sich  unmittelbar  ergiebt,  dass  kmh-^  ein  die  gegebene 
Gleichung 

ma:  —  ny  =  k 
in  gsizen  Zahlen  auflösender  Wertb  von  w  ist,  und  also 

* 

gesetzt  werden  kann. 

Hieraus  ergiebt  sich  also,  dass  immer  ein  die  Gleichung 

ma:  —  ny:=ik 

in  ganzen  Zahlen  auflösender  Werth  von  a:  gefunden  werden  kann, 
wenn  man  die.  Null  übersteigende  positive  ganze  Zahl  i  so  zu  be- 
stimmen im  Stande  ist,   dass  die  Differenz  m*-^!  durch  Ji  ohne 


/ 
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Rest  theHbar  ist,  oder  mit  andero  Worten,  wenn  wir  uns  des  Be- 
griffs und  Zeichens  der  Congruenz  der  Zahlen  *)  bedienen,  dass 

M<'=l(Mod.  m) 

ist,  ^ 

Eine  der  in  Rede  stehenden  Redinffung  genügende  positive 
ganze  Zahl  i  kann  aber  immer  leicht  geranden  werden.  Denn  aus 
dem  durch  Eni  er  erweiterten  Fermat'schen  Theorem,  für  wel- 
ches in  dem  zweiten  Theile  des  Archivs.  S.  ?•  §.  9.  ein  sehr  ein- 
facher, ganz  elementarer  und  leicht  verständlicher  Reweis  gegeben 
worden  ist,  wissen  wir,  dass,  wenn  m  und  h,  wie  es  nach  dem 
Obigen  hier  wirklich  der  Fall  ist,  relative  Primzahlen  sind,  und 
die  Anzahl  aller  Zahlen,  welche  mit  m-  relative  Primzahlen  und 
kleiner  als  n  sind,  durch  gi{n)  bezeichnet  wird,  jederzeit  die  Dif- 
ferenz 

mnn)  —  1 
durch  I»  ohne  Rest  theilbar,  oder  mit'an^rn  Worten,  dass  immer 

^7(n)  =  i(Mod.  #5 
ist,  so  dass  also  immer 

i  =  gp(/#), 
und  folglich  nach  dem  Obigen  immer 

gesalzt  werden  kann.  Wie  aber  g)(n)  in  jedem  Falle  zu  bestinn 
men  ist,  haben  wir  in  der  vorhergehenden  Abhandlung  ausführlich 
gezeigt.  Zerlegen  wir  nämlich  «  in  seine  Primfactoren ,  und  set- 
zen, indem  py  ^,  r,  «,....  lauter  von  der  Einheit  verschiedene 
.  absolute  Primzahlen  bezeichnen, 

n  =:,pa^rysd .  . . ., 
so  ist,  wie  in  der  vorigen  Abhandlung  gezeigt  worden  ist, 

y(«)=«(l--i)  a-|)  (1— ^)  (l-y).... 

oder 

5P(«)  =  pa-l{p  -  l)qß'-l{^  -  l)ry-l(r  -  1)  .  . . ., 

und  aus  allem  Risberigen  ergiebt  sich  also  jetzt  die  folgende  ganz 
allgemeine  upd  höchst  elegante  Auflösung  der  Gleichung 

wo  m  und  n  positive  ganze  Zahlen,  bezeichnen,  die  Primzahlen  zu 
einander*  sind,  und  k  eine  positive  oder  negative  ganze  Zahl  ist, 
in  'ganzen  Zahlen: 

Man  zerlege  n  in  sciine  Primfactoren,  S4>  dass,  wenn 
/'^  ^9  ^)  '9  •  •  •  «  lauter  von  der  Einheit  verschiedene  abso- 
lute Primzahlen  sind, 

n^np^gWßd 


'')  M.  8.  Archiv.  Tbl.  IL  S.  4.  §.  4. 
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iit,  nad  setze  * 

5P(»)  =  «(1-1)  (1-|)  (1— i)  (1-1).... 

oder 

9)(i»)  =p«-^(p  —  l)^-l(^—  l)ry-i(r-.  1)  .  .  .  . 

Dann  erhält  man  alle  die  Gleichung 

ma:  —  uyzzzzk 

in  ganzen  Zahlen  auflösenden  Wertbe  von  ^,  wenn  man 
k  in  die  Formel  • 

;r  =  >hwy(*)-i -I- *f« 

für  2  von  0  an  aufwärts  alle  positiven  ganzen  Zahlern, 
ond  von.O  an  abwärts  alle  negativen  ganzen  Zahlen  ein- 
fahrt. Die  den  einzelnen  gefundenen  Werthen  von  o? 
entsprechenden  Werthe  von  y  ergeben  sich  dann  ferner 
leicht  ans  der  Formel 

mx  —  k 
Ist  jv  eine  Primzahl,  so  ist  offenbar  g>(n)  =  i»  —  1,  und  folglich 

in  welcher  Forttiel  man  für  x  wieder  von  0  an  au^arts  alle  posi* 

tJTen  ganzen  Zahlen,  und  von  0  an  abwärts  alle  negativen  ganzen 

Zahlen  setzen  muss. 
'         Dies  ist  nach  Cauchy'i^  Angabe  die  von  Libri   und  Bin  et, 

indem  sie  das  Fermat'sche  Theorem  in  seiner  Ursprung- 
'    lieben  Gestalt*)  in  Anwendung  brachten,  fUr  den  Fall,  wenn  ^ 

eine  Primzahl  ist,  gegebene  Auflösung,  die  Cauchy  hierauf  durch 
[  Anwendung  des. von  Euler  erweiterten  Fermat'schen  Theo- 
'    rems  zu  völliger  Allgemeinheit  erhob. 

Aus  dem  Vorhergehenden  wissen  wir,   dfiss  es  im  Allgemeinen 

nor  darauf  ankbmmt^  die  Null  übersteigende  positive  ganze  Zahl  i 

so  zn  bestimmen,  dass 

«sr' =  l(Mod.  n) 

:  ist,  und  die  einfachste  Auflösung  wird  also  offenbar  der  kleinste 
i  dieser  Bedingung  genügende  Werth  von  f  gewähren.  Ueber  diesen 
Gegenstand  hat  Cauchy  in  dem  angeführten  Memoire  noch  ver- 
schiedene Untersnchungen  angestellt,  die  sich  aber  weniger  als  die 
obigen  Betrachtungen  zu  der  Aufnahme  in  den  Elementar- Unter- 
richt, eignen  dürften ,  weshalb  wir  dieselben  für  jetzt  übergehen, 
VDS  aber  vorbehalten,  später  auf  diesen  interessanten  Gegenstand 
znräckzukommen.  * 

Sehr  erleichtert  wird  natürlich  die  oben  gegebene  Auflösung, 
wenn  man  im  Besitz  einer  bis  zu  einem  möglichst  grossen  Werthe 
von  n  fortgesetzten  Tafel  der  Werthe  von  g)(n) ,  wodurch  wir  he* 


*)  M.  s.  Archiv.  Tbl.  U.  S.  8.    - 

Thdi  in.  14 
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^  '  ■  ■ 

ksDDtlich  die  Anzahl  aller  %er  Zahlen»  welche  Primzahlen  zvmqdA 
kleiner  als  n  sind,  bezeichnet  haben,  ist;  und  die  Berechnung  einer 
solchen  Tafel,  der  wir  gern  im  Archive  einen  Platz  einräumen 
würden,  möchte  daher  wohl  anzurathen  sein. 


xxu. 

Beweis  elftes  arithmetischea  Lehrsatzes. 

Ton 

Herrn  Friedrich  Arndt 

Gandidaten  des  hohem  Schulamts  su  Grei^wald. 


Das  Theorem,  welches  den  Gegenstand  dieser  Abhandlung  aus- 
macht, betrifft  die  bekannte  Eigenschaft  der  BinomialcoefEcieDten 
eines  ganzen  Exponenten,  dass  jeder  von  ihnen  eine  ganze 
Zahl  ist. 

Man  pflegt  diesen  Satz  auf  indirectem  Wege  zu  bewahrheiten, 
indem  man  zeigt,  dass  der  Mte  Binomialcoefficient  des  ganzen  Ex- 
ponenten I»  der  Anzahl  der  Combinationen  ohne  Wieoerholupgeo 
von  n  Elementen  zur  loiten  Klasse  gleichkommt,  woraus  denn  un- 
mittelbar tolgty  dass  der  in  Rede  stehende  Binomialcoeffioient,  eine 
gMiie  Zahlest,  indem  nur  diese  eine  Anzahl  anzugeben  im 
Stande  ist    ^ 

Wenn  nun  gleich  gegen  die  Richtigkeit  dieses  Verfahrens 
nichts  einzuwenden  ist»  so  gewährt  doch  dasselbe  noch  keineswegs 
eine  deutliche  Einsicht  in  die  Art  und  Weise^  i^ie  in  der  Brncn- 
form 

1  •  2  .  3  .    .  •  (m  —  1)  •«! 

die  Factoren   des  Neaners   sich   gegen   die  Factoren   des  Zählers 
«ufbebeB. 

Zwar  hat  Gioachino  Pessuti  ^)  sich  bemüht,  de«  Satz  von 
dieser  Seite  au  beleuchten;  allein  da  der  von  ihm  gegebene  Be- 
weis wegen  kleiner  grossen  Weitschweifigkeit  nicht  die  erforderlicbe 
Einfachheit  und  Evidenz  haben  däitfte,  so  schien  es  der  Muhe  werth 
zu  sein,  einen  Beweis  zu  versuchen,  der  den  oben  gemachten  An- 
forderungen am  meisten  entsprechend  wäre,  beaaaders  da  ia  nene- 


*)  Nuove  tonsideraiioni  su  di  aleune  sinj;nlari  -  propriet^  de'  coefficieod 
della  nota  formola  del  binomio  Newtoniano.  —  Memorie  di  fifatematica 
della  societa  Italiana.  Tom.  XI«  p.  4M.  • ' 
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rer  Zeit  dieser  Gegenstand   tob   Herrn   Professor   Kunze  *") 
wieder  in  Anregung  gebracht  ist 
Betrachten  wir  also  die  Bruchform 

1  •  2  .  3  .  .      («f  — 1>*  ' 

in  welcher  m  und  m  positive  ganze  Zahlen  sind  und  m  kleiner  als 
» ist. , 

1.  Wenn  A  einen  beliebigen  Primfactor  des  Nenners  bezeich- 
net, so  kommt  es  zunächst  darauf  an,  die  höchste  Potenz  von  u4 
za  bestimmen,  durch  welche  der  Nenner  ohne  Rest  theilbar  ist. 

Bezeichnen   wir   zu    diesem   Behufe    die   grösste   ganee   Zahl^ 

JMS  J{M 

welche  in  dem  Bruche  —  enthalten  isti  durch  G( — ),  so  ist  offen- 
bar  €r(--7)  die  Anzahl  der  durch  A  theilbaren  Gliederndes  Nenners, 
&(— )  die    Anzahl    der   durch   A*,   ^(Zi*^   ^'^  Anzahl   der  durch 

J»,  u.  8.  w.  theilbaren  Glieder.    Wenn  aber  m'^A^  und  <;^*-*-i, 

so  kommen  im  Nenner  keine  Glieder  mehr  vor,  die  durch  A^^ 
tkeilbar  sind^  die  Anzahl  hingegen  der  durch  A^'  theilbaren  Glieder 

ist  wie  vorher  ^("jr)* 

Daher  ist  die  Anzahl  der  durch  Ap  nicht  aber  durch  eine  hö< 

IUI  fn  ' 

here  Potenz  von  A  theilbaren  Glieder  C^(--j) —  ^(;^)>   ^*®  Anzahl 

der  durch  ^',  nicht  aber  durch  eine  höhere  Potenz  von  A  theil- 
fcaren  Glieder   ^("ji")  —  ^~ip)^  "•  *•  ^'  5  **^Kch  ist  die  Anzahl  der 


\    dareh  A^^  nicht  aber  durch   eine  höhere  Potenz  von  ^  theilbaren 


tn 


Glieder,  Gi^y 

Hieraus  folgt,  dass  der  Nenner  theilbar  ist  durch  die  einzelnen 
Potenzen   - 

QDd  da  diese  verschiedenen  Gliedern  des  Nenners  entspredben,  so 
ist  der  Nenner  durch  das  Product  dieser  Potenzen,  oder  durch 

^fi'(5)-»-e(^)+...  +  <y^) 

ohne  Rest  theilbar.    Zugleich  erhellet  aber  auch  aus  dem  Beweise, 
dass  keine  höhere  Potenz  von  A  in  dem  Nenner  autgejit. 

2.    Nun  erhellet,  dass^  indem  A^  eine  beliebige  Potenz  von  A 
ist,  welche  in  dem  Nenner  vorkommt,  die  kleinsten  Reste  der  Zablen 

n  —  m+ly  n-^m  +  ^j  f§  —  «»  +  3,...^  —  m-^A^ 
uch  A^    all^    verschieden    üiid;    denn    wären    die    den    Zahlen 

I •    ,  ■  ■ 


I 


*)  Arebiv  der  Mathematik  und  Physik  Theil  IT.  S.  S29. 

14* 
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f^  —  m  +  g>i  nr^m  +  fp  entsprechenden  Reste  einander  gleicb,  so 
wäre  ,  die  Differenz  dieser  Zahlen  =i=  (9  —  V^)  durch  A^  theilbar, 
welches  nicht  ^möglich  ist,  da  beide  Zahlen  9>)  J^  kleiner  als  J^ 
sind,  oder  wenigstens  nur  eine  derselben  der  Potenz  A^  gleich 
sein  kann«  Indem  nun  alle  in  Rede  stehenden  Reste  ungleich  sind 
und' ihre  Anzahl  A^  ist,  so  muss  einer  unter  ihnen  verschwiDdeD, 
und  dieser  verschwindende  R^t  od«r  das  demselben  entsprechende 
durch  A^  theilbare  Glied  wird  durch  die  Congruenz  bestimmt 

n  —  «I  +  5p  =  0  (mod.  A^), 

Wenn  ,wii:  übrigens  den  Rest  von  «  —  m  durch  A^  mit  g  bezeich- 
nen, so  ist  ^zn^A^  —  ^. 

In  dem  Intervall  u  —  m+\  bis  n  —  m+A^  gieht  es  demnscb 
nur  ein  einziges  Glied,  welches  durch  A^  theilbar  ist;  ganz  ebenso 
giebt  es  in  dem  Intervall  n  —  m  +  A^-^l  bis  « —  «i  +  2-^*,  in 
dem  Intervall  n  —  m-^  2A^  +  1 '  bis  «»  —  m  +  ^A^  u.  s.  w.  nur 
ein  einziges  durch  A^  theilbares  Glied.  Man  kann  diese  Schlüsse 
bis  zu  dem  Intervall  von» — iwH-(0  — l)-r4*+l  bis  ü — m+0.J^ 

fortsetzen,  indem  t9  so  bestimmt  wird,  dass  n^ — m  +  Q  *  A^'^n^ 
©^-jj  oder  ©=€r(-^)  ist.  Dies  vorausgesetzt,  giebt  es  min- 
destens *)  &  oder  G{'-7^)  durch  A^  theilbare  Glieder  des  Zählers. 

Insbesondere  enthält  d^r  Zähler  mindestens  €!{-j)  durch  J, 
mindestens  Gi'Ji)   durch  A*,  mindestens   G{'7t)  dnrch  A*  n.  8.w. 

mindestens  G('2k)  d<^<^  ^^  theilbare  Glieder.  Bieraus  leitet  man 
leicht  dd^  dass  der  Zahler  durch  die  Potenz 

von  A  jederzeit  ohne   Rest  theilbar  ist. 

3.  Zerlegt  man  nun  den  Nenner  unserer  Bmchform  in  lauter 
ungleiche  Factoren,  von  denen  jeder  eine  Potenz  eines  Primfactors 
ist,  so  geht  nach  SL  jede  solcher  Potenzen  •  in  dem  Wähler  auf,  wes* 
halb,  da  alle  Factoren  relative  Primzahlen  sind,  auch  das  Prodoct 
der  letztern  d.  h.  der  Nenner  selbst  in  dem  Zähler  aufgehen  wird, 
w.  z.  h.  w. 

Bei  dieser  Gelegenheit  will  ich  endlich  noch  zeigen,  wie  sich 
der  von  Gauss  in  den  Disquis.  Arithmet.  pag.  34 — 36  aufge- 
stellte Satz,  dessen  Beweis  Gauss  auf  die  Lehre  von  den  Perrnnta- 
tionen  stützt,  mittelst  unseres  obigen  Lehrsatzes  sehr  leicht  dar- 
thun  lässt. 

Der  gedachte  Satz  heisst  so: 

Wenn  ßf  eine'Primzakl  ist  nnd  man  p  Blemeate  hat, 
die  nicht  alle  unter  einander  gleich  sind,  se  ist  die 
Zahl  der  PermstatioaeB  dieser  Elemente  stets  durch 
p  theilbar. 

Wenn  nämlick  unter  den  Elementen  zuerst  m  gleich  sind,  dann 
d  gleich,  dann  e  gleich  lu  s.  w.  (wo  «,  ^,  r, . «  .  auch  die  Einheit 
bezeichnen  können),  so   dass  |i:=ar-f-^+c+  •  •  •,   s<>    ist  die 
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ZabI  der  Perniit»tioDeD  der  p  Blenente,   wie  bekannt^  derBmch- 
form  gleich 

l*2*3«**#i_»l»2»3«*^*l»2«3»««c  •  •  •  •  • 

TVir  können    diese  Bruchform,    die  wir  P  nennen  wollen,    so  in 
Factoren  abtheilen: 


1.2.3. .g     (g-Hl)  (g-4-2)  >  ■ «  (g+^)  ^  (g.f-^-f.|).,.(g+^-4-c) 
1.2.S...a^  1.2 b  ^  1 c  ^"' 

nod  es  ist  also  mit  Einfdhrang   des  Zeichens  der  Binomialcoeffi- 
cienten  • 

woraus  folgt ,  dass  P  eine  ganze  Zahl  ist»  da  jeder  dieser  Bino- 
nialcoefficienten  eine  ganze  Zahl  ist. 
Da  nun 

1.2.3...;i  =  1.2..«.1.2..Ä.1.2...j7..X/* 

ist,  so  ist 

l.2..g.l.2..^.1.2...g....  Xi* 

P 

eine  ganze  Zahl;  aber  //  i^^^  '^  ^^^  '^^  ^  multiplicirten  Factor 
nicht  auf,  also  muss  p  in  P  aufgehen. 


*)  Es  kann  nämlich  in  dem  Falle,  wenn  n  —  tik^- S  •  A^ '<.n  i«t,  wie 
leicht  erhelle^  ^-t^)  +  1  durch  A^  theilbare  Glieder  des  Zählers  ge- 
ben.   Ist  z.B.i»ssl7,  #ts=48,  der  Zähler  also  32. 33. 34. 35 ...46 .47. 48, 

17 

so  giebt  es  für  ^^3-  und  ^=1  fünf  (€r(-r-)=B5)  Tollständige  In- 

3 

tervalle,  in  deren  jedem  sich  ein  durch  3'theilbarer  Factor  findet,  und 
ausserdem  zuletzt  noch  das  unvollständige  Intervall  47,  48,  in  wel- 
chem noch  48^in  durch  3  theilbares  Glied  ist. 


l. 


XXIII. 

Eine  Formel  fUr  die  dmseitige  Pyramide. 

Von 

Herrn  R.  Hoppe 

Candidaten  des  hohem  Scbulamts  zu  Greifswald. 


Unter  andern  Relationen  zwischen  den  Stücken  eines  beliebigen 
Tetraeders,  di^  ich  gefunden  habe,  scheint  mir  «ine  Formel  für  den 
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inlialt  nicbt  flroDK  ohne  Interesse  zu  seiO)  die  ich  dalier  hier,  als  Bei- 
traf^  zu  den  Untersuchungen  in  diesem  Gebiete,  kurz  entwickeln  will. 

Es  bezeichne  T  den  Inhalt  eines  beliebigen  Tetraeders,  «r,  b^ 
c,  d,  ^^ /*  die  sechs  Kanten  desselben,  und  zwar  mögen  a  und/, 
&  und  <?i  c  und  d  einander  gegenüber  liegen.  Die  an  diesen  Rau- 
ten gebildeten  NeigupgsWinkel  der  Seiten  seien  respectiye  a,  ß^  /, 
J,  €,  ^;  die  vier  Seitenflächen  A^  S,  C,  />,  und  zwar  sei  A  von 
Ä,  r,  fy  ß  von  ly,  €?,  e,  6^  von  <y,  ^,  d  und  /^  von  #/,  e^  f  be- 
grenzt. 

Denkt  man  sich  auf  D  ein  Höhenperpendikel  B  gefällt,  so  ist 

Ist  ferner  h  das  Höhen perpendikel  des  Dreiecks  C,  dessen 
Grundlinie  d  ist,  so  ist  nach  bekannten  Stereo  metrischen  Sätzen 

H'=^h  sin  J. 

Ausserdem  hat  man  noch  die  Gleichung 

Czzz^dh, 

Eliminirt  man  zwischen  diesen  3  Gleichungen  ^  und  h^  so  erhält 
m2|n  leicht  ' 

"StCD  sin  (f 


^= 


5r 


und  durch  Vertauschun^  der  entsprechenden  Stücke  erireben  sich 
die  Gleichungen 

b'zzL^,  A  sin  ^;  a-=ij^.  B  sin  a;  fl?=^.  Z>  sin  <f. 

Drückt   man    das   Dreieck  C  durch   seine   3  Seiten    «,  ^,  d  aus, 
so  ist 

Setzt  man  für  h,  a,  d  ihre  Werthe,  so  kommt 

C^  =  /ay\4  M  sin  ß+B  sin  a  +  B  sin  J) 

X  M  «n  /JH-  *  sin  pi^B  sin  J) 
X  M  sin  ß — B  sin  a+B  sin  J) 
X( — -^  sin  ß-^B  sin  a-f-H  sin  d). 

Betrachtet  man  nun  C  als  die  Summe  der  Projectionen  von  Ay  B^ 
B  auf  C^  so  erhält  man  unmittelbar 

CzzzA  cos  /J-h^  cos  a-|-Z>  cos  J, 

oder 

-^ C — A  cos  /?  —  B  cos  « 

cos  (f 

Substituirt  man  diesen  Werth  von  1^  in  die  obige  Gleichang,  ^o 
erhält  man  r 
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(3T)*  =  ^^^  M(sin  ß  cos  *— cos  ß  sid  d) 

-|-i?(sio  a  cos  <f — cos  o  sin  <f)-|-  C^  sin  d\ 
X  M(s^i>  /^  <^os  <f  +  cos  /9  sin  ^ 

+  jff(sin  a  cos  ^+cos  a  sin  i)-^C  sin  <f( 
X  {-^(sin  ß  cos  <f -7-  cos  /9  sin  8) 

"^iff(sin  a  cos  cf-f-cos  a  sin  ^+  C  sin  d\ 
X  { — -^(sin  ß  cos  ^+cos  ß  sin  <)) 

+  iff(sin  a  cos  d — cos  a  sin  (f)+  C  sin  (fj, 
was  sich  anch  anf  folgende  Art  ausdrücken  lässt: 

(3D*=-^Msin  (/?-(f)-HÄsin  {a^i)^Cnxnd) 

XM  s»n  (/?•+- J)  +  Ä  sin  (« -H *)  —  C  sin  d) 

y,(A  sin  (/?  — <r)  — Ä  sin  (a  +  ^H-  C'sin  <J) 

X(— ^  sin  {ß'^d)'^ß  sin  («  —  <f)  +  C  sin  (J). 

Diess  ist  die  beabsichtigte  Formel,  welche  den  Inhalt  des  Tetrae- 
ders durch  3  Seiteii  und  die  3  Ton  einer  derselben  mit  den  übrigen 
gebildeten  Neigungswinkel  ausdrückt. 


Miscellen. 


Soci^t^  philomatique  de  Paris. 
Seance  du  20  aout  1842. 

M.  Ivan  Simon  off,  professeur  d'astronomie  &  TUniversit^  de 
Kasan,  präsente  a  la  Soc£^t6  un  nonvel  instrument  quUl  a  imagin^ 
dans  le  but  d'observer  la  d^clinaison  de  Paiguille  aimant^e  a  Taide 
du  Sextant. 

Une  aiguille  aimaut^e,  de  forme  prismatique  rectangulaire,  ho- 
rizontalement  snspendiie,  porte  un  petit  miroir  ä  son  extrdmit^  diri- 
gee  vers  le  sud,  et  un  contrepoids  a  soq  extremitä  oppos^e.  En 
^^PpHqnant  cette  aiguille  k  un  niveau  a  siphon  rempli  de  mercnre, 
ou  peut  voir  si  eile  est  horizontale  ou  non ,  et  faire  disparattre  la 
petita  inclinaison,  en  deplacant  le  centre  de  gravit^  ou  le  poids. 
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On  met  le  miroir  dans  la  position  perpendicnlaire  ,a  la  direcüon  de 
Taxe  magn^tique  de  l^aiguille,  de  la  meuie'  maniere  qu'oD  le  fait 
dans  le  magn^tometre  unifiiaire  de  M.  Gauss,  car  jusqu'a  präsent 
cet  instrument  u'en  differe  pas.  Avant  fait  ces  porr^ctions  pr^ala- 
bles,  on  observe  dans  le  mtroir  rimage  r^fl^chie  du  soleii ; '  mais, 
comme  Taiguille  ne  reste  presque  jamais  en  repos,  on  le  fait  des- 
cendre  et  se  poser  sür  la  plancLe  inf^rieur.e  de  Tinstrunient.  Alors 
Taiguille  devient  stable;  mais,  pour  voir  si  eile  ne  s'est  pas  d^pla- 
C/^e  du  m^ridien  magn^tique,  on.  place  devaat  le  miroir  upe  ^belle 
avec  une  lunette  de  sextaut^au  dessus.  Dans  cette  lunette  on  voit 
les  divisions  de  T^chelle  r^flecbics  par  le  miroir;  on  les  observe 
d'abord  quand  Paiguille  est  snspendue,  et  ensuite  quand  eile  est 
pos^e  sur  la  planche  infi^rieure  de  Tlnstrument.     La  differe  nee  ;des 


fti^i 
cet  Instrument. 

Enfin  l'on  mesure,  au  moyen  d'un  sextant,  la  distance  ano^Iaire 
du  soleil  a  son  image  r^fl^chie  dans  le  miroir  vertical  de  rai^uille. 
.  Soit  d  la  distance  mesur^e  au  sextant  entre  le  soleil  vu  directe- 
ment  et  son  image  r^fl^chie  dans  le  miroir,  x  la  distance  du  soleil 
au  z^nitb,  a  Pazimutb  du  soleil  et  a  celui  du  m^ridien  magn^tique. 
On  a  un  triangle  sph^rique  dans  lequel  un  cote  est  egal  ä  «,  un  autre 
cdt^  ^gal  a  90^,  et  le  troisieme  cot^  ^gal  a  90^  —  {ä^  cß  qui  donne 

sin  4//=  sin  %  cos  («r  — a),  d'oü  cos  ia  —  a)i=-T— -^, 

U  est  clair  que,  d  ^tant  donn^  par  les  observations,  et  %  ainsi 
que  a  pur  le  calcul,  on  en  d^duira  la  valeur'de  a  par  cette  for* 
mule. 

L^erreur  de  la  position  perpendiculaire  du  miroir,  par  rapport 
k  Taxe  magn^tique  de  l'aiguille,  et  Pincertitude  dans  la  directioa 
boriz'ontale  de  cet  axe  peuvent  dtre  d^termin^es,  la  premiere  par  le 
retournement  de  l'aiguiHe  autour  de  son  axe  g^om^trique  et  la  se- 
conde  par  les  observations  fakes  avant  et  apres  le  passage  du  soleil 
par  le  m^ridien  magn^tique. 

On  peut  varier  de  plusieurs  manieres  le  mode  de  ces  .obser- 
vations au  mojen  du  sextant.  Par  exemple,  on  peut  observer  les 
distances  Egales  du  soleil  a  son  image  refl^cbie  par  le  miroir  de 
Taiguille;  ces  distances  cörrespondantes  donneront  Pangle  ho- 
raire  du  point  d'intersection  du  m^ridien  mugn^tique  avec  rhorizoD, 
si  Ton  connait  le  temps  du  passage  du  soleil  par  le  m^ridieo. 
L'on  peut  aussi'  mesurer  la  plus  grande  distance  du  soleil  ä  son 
image  r^flecbie,  et  si  Ton  ajoute  ä"90<*  —  ^d  la  distance  du  soleil 
au  pdle  du  monde,  on  aura  la  distance  de  ce  pole  au  point  d^ioter* 
secHon  du  m^ridien  magn^tique  avec  l'horizon.  Dans  cette  derniere 
m^tbode  Ton  peut  il^duire  la  d^clinaison  magnetique  du  triangle 
trac^  sur  la  voüte  Celeste,  entre  le  p61e  du  monde,  le.zdnith  et  le 
point  d'intersection  du  m^ridien  magnetique  avec  l'borizon,  sans 
avoir  besoin  de  chronometre.  A  ce  dernier  mode  Ton  peut  eucore 
appliquer  la  m^tbode  des  bauteurs  circumm^ridienues,  dont  on  fai^ 
usage  pour  d^terminer  la  lathude  g^ograpbique. 

.   £nfiD  Pon  peut  mesurer  la  distance  angulaire  du  soleil  k  son 
image   r^fl^cbie,   d'abord  dans  ie  miroir  vertical,  et  ensuite  dans 
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riiorizon  artificiel.  La  moiti^  de  cette  derni^re  distsDce  est  ^ale 
a  la  distance  du  soleil  au  pole  du  m^ridien  magn^tique,  et  si  roo 
Mgne  par^  if  la  distance  eotier^  du  soleil  a  soo  Image  double* 
nent  r^fl^chie,  on  aura 


u\n'{a  —  a)  = 


cos  jlf 

sin  X 


(L'Institut.  No.  454.  8  Sept.  1842.).  ^ 


Herr  James  Booth,  Professor  of  Mathematics  in  Bri- 
stol College  hat  io  dem  Loodon^  Edioburgh  and  Dublin 
Philosophical  Magazine  and  Journal  of  Science.  June 
1842.  p.  473  einen  Satz  tou  den  Flächen  des  zweiten  Grades  be- 
wiesen, weicher  als  eine  Erweiterung  eines  schon  früher  bekann- 
ten Satzes  von  der  Kugel  (M.  s.  z.  B.  !^l^mens  de  Geometrie  par 
Legeodre.  Onzieme  Edition.  Li?re  VIII.  Prop.  XVlIl.)  betrachtet 
werden  kann.  Weil  uns  der  Satz  jedenfalls  bemerkenswerth  und 
weniger  bekannt  zu  sein  scheint,  >o  theilen  wir  hier  den  folgenden 
Auszug  aus  dem  Aufsatze  des  Herrn  James  Booth  mit. 

Eine  Fläche  des  zweiten  Grades  denken  wir  uns  von  zwei  pa- 
rallelen Ebenen  durchschnitten,  und  wollen  das  Volumen  des  von 
diesen  beiden  Ebenen  und  der  Fläche  des  zweiten  Grades  einge- 
schlossenen Körpers  zu  bestimmen  suchen. 

Die  drei  Halbaxen  der  Fläche  des  zweiten  Grades  seien  a^  ö, 
c;  die  Halbaxen  des  den  beiden  in  Rede  stehenden  parallelen  Ebe- 
nen durch  den  Mittelpunkt  der  Fläche  des  zweiten  Grades  parallel 
SBfohrten  Schnitts  seien  «',  ^',  und  c'  .sei  .  der  halbe  conjugirte 
urchmesser  dieses  Schnitts;  das  von  dem  Mittelpunkte  der  Fläche 
auf  die  dem  letztern  Schnitte  parallele  berührende  Ebene  der  Fläche 
gefällte  Perpendikel  sei  p.  Die  Halbaxen  eines  beliebigen  den  bei- 
den parallelen  Ebenen,  durch  welche  der  Körper,  dessen  Volumen 
r bestimmt  werden  soll,  hegränzt  wird,  parallelen  Schnitts  seien 
(i,  ßy  und  u  und  ta  seien  die  zwischen  diesem  Schnitte  und  dem 
Mittelpunkte  der  Fläche  liegenden  Theile  von  c'  und  /i;  die  den 
beiden  gegebenen,  den  Körper  V  begränzenden  Ebenen  entsprechen- 
den Wertbe  von  u  und  w  seien  respective  u',  vi'  und  u/^  u/'. 

Dies  vorausgesetzt,  ist  nun  offenbar 

aßdwx 
also,  wenn,  mun  statt  der  Variablen  w  die  Variable  u  einführt. 

In  dem  durch  ^  und  d  gelegten  Schnitte  der  Fläche  ist 

nnd  eben  so   ist   in   dem   durch   V  und   c*  gelegten  Schnitte  der 
Fläche 
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Ans  diesen  lieiden  ProportioDen  folgt 


Weil  ferner  offenbar 


also 


ist,  so  ist 


aß  =  ^(c'--u-). 


ts  :  w^=zc'  :  Pi 


P 


dw p 


und  nacb  dem  Obigen  ist  folglicb 

I 
Nacb  einer  bekannten  Eigenscbaft  der  Ftäcben  des  zweiten  Grades 
ist  aber 

fi^b^pzzzabc}^ 
foliglicb  nach  dem  Vorbergebenden 

Integrirt   man    nun.  zwischen   den  gegebeneu  GrUnzen ,    so  erhält 
nian 

F=^  Trjc'V  — «')  — iK'  — w«)l 

c 
oder,  wie  man  leicht  findet, 

* 

also,  wenn  man  innerhalb  der  Parenthesen  f/^' +  e»''   addirt  and 
sdbtrabirt,  ' 

r=  ~  7r(«"  —  «#0  1 3(0"  —  «'^«)  +  ^c'*  —  »'»)  +  (»"  —  fO'  !• 

Sind  jetzt  a',  /^^  und  a\  /^'  die  Halbaxen   der  den  Körper,  desseo 
Volumen  V  gesucht  wird,  hegränzenden  parallelen  Schnitte;  so  iat 

aoc   '  aoc     '  , 

und  für  die  Entfernung  t  der  Ebenen  der  beiden  parallelen  Schnitte 
von  einander  hat  man  die  Proportion 


aus  welcher 
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«t"  —  nf  :  t=:c'  :  p, 


P 


folgt.  Führt  man  Dun  diese  Ausdrücke  von  &*  —  uf*i,c^*  —  u"*, 
»"— «'  in  den  ohigen  -  Ausdruck  von   Fein,  so  erhält  man 

Bezeichnen  wir  jetzt  durch  A  und  JB  die  Flächenräume  der  den 
Körper,  dessen  Volumen  V  ist,  b^guilizenden  paralhslen  Schnitte, 
Ofld  durch  S  den  cnhischen  Inhalt  der  mit  dem  Durchmesser,  t  be- 
ficiiriebenen  Kugel;  so  ist 

und  folglich  nach  dem  Obigen 

Dies  giebt  den  folgenden  Satz:       .  ^ 

Das  Tolumen  eines  jeden  von  zwei  parallelen  Schnit- 
ten  einer  Fläche  des  zweiten  Grades  als  Grundflächea 
and  dieser  Fläche  des  zweiten  Grades  als  Seitenfläche 
eingeschlossenen  Körpers  ist  gleich  der  mit  seiner 
Höhe  multiplicirten  halben  Summe  seiner  beiden  Grund- 

flächen,   plus  dem   mit  —7-   multiplicirten   Volumen   der 

mit  seiner  Höh-e  als  Durchmesser  beschriebenen  Kugel. 
Für  die  Kugel  ist  a  =  ^  =  €;  =  ;v,  also 

worin  der  oben  erwähnte,  in  den  £l^ments  de  G^om^trie  par 
Legendre,  Onzieme  Edition.  Liyre.  VlII.  Prop.  XVUf.  be- 
wiesene Satz  von  der  Kugel  enthalten  ist. 

Für  ein  Hyperboloid  mit  einem  Fache  muss  man  für  a,  b^  c 
rcspective  aV^—  \ ,  Äl/— 1,  c  setzen ,  und  erhält  hierdurch  aus 
dem  Obigen  leicht  ^ 

FSr  ein  Hyperboloid  mit  zwei  Fächern  erhält  Herr  Booth,  indem 
er  für  »,  b^c,  p  respective  a,  3,  cV—l,  pS/-—  1  setzt,  denselben 
Ausdruck  von   V  wie  vorher,  ,  m      n\ 

Für  das  elliptische  Paraboloid  findet  Herr  Booth  V=^k1\Ä+BY 
Es  scheint  uns  dieser  Gegenstand  eine  ausführlichere,  recht 
strenge  und  deutliche,  mehr  in's  Einzelne  gehende  und  alle  ver- 
schiedenen Arten  der  Flächen  des  zweiten  "Grades  gehörig  berück- 
stchtigende  Behandlung  wohl  zu  verdienen,  aber  auch  noch  zu 
'iarfey. 
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Physikalische  Bemerkongeii. 

VoD  dem  Herrn  Professor  und  Director  F.  Strehlke  tn 

Danzig. 

(Diese  Bemerk ungen  sind  Ton  dem  Herrn  Verfasser  in  dem  Programm  der 
Petrischule  zu  Danzig  Ton  Michaelis  1842  mitgetheilc  worden.  Ich 
lasse  dieselben  hier  i^eder  abdrucken,  weil  icl^  die  Ueberzeugung  begCi 
dass  sie  insbesondere  Lehrern,  denen  kein  sehr  Tollständiger  physikali* 
scher  Apparat  zu  Gebote  steht,  gewiss  sehr  angenehm  sein  werden, 
und  weil  dieselben  auch  einem  Zweeke  des  Archivs,  der  in  der  Ank&n* 
digung  desselben  von  mir  weiter  besprochen  worden  ist,  auf  eine  aus- 

Sezeicbnete  Weise    entsprechen.      Mochten    sich   auch   andere  Lehrer 
er  Physik  zu  recht  vielen  dergleichen  sehr  nützlichen  Bemerkungen 
veranlasst  finden!      G.) 

1.  Wenn   man   durch   eine   einfache  Glaslinse   einen   weissen 
•  Kreis  ansieht ,  so  erscheint  derselbe  in  einer  gewissen  rEntfernang 

mit  violettem,  in  einer  andern  mit  gelbrothem  FarhensaUme,  man 
soll  die  Bedingungen,  unter  denen  dies  geschieht,  angeben  *). 

* 

2.  Man  scheint  häufig  genug  zu  vergessen,  dass  ein  Samoiel- 
glus  oder  ein  Hohlspiegel  mit  dem  Äuge  verbunden  schon  dn  Fern- 
rohr giebt. 

3.  Von  dem  bekannten  Bnsolt sehen  Farbepkreisel  kann  man 
eine  mehrfache  nützliche  Anwendung  machen.  —  Legt  man  auf 
den  rotirenden  Rreisel  eine  Rreisscheibe  mit  gleich  weit  von  ein- 
ander abstehenden  Löchern,  so  wird  ein  Lttftstrom,  den  man  durch 
das  abgieschnittene  Ende  eines  Federkiel!  durch  Blasen  mit  dem 
Munde  hervorbringt,  einen  Ton  erzeugen,  von  dem  man  sogleich 
die  nächst  höhere  Oktave  hört,  wenn  man  denselben  Luftstrom 
durch  eine  doppelt  so  grosse  Anzahl  von  Löchern  auf  derselben 
Scheibe  gehen  lässt  So  dient  der  Busoltsche  Kreisel  als  eine 
unvollkommene  Sirene.  —  Um  zu  zeigen,  dass  bei  rotirenden 
kreisförmig  gehobenen  elastischen  Streifen  die  Kreisform  dnrch  die 
Centrifugalkraft  in  eine  elliptische  terwandelt  werde,  verbindet 
man  2  parallele  Ringe  ans  Noten(^apier  mit  4  oder  6  kreisförmig 
cebogenen  Meridiansrreifen  von  demselben  Papier.  Legt  man  diese 
Vorrichtulig  so  auf  die  Axe  des  Kreisels,  dass  die  beiden  Ringe 
in  der  Axe  liegen,  so  wird  der  obere  Ring  herabgehen  und  das 
9anze  dem  Aii^e  ein  Ellipsoid  zeigen,  dessen  Abplattung  um  so 
geringer  wird,  je  langsamer  sich  allmählich  der  Kreisel  bewegt  *- 
Um  die  Dauer  des  I^ichteindrucks  einer  grössern  Menge  von  Schü» 
lern   recht   augenfällig  zu   machen,    schreibt   man  auf  Eine  Seile 


*)  Bei  den  folgenden  Mittheilongen  aus  der  Experiments) -Physik  habe  ich 
durchaus  nicht  dve  Besitzer  kostbarer  physikalischer  Apparate  im  Auge, 
sondern  Lehrer  an  Burgerschulen,  die  wie  die  unsrige  nur  über  eine 
geringe  Anzahl  möglichst  zweckmässig  anzuwendender  Hölfsmittel  zu 
gebieten  haben. 

,  Str« 
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eines  R^cLtecks  von  weisser  Pappe  etwa  die  Worte;  „Dauer  des^^ 
auf  die  andere  Seite:  „Lichteiadruck8^%  und  befestigt  dieses  Recht- 
eck mit  etwas  Waclis  auf  der  köchsteu  urteile  des  Kreisels,  so  dass 
die  RotatioDs-Axe  des  Kreisels  mit  der  die  Mitteo  der  borizoDta- 
IcB  Seiten  des  Rechtecks  Terbindenden  Geraden  zusammeofällt ; 
dann  wird  jeder  an  seiner'  Stelle  die  3  Worte  gleichzeitig  lesen 
können,  so  lange  der  Kreisel  rotirt  —  Von  diesfer  Dauer  des 
Lichteindrucks  kann  man  auch  Gebrauch  machen,  um  die  Rotations- 
körper, den  senkrechten  Kegel,  den  Cjlinder,  die  Kugfel^  das  Ellip- 
soid,  das  Hyperboloid  und  das  Paraboloid  durch  Rotation  der  ent- 
sprechenden ebenen  Curven,  die  man  sauber  gezeichnet  aus  feiner 
Pappe  ausschneidet,  zu  zeigen.  —  Rotirt  der  Kreisel  mit  mehrern 
farbigen  FHigeln  belastet  im  Sonnenschein,  so  erscheint  der  Schat- 
ten von  der  Axe  des  Kreisels  in  den  verschiedenen  komplementä- 
ren Farben,  also  grün  in  der  Rotations. Ebene  des  rothen  Flügels, 
violett  in  der  Ebene  des  gelben  Flügels  u.  s.  w. 

.4.  Der  Gegensatz  der  beiden  Rlektricitäten  tritt  auf  eine 
eigen tbümliche  Weise  in  folgenden  Versuchen  mit  2  Stanniol- 
Scneibchen  von  etwa  5  Linien  Durchmesser,  die  an  Coconfäden 
hängen,  hervor«  Um  die  Scheibchen  einander  zu  nähern  oder  sie 
Ton  einander  zu  entfernen,  befestigt  man  dieselben  mit  etwas 
Wacbs  auf  den  Spitzen  eines  Zirkels  dessen  einer  Schenkel  an 
einem  horizontalen  Gegenstande  mit  Bindfaden  befestigt  wird,  und 
dessen  zweiter  Schenkel  sich  in  derselben  horizontalen  Ebene  be- 
wegen lässt.  Elektrisirt  man  die  beiden -^Stanniolblättchen  mit 
gleichartiger  Elektricität ,  so  divergiren  die  Coconfäden,  aber  die 
lättchen  kehren  ihre  breiten  Flächen  einander  zu;  werden  sie  da- 
gegen mit  entgegengesetzten  Rlektricitäten  geladen,  so  konvergi- 
ren  die  Fäden,  *aber  die  Scheibchen  ^stellen  sich  so,  dass  die  Ebene 
des  einen  in  der  Verlängerung  des  andern  liegt.  Diese  letzte  Stel- 
lung tritt  auch  ein,  wenn  das  eine  Scheibeben  nicht  elektrisirt  ist^ 
wegen  des  Gesetzes  der  Vertheilung. 

5.  Um  zu  zeigen,  dass  die  erhitzte  atmosphärische  I^uft  ein 
guter  Leiter  der  Elektricität  ist^  entlade  man  eine  Leidner  Flasche 
80^  dass  der  eine  Knopf  des  Ausladers,  eine  Lichtflamme  und  der 
Rnopf  der  Leidner  Flasche  ein  gleichseitiges  Dreieck  bilden;  dann 
gebt  der  elektrische  Funke  nicht  auf  dem  kürzesten  Wege,  vom 
Knopfe  der  I^idner  Flasche  zum  Auslader,  sondern  durch  die  bei- 
den andern  Seiten  des  Dreiecks,  vom  Knopfe  der  Leidner  Flasche 
in  die  Flamme  und  von  da  zum  Auslader. 

■•  » 

6.  In  der  Lehre  von  der  Elektricität  wünschte  ich  beim  Un- 
terrichte von  folgendem  leichi:  anzustellenden  Versuche  Faraday's 
Gebrauch  g^macnt.  Wenn  man  durch  2  Platinspitzen,  wozu  2 
Stockeben  des  feinsfeo  käuflichen  Platindraths  hinreichen,  dif^  Blek- 
tricttäten  des  positiven  und  negativen  Conduktors  einer  gewöhlicben 
Biektrisirmaschine  über  ein  mit  Jodkaliumlösung  befeuchtetes  Pa- 
pier entladet,  so  dass  die  vertikal  gestellten,  ohngefähr  2  Zoll  von 
einander*  entfernten  Spitzen  das  Papier  unnkittelbar  berühren,  so. 
zeigt  sich  das  ausgesebiedene  Jod  an  der  positiven  Spitze,  wie  es 
anch  bei  iler  Anwendung  Eines  Platteapaars  einer  Voltascben  Kehe 
geschieht.    An  der  negativen  Spitze  zeigt  sich  kein  bcaaner  Fleck. 
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Sobald  aber  beide  Spitzen  um  eine 'kleine  Entfernung  von  dem  Pa* 
piere  abstehen,  so  dass  kleine  elektrisebe  Funken  von  den  Spitzen 
EU  dem  befeuchteten  Papier  überschlagen  müssen,  alsdann  zeigea 
sieb  unter  beiden  Spitzen  braune  Flecken  von  dem  an  beiden  Stel- 
len ^eiwerdenden  Jod,  welches  die  aus  der  atmosphärischen  Luft 
durch  den  elektrischen  Funken  gebildete  Salpetersäure  aus  dem 
Jodkalium- ausgeschieden  hat 

7.  AI9'  Segn ersehen  Wasserkreisel  benutze  ich  eine  an  einem 
Faden  hängende  oben  offene  Röhre  von,  Messingblech  mit  2  l»)ri- 
xontalen  dünnen  Röhren,,  auf  welche  2  kurze  r^chtwink licht  gebo- 
gene Röhren  aufgepdsst  sind.  Bilden  die  horizontalen  Röhren  mit 
ihren  aufgepassten  Stücken,  die  Form  eines  lateinischen  Z,  so  er- 
folgt Drehung,  bilden  sie  die  Form  einer  Klammer,  so  erfolgt 
Stillstand.  Für  .denselben  Zweck  dienen  bei  der  Elektricität  2  in 
ihrer  Mitte,  mit  konischeu  Vertiefungen^  versehene  MeSsingdrähte, 
oder  eine  freie,  auf  ihrem  Hütchen  schwebende  Magnetnadel,  an 
deren  Enden  rechtwinklig  auf  die  Axe  der  Nadel  2  geradlinigte 
Stückchen  Stanniol  angedrückt  werden.     Lässt  man   den  Z  förmig 

febogenen  Dralit  im  Dunkeln  sich  drehen,  so  gewahrt  man  einige 
em,e^rkenswerthe  Erscheinungen.  Da  das  elektrische  Licht  ein  dis- 
continuirlidi^s  ist,  eine  Lichtentwickelung  mit  Lichtpausen,  so 
zeigt  das  elektrische  Rad  keinen  ununterbrochenen  Kreis,  sondern 
ein  kreisförmiges  Strahlengeflecht,  gebildet  aus  lauter  Strahlen- 
büscheln. Dreht  man  die  Scheibe  der  Elektrisirmaschiue  .langsam, 
so  treten  nur  einzelne  Strahlen  in  der  Peripherie  des  Rades  her- 
vor, bei  schnellerer  Drebung  der  Scheibe  wird  das  Geflecht  immer 
dichter,  aber  man  kann  noch  immer  die  einzelnen  Strahlen  unter- 
scheiden. Wird  in  die  Nähe  des  elektrischen  Rades  eine  2te  elek- 
trische Wirkungssphäre^  z.  B.  der  Knopf  einer  geladenen  Leidner 
Flasche  gebracht,  so  fehlt  in  der  Wirkungssphäre  die  Ausströmung, 
folglich  auch  das  Licht,  und  der  Strahlenkreis  ist  an  dieser  S^telle 
unterbrochen.  Hält  man  den  Draht  der  Leidner  Flasche  obngefälir 
in  die  Richtung  des  Durchmessers  des  elektrischen  Rades,  entweder 
einige  Linien  ober-  oder  unterhalb  der  Rotations -Ebene,  so  bat 
der  Lichtkreis  an  zwei  entgegengesetzten  Stellen  zwei  Unter- 
brechungen  des  Lichtes. 

8.  Wenn  man  eine  sehr  starke  Entwickelung  von  freilich  we- 
niger reinem  Wasserstoifgase  haben  will ,  so  legt  man  zu  den 
Zinkstücken  kleine  eiserne  Kugeln  oder  Nägel,  Dann  vermehrt 
die  Contact  -  Elektricität  die  Entwickelung  des  Wasserstoffgases 
auf  eine  ausgezeichnete  Weise. 

9.  Besitzer  von  Voltascheu  Säulen  aus  einzelnen  Kupfer*  nnd 
Zinkplatten  thun  am  besten,  dieselben  Paarweise  ziisammenlötlien 
zu  lassen.  Die  Säule  kann  dann  mehrere'  Stunden  hindurch/  mit 
stets  wachsender  Wirkung  benutzt  werden,  wenn  man  sie  oü  un- 
baut  und  nur  dafür  sorgt,  dass  die  Salmiak •  Auflösung >  die  jedes- 
mal aus  den  Tuchplatten  ausgedrückt  wird,  von  Zeit  zu  Zeit  durch 
Zulegen  von  Salmiak  in  einem  gewissen  Graden  der  Concentration 
erhalten  wird.  Je  stärker  die  Kupfer-  und  Zinkplatten  oxydirt 
werden,  desto  sförker  wirkt  die  Säule«  Man  thut  daher,  gut,  z.  B. 
die  Glübveraiieha  bis  zu  einer  der  letzten  Aufatellnngen  aufzuspa- 
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reo.  Das  Umlegen  der  Plaiten  gescbiebt  io  wenig  MhiateD ,  da  ei 
bei  solchen  VersucheB  nicfat  an  hülfreicken  Händen  fehlt.  Sind  die 
Platten  nieht'znsamnienffelötket,  so  kann  die  Säule  nur  Ein  Mal 
gebraucht  werden  and  die  Platten  müssen,  ehe  sie  wieder  in  der 
($äile  thätig  sein  können,  zurmr  gereinigt  werden,  da  beim  Umle- 
(reo  das  Eintreten  von  saurer  Auflösung  zwbcben  die  Platten^  die 
8ich  immer  mit  blanker  Oberfläche  berühren  aollen,  nicht  gut  ver«- 

nieden  werden  kann. 

» 

10.  Wenn  man  in  verdünnter  Schwefelsäure  kupferne  Schei- 
^  beD,  etwa  Kupfermünzen  in  Berührung  mit  Zinkstncken  bringt,  so 
j  iteigen  die  Wasserstoffbläscfaen  des  Kupfers  am  Rande  nicht  verti« 
kal  auffvärts;  sondern  auf  einem  gekrümmten  Wege,  als  wenn  eine 
Kraft  vom  Rande  sie  nach  der  Mitte  der  Scheibe  triebe.  Man  be« 
oerkt  diese  Erscheinung  auch  bei  der  unabhängigen  Auflösung  des 
Zinks  in  verdünnter  Schwefelsäure.  Nimmt  man  als  negatives  Me* 
tili  Platin, «so  steigeir  die  Bläsehen  vom  Rande  vertikal  in  die 
Hohe.  • 

11«  Mit  einem  etwas  grössern  Magnete  in^  Hbfeisenform  kann 
man  die  durch  Vertheilung  im  Eisen  hervorgebrachte  Anziehung 
ODd  Abstossung  des  gleichartigen  und  ungleichartigen  Magnetismus 
anf  eine  recht  augenfäNige  l^l^iae  zeigen.  Man  legt  über  den  mit 
beiden  Polen  horizontal  gelegten  Magneten  eine  denselben  ganz 
bedeckende  Glastafel  und  an  diesKrtimmungsstelle  parallel  der  durch 
die  beiden  Pole  gezogenen  geraden  Linie  etwa  3  wohl  abgedrehte 
Cylinder  von  weichem  Eisen  von  wenigstens  1  Linie  im  Durchmes* 
ser,  and  solcher  Länge,  das»  jeder  Cylinder  die  Breite  des  Huf- 
eisens überspannt;  dann  gehen  die  eisernen  Cylinder  zu  den  Polen 
nit  beschleunigter  Bewegung,  eilen  darüber  hinaus,  kehren  zurück 
und  bleiben,  'jedoch  immer  getrennt  von  einander,  in  den  Stellun- ' 
gtn,  welche  dlirch  die  gegenseitige  Abstossung  ihrer  gleichartigen 
Nagsetismeii  und  der  'ungleichartigen  des  nächsten  Pols  bedingt 
werden. 

12.  Zar  Erläuterung  der  Magneto  •  Elektricität  nehme  ich  2 
Drathspiralen  von  Kupier  mit  Seide  umwickelt.  Die  beiden  Enden 
jeder  Drathspirale,  die  gerade  so*  gross  ist,  dass  in  jede  ein  Pol 
eines  hufeisenförmig  gekrümmten  Magnetstabes  gesteckt  werden 
kaDD>  können  in  die  beiden  Quecksilbergefasse  eines  Galvanometers 
getaucht  werden.  Indem  map  die  4  Drahtenden  der  Spiralen  in 
geeigneter  Weise  mit  den  beiden  Quecksilbergefässen  des,  Galvano- 
netere  kombinirt,  lässt  sich  zeigen,  dass  zwei  gleiche  und  enfge« 
jrengesetzte  elektrische  Ströme  sich  Bufheben,  zwei  in  derselben 
KichtuDg  fliessende  elektrische  Ströme  sich  in  ihrer  Wirkung  ver- 
doppeln, wobei  immer  dieselben  durch  die  beiden  Magnetpole  er- 
regten Ströme  in  Anwendung  kommen« 

13.  Wenn  man  ein  verkorktes  Glasgefäss,  worin  etwas  Wasser 
befindlich  ist,  in  der  Mitte  eines  Zimmers  auf  einen  Tisch  stellt, 
>o  bemerkt  man  nach  einiger  Zeit  an  den  den  einzelnen  Fenstern 
^äcbst  gelegenen  Stellen  des  Glases  einen  Niederschlag  des 
Wasserdampfes   in   tropfbarer   Gestalt.     Steht   das   Gefäss   in    der 

eines  Fensters,  durch  welches  man  die  Aussicht  auf  Gebäude  > 
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bat,  zwischen  denen  freier  Himmel  hindnrchblickt,  so  bemerkt  man 
in  der  Form  der  Begränzung  des  NiedeVseblags  einen  Einfluss  der 
Confiffuration  der  lichten  und  dunkeln  Stellen,  welche  die  Aussicht 
des  Fensters  bestimmen.  Steht  das  G|a8ffefass  in  einem  Glas- 
schranke, so  gewahrt  man  auch  an  der  dem  Fenster  des  Glas- 
schranks  und  dem  nächsten  Stuhenfenster  zugewandten  Seite  eine 
Verdichtung  des  Wasserdampfs,  weil  das  zunächst  befindliche  Fen- 
ster des  Glasschranks  durch  Ausstrahlung-  der  Wärme  gegen  das  er- 
kältete Fenster  des  Zimmers  abgekühlt  worden  ist. 

14.  Die  geiiröbnlii^hen  Luftpumpen  reichen  hin«  um  selbst  bei 
einer  Temperatur  von  Hh  15®  R,  das  Wasser  zum>  Gefrieren  zu 
bringen.  —  Man  stelk*über  die  Oeflfnung  des  Tellers  der  Luft- 
pumpe einen  offenen  einige  Zoll  langen  Glas-Cjlinder,  legt  darauf 
ein  Uhrglas,  an  dessen  Hand  3  Wachskügelchen  gekleht  werden. 
Darauf  wird  etwas  Wasser  in  das  Uhrglas  gegossen  und  ein  zwei- 
tes gleich  grosses  Uhrglas  auf  die  Wachskügelchen  gedrückt ,  wo- 
durch man^eine  Wasserschicht  zwischen  den  beiden  Gläsern  erhält 
Giesst  man  nun  etwas  Schwefeläth'er'in  das  obere  Uhrglas,  setzt 
schnell  die  Glocke  darüber  und  eyacuirt,  so  gefriert  die  Wasser- 
schicht in  kurzer  Zeit. 

15.  Dass  im  luft verdünnten  Räume  eine  Lichtflamme.  erlischt, 
wird  oflfenbar  durch  2  Ursachen  hervorgebracht.  Schliesst  man  den 
Zusammenhang  zwis,cben  der  atmosphärischen  Luft  und  der  Luft 
der  Glocke,  stellt  auf  den  Teller  der  Luftpumpe  eine  kleine  Schaale 
mit  entzündetem  Alkohol  oder  Schwefeläther*  und  bedeckt  die 
Schaale  schnell  mit  der  Glocke,  so  erlischt  wegea  mangelnden 
Oxygens  die  Flamme  sehr  bald  und  die  Glocke  haftet  fest  an  dem 
Teller.  Stellt  man  die  Verbindung  zwischen  der  atmosphärischen 
Luft  und  der  Luft  der  Glocke  wieder  her,  so  dringt  die  äussere 
Luft  hörbar  ein.  In  den  meisten  Fällen  wird  die  Licbtflamme  schon 
durch  Verbrennung  des  Oxygens  erloschen  sein^  ehe  noch  die  Luft- 
Verdünnung  dazu  beitragen  kann. 

16.  In  der  Lehre  von  der  Elektricität  ist  es  ebenfalls  nicht 
genau,  wenn  man  sagt,  dass  bei  der  Entladung  verstärkter  Blektri* 
cität  über  Wasser  die  Kugeln  des  Ausladers  erheblich  weiter  von 
einander  entfernt  sein  können,  als  ohhe  dasselbe;  denn  es  komsit 
offenbar  auf  die  Summe  der  Erhebungen  der  Kugeln  des  Ausladers 
über  die  Wasserfläche  an,  und  diese, Entfernung  wird  man  ziemlich 
gleich  jener  finden,  bei  welcher  der  Funke  einer  elektrischen  Bat- 
terie ohne  Hinzuziehung  einer  Wasserfläche  von  einer  Kugel  des 
Ausladers  zur  andern  überschlägt. 


Neue   Untersuchungen   über    die    Bestimmung 
einer  gleichseitigen  Hyperbel  vermittelst  vier 

gegebener  Beengungen. 

Von 

Herrn  Fr.  Seydewitz 

Oberlehrer  äin  Gymnasium  zu  HejÜgenstadt. 


Die  ,,Recli€rcbes  Mir  In  d^terminatioB  d^UBe  hypisrbole  ^oila* 
t^e,  aa  mpyeD  de  qMatre  eonditioDS  dono^s^  par  M.  M.  Brian» 
ekoB  et  Poncelet'^  im  Uten  Bande  der  G ergo nne'sdicn  Anna« 
leideMath^matiqnes,  pag.  205 — 220,  folgten  an£eine  ähüliche 
Abhandlong  im  8ten  Bande  derselben  Annaleo,  in  welcher  Herr 
Coste  Briänchon's  Konstruktionen  der  Kegelschnitte  auf  den 
besoodero  Fall  der  Parabel  angewandt'  bjatte.  Während  aber  die 
letztere  für  uns  kein  Interesse  weiter  als  das  von  CorolloreD  dar- 
bietet, welche  durch  Annahme  einer  unendlich  -  entfernten  Tangente 
ODter  fünf  Bedingungs-£lementen  sich  unmittelbar  aus  bereits  ge- 
lösten allgemeinern  Aufgaben  ableiten  lassen,  entspricht  die  erstere 
aoch  jetzt  noch  einem  weseotlichen  Bedürfniss  der  Wissenscbuft, 
iadem  die  allgemeinere  Aufgabe,  einen  Kegelschnitt  vermittelst 
des  Asymptoten -Winkels,  m  l>eliebtger  Punkte  und  4  —  ii»  beliebi- 
eer  Tangenten  zu  bestimmen,  soviel  ich  weiss,  noch  nicht  zur  Er* 
lediguDg  gekommen  ist.  In  dem  Folgenden  sollen  dies'e  Unte^- 
sucbuDgen  fortgesetzt  werden.  Vorher  aber  dürfte  es  angemessen 
erscheinen,  die  in  jener  Abhandlung  enthaltenen  *  Aussagen,  deren 
Beweise  eine  recht  passende  Cebung  für  Schüler  sein  werden,  bier 
kurz  ins  Gedäcbtniss  zurückzurufen. 

Lebrsätze.. 

a.  In  jedem,  einer  gleichseitigen  H3rperbel  eingeschriebenen 
Dreieck  ist  der  Durchschnitt  der  drei  Höhen  ein  Punkt  der  Curve. 

l.  In  jedem,  einer  gleichseitigen  Hyperbel  eingeschriebenen 
reefatwinkiigen  i>reieek  ist  die  der  Hypotenuse  entsprechende  Hohe 
^  Tangente  'am  der  Curve. 
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r.  Lefft  man  durch  jeden  der  IVlittelpnnkte  zweier  Sehnen 
einer  gleichseitigen  Hyperhel,  oder  auch  durch  jeden  von  zwei  be- 
liebigen Punkten ,  oder  durch  einen  der  ersteren .  und  durch  einen 
der  letzteren  bezüglich  eine  Parallele  mit  der  Sehne  oder  mit  der 
harmonischen  Polare  des  anderen  Punktes,  so  geht  der  Kreis, 
welcher  diese  zwei  Punkte  und  den  Durchschnitt  der  beiden  Paral- 
lelen enthält,  durch  den  Mittelpunkt  der  Curye. 

d^  Ist  von  drei  Punkten  ein  jeder  in  Bezug  auf  eine  gleich- 
seitige Hyperbel  der  harmonische  Pol  der  Geraden,  welche  die 
beiden  anderen  enthält,  so  geht  der  durch  diese  drei  Punkte  be- 
stimmte Kreis  durch  den  Mittelpuakt  der  Cnrve. 

e.  Der  Kreis,  welcher  die  drei  Durchschnitte  der  Diagonalen 
eines  vollständigen  Vierseits  enthält,  geht  dui:ch  die  Mittelpankte 
der  diesem  Vierseit  eingesehrieheneo  gleichseitigen  Hyperbeln« 

f.  Der  Kreis,'  welcher  die  drei  Durchschnitte  der  Gegenseiten 
eines  vollständigen  Vierecks  enthält,  geht  durch  den  Mittelpunkt 
der  diesem  Viereck  umschriebnen  gleichseitigen  Hyper1>el. 

tf*.  Die  Mittelpunkte  aller  gleichseitigen  Hyperbel n^  ;  welcbe 
einerlei  Dreiecke  umschrieben  sind,  liegen  auf  dem  Umfange  dei- 
jenigen  K^ises,  welcher  durch  die  Fusspunkte  der  Höhen  dieses 
Dreiecks  geht,  und  der  zugleich  auch  die  drei  Seiten  und  die  Ab- 
atände  der  Ecken  von  dem  Höhenpunkte  des  Dreiecks  hälfitet. 


Aufgaben, 

welcbe  durch  diese  Sätze  gelöst  worden  sind: 

Eine  gleichseitige  Hyperbel  zu  beschreiben,  von  welcher  man 
«r)  3  Punkte  und  die  Tangente  in  einem  derselben;  ö)  2  Punkte 
und  die  Tangenten  in  beiden ;  e)  %'  Punkte,  die  Tangente  in  eines 
dieser  Punkte  und  irgend  eine  andere  Tangente;  d)  4  Punkte; 
e)  3  Punkte  und  eine  beliebige  Tangente;  /*)  4  Tangenten  kennt 

f.  1. 

Sind  fTaf.  IV.  Fig.  1.)  Sp^  JSg  die  Asymptoten  einer  belieVn 
gen  Hyperbel,  und  na,,  bb^  zwei  beliebige  Tangenten  derselben, 
welcbe  den  ersteren  bezüglich  in  a,  b\  «i,  b^  begegnen,  so  sind 
bekanntlich  die  Geraden  ab^^  und  a^b  parallel,  lind  man  bat  dem- 
nach, wenn  noch  durch  den  Durchschnitt  C  von  aa,  und  bb^  die 
Geraden  6J9,  Cq  mit  den  Asymptoten  parallel  gezogen  werden: 

ap  :  SpzsiaC  :  a^€z=:b^C  i  bC:=LSp  :  bp^ 

abo  ap  .bip'=z  Sp*^  und  macht  man  sp  =  Sp^  so  ist: 

8a  :  Mu^ssSp  ,  {Sp'+'pa)  :  sp  .(sp'^pa)=z    ' 

'  Pa.{pb+Sp)  :  pä.{pb-^sp)z= 

Sb  :  sbj  d.  b. 

die  vier  Punkte  S^  a,  #,  b  und  demnach  auch  die  vier  Strahlen 
CSy  CW|  €9^  Cb  sind  harmonifich;  und  da  das  Nämliche  von  den 
vier  Strahlen  CS^  Cp^  CSr,  Cf  gilt,  weil  Cg\(8p  m^  8pt=zip\ 
da  ferner  cur  Bestimmung  der  Strahlen  6J9  und  €^  der  Punkt  r 
und  die  blosse  Richtung  der  Asymptolen  hinreichen,  und  da  die 
Lage  zweier  Strahlen  C8^  C%  vollkommen  benlimml  iat,  wann  me 
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mit  jedem  von  zwei  gegebenen  Linienpaaren  harmonisch  sind,  so 
disUeo  wir  den 

Satz  1. 

Die  Mittelpunkte  aller  Hyperbeln,  welche  zwei  ge« 
gebene  Gerade  berühren  und  nach  denselben  zwei  un* 
endlieh-entferntiBn  Punkten  gehen,  gehören  einem  Sy- 
steme von  zwei  geraden  Linien  ao,  welche  sowohl  mit 
den  beiden  geffebenen,  als  mit  den,  von  ihrem  Durch- 
sehnitte  nach  den  onendlicli-entfernten  Punkten  gehen- 
den Geraden  harmonisch  sind. 

Wir  kölinen  das  in  Rede  stehende  System  zweier  .Geraden 
leicbt  vemittrist  des^  blossen  Lineals  und  eines  festen  Kreises  con- 
strairee.  Sind  nämlich  (Taf.  IV.  Fig.  2.)  die  IJoienpaare  Ca,  Ca^ 
nad  fö,  Cb^  gegeben,  und  ist  eine  beliebige  Gerade  A  gezogen, 
welche  von  ihnea  in  den  entsprechenden  Punkten  «,  a^^  o,  ^,  ge- 
schnitten wird,  so  verbinde  man  diese  Punkte  mit  einem  beliebigen 
Punkte  ß  des  Hülfskreises  durch  die  €reraden  a,  a,,  ^,  ^,,  welche 
üiD  tarn  zweitenmal  in  den  entsprechenden  Punkten  a,  a,,  ß^  ß^ 
sebneiden;  ziehe  sofort  die  Geraden  aß  und  a,/S,  oder  If^  und  ^'„^ 
vekbe  sich  im  Punkte  Oq,  und  die  Geraden  aß^  und  a^ß  oder  if^^ 
ud  ^09  welche  sich  im  Punkte  ß^  kreuzen;  ziehe  endlich  die  G^e^ 
nde  «oji^o,  die  dem  Kreide  in  den  Punkten  y  und  ;",  begegnet,  und 
verbinde  die  letzteren  mit  ^  durch  zwei  Gerade  e  und  c^^  welche 
die  Gerade  A  in  den  gleichnamigen  Punkten  schneiden.  Zuletzt 
ziehe  man  die  Geraden  Cc  und  6S,,  so  sind  dieselben  sowohl  mit 
Gl,  Ca,,  als  mit  Cö^  Cb^  barmonisch. 

DeoD  zieht  man  noch  die  Geraden  a;^,  ay,  und  a,/,  a\Y^  oder 
^,  c^,  und  €?o>  ^o>  '^^  sind  der  Reihe  nach  folgende  Doppelver- 
hiltnlise  einander  gleich : 

hc     hyC  sin  ,hc      sin  •  b^c  sin  •  b^c^       sin  •  h^^e^ 

Acj  *  b^Cx         sin  i bci  '  sin  . b^c^         sin  . ^**c® ^  *  BiaTi^c^ 

^oY      ßoY  sin  .  ^'o^o      sin.^o^o  sin.^,r       sxn.bc 

b.c      hc 

oder  mit  Worten:  Es  sind  der  Reihe  nach  die  Gerade  A^  die 
Strabibüschel  jff,  a,  die  Gerade  «o/^o,  die  Strahlbüschel  a,,  j?,  und 
die  Gerade  A    in    Ansehung   der   enjtsprechenden   Elemente   b,  c^ 

Vcn  Ä,  €?,  ^j,  €?,;  Ä%  c»,  ^%,  <?**,;  «o»;'»  /?b5  ri;  ^o,  <?oj 

V  ^oj  ^19  <?,  ^,  €;, ;  ^,,  C7^  ^,  <?,  projektivisch ;  folglich  ist  auch 
^^  Gerade  A  mit  sich  selber  in  Ansehung  der  entsprechenden 
Punkte  Ä,  c,  ^,,  €?,  und  ^,,  c,  ^,  c,  projektiviscli;  also^^?  :  bc^ 
^^iC  :  b^Cj^y  und  ebenso  zeigt  man,  dass  ac  :  ac?,  =a,<?  :  «Ti^;,, 
woraus  folgt,  dass  ancli  die  Strahl büschel  C^  C^?,    fö,,    C^^^  u|id 

\   ^)  Cc,  6ä,,  Cc?,   beide  barmonisch    sind.    (Vgl.  Steiner's  Abb. 

'  Renn.  Gest.  §.  17.  IL,  §.  46.  IIL   und  Geometriscbe  Kon- 
struktionen |.  20.,  Au  fg.  4.). 

Für  den  Fall  der  gleichseitigen  Hyperbel  ist  der  Asymptoten- 
Winkel  ein  rechter,  folglich  (Taf.  IV.  Fig.  1.)  6^  senkrecht  auf 
*  und  W.  ÄQ»Ä  W.  #0^5  also5         ,  .  . 

15* 
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Satz' 2. 

Die  Mittelpunkte  aller  gleicLseitigeD  Hyperbeln, 
welche  zwei  gegebene  Gerade  berühren  and  deren 
Asymptoten  einerlei  Richtungen  haben,  gehören  einem 
Systeme  von  zwei  geraden  Linien  an,  welche  mit  den 
beiden  geffebenen«  Geraden  harmonisch  sind,«  und  ait 
einander  Winkel  bilden,  die  nach  diesen  Richtungen 
bib  gehälftet  werden. 

Anmerkung:  Nimmt  man  auf  der  Verlängernug  von  Cp 
einen  Punkt  üf  so  an,  dass  Mp  .Cp:=zap  .  hp^ss.lSp'^ rsap^^  so 
ist  ^Mpaco  ^Cpb^  und  ^Mp(*co ^Cpa\  also  Vi .  aMp ^ziVi ,  Cbp 
und  Vi.aVffzsiW.Mf^f',  folglich  auch  W.  äi&=W.  i^ülz^R, 
und  W.  ffA:i=  W.  apCz=i  H,  Demnach  ist  M  der  Höhenpunkt  des 
Dreieks  Caö,  Ferner  ist  W.  3fSC  ein  rechter,  weil  Mp,€^=:Sp*^ 
und  es  ist  MS^  =  Mp  .  MCz=,  Mk  .  Mb.  Beschreibt  man  ilso 
um  M  mit  MS^z  Mm^  als  Halbmesser,  einen  Kreis,  welcher  Cu 
in  T  und  t  schneidet,  so  ist  MT^  z=iMt^  r=:  Mk .  Mb^  also 
W.  MTb=:yf.  Mtbz=^R  Demnach  sind  nicht  nur  C8  w^i  Ct, 
sondern  auch  bT  und  bt  Tangenten  dieses  Kreises,  und  jede  £eke 
des  Dreiecks  Cab  ist  demzufolge  der  harmonische  Pol  ihrer  Ge- 
genseite. Aus  diesem  Grunde  nennen  wir  diesen  «Kreis  den  sa 
dem  Dreiecke  Cab^  (welches  Jmmer  stumpfwinklig  sein  muss), 
zugehörigen  harmonischen  Kreis. 

f  ^- 

Denken  wir  uns  jetzt  drei  Gerade  a,  b^  c  gegeben »  und  nns 
ihren  Durchschnitten  ^,  JB^  C  drei  beliebige  Parallelen  p^Pi^Pt 
gezogen,  so  liegt  nach  dem  Vorigen  der  Mittelpunkt  einer  gleidi- 
seitigen  Hyperbel,  welche  die  Geraden  a,  b,  c  berührt  und  deren 
eine^Asymptote'  mit  /9,  /9,,  p^  einerlei  Richtung  hat,  auf  einer  ?on 
zwei  Geraden  «S^  yud  #,  welche  mit  c  upd  b  harmonisch  sind,  und 
einen  Winkel  einschliessen,  der  von  p  gehälftet  wird;  ebenso  aber 
auch  auf  einer  von  zwei  Geraden  S^  und  «|,  und  wieder  auf  einer 
von  zwei  Geraden  8^  und  9^,  welche  resp.  mit  e  und  a,  mit  a  und 
b  harmonisch  sind  und  mit  einander  Winkel  bilden »  dif  von /'o 
von  p^  gehälftet  werden.  Diese  drei  Paar  Geraden  schoeiden  sieb 
also  in  denselben  vier  Punkten  (T,  (Ti,  (T,,  <r,.  Ferner  ist  von  den 
in  Taf.  IV.  Fig.  3.  näher  bezeichneten  Winkeln 

S8^  =pS^  --pS  and  ##,  =:/>i#i  — /»i#; 
al>er  da 

p\\p^  und  Vf.pS=zySV.ps,  W./ijÄ^»  =W. /»,#», 
so  ist 

W.  pSssW.  ps  =  W.piS  und  W.pS^^sW.p^S^z^W.pjii 

folglich  ist  W.  SSjSsW.  ##,  und  es  liegen  demnach  die  vier 
Punkte  (T,  <r,,  <r,,  <r,  auf  dem  Umfange  eines  und  desselben  Krei- 
ses. In  Bezug  auf  diesen  Kreis  aber  sind  offenbar  die  Ecken  Ji 
Bj  C  des  von  a,  ^,  o  gebildeten  Dreiecks  die  barmonischen  Pole 
ibrer  Gegenseiten  i  er  iat  aUo  der  «n  diesem  Dreiecke  zugehörige 
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bamoBisehe   Kreis  und   daher   toe.  der  AMiahme   der  Parallelen 
P't  P\9P%  uaaUiäogig.    Hieraaa  ergibt  sich  folgender  merkwürdige 

Sotz  3. 

Die  Mittelpankte  aller  gleichseitigeo  Hyperbeln, 
welche  drei  gegebene  Gerade  berühren^  liegen  auf  dem 
Umfange  eiaea  einsiffen  Kreises,  nämlich  des  harmoni« 
gehen  Kreises,  welcher  zu  dem  T4>n  den  gegebenen  Ge- 
raden gebildeten  Dreiecke  gehört;  ond  zwar  sind  jede 
?ier  Punkte  dieses  Kreises,  welche  ein  vollständiges 
Fiereck  bilden»  dessen  Gegenseiten  mit  den  gegebenen 
Geraden  paarweise  convergiren»  die  Mittelpunkte  sol- 
cher yier  gleichseitigen  Hyperbeln,  welcne  einerlei 
Asynptate.n^Richtnng  haben;  ond  man  erhält  diese  Rich- 
tung) wenn  man  die  von  den  Gegenseiten  jenes  Vierecks 
gebildeten  Winkel  hälftet 

ABmerknn|i^:  Im  Obigen  liegt  zugleich  der  Beweis  des  von 
Herrn  Heinen  im  3.  Bande  des  Crelie'schen  Journals  be- 
kannt gesuchten  Satzes,  dass  in  einem  Kreisviereck  die  sechs  Li- 
nieapaare,  welche  die  yon  den  Gegenseiten  und  von  den  Diagona* 
lea  gebildeten  WinkelhälCten,  drei  zu  drei  parallel  sind. 

§.3. 

Lpssen  wir  zwei  der  so  eben  betrachteten  Garaden  a,  6^  e 
mit  emander  einen  Winkel  von  zwei  Rechten  bilden,  so^  fallen  die 
beiden  Punkte,  in  welchen  sie  yon  einer  beliebigen  gleichseitigen 
Hyperbel  berührt  werden,  mit  einander  und  mit  dem  Durchschnitte 
beider  Geraden,  also  mit  einem  gegebenen  Punkte  zusammen.  Fällt 
man  yon  diesem  Punkte,  z.  B.  ^,  eine  Senkrechte  auf  die  dritte 
(jersde  0,  und  errichtet  im  Durchschnitte  yon  a  und  b  (oder  c) 
auf  b  (oder  c)  eine  zweite  Senkrechte)  so  stellt  der  Durchschnitt 
dieser  beiden  Senkrechten  auch  jetzt  noch  den  Mittelpunkt,  and 
der  Durchschnitt  yon  a  und  b  einen  Punkt  des  §.  1«  und  f.  2.  be- 
sprocheoen  Kreises  vor,  und  wir  erhalten,  als  Coroliar  des  vori- 
ges, noch  folgenden 

Satz  4.  ^  / 

Die  Mittelpunkte  aller  gleichseitigen  Hyperbeln, 
welche  zwei  gegebene  Gerade  und  zwar  die  eitie  iu 
einem  gegebenen  Punkte  berühren,  Kegen  auf  dem  Cm- 
faage  eines  einzigen  Kreises,  welcher  die  letztere  im 
Dorchachnitte  beider  Geraden  berührt,  und  dessen  Mit- 
telpunkt auf  derjenigen  Senkrechten  liegt,  welche  aus 
dem  auf  der  einen  gegebenen  Punkte  auf  die  andere  Ge- 
rade gefällt  wird. 

Die  drei  letzteren  Sätze  genügen  nun  zur  Auflösung  folgender 

Aufgaben: 

ßine  gleichseitige  Hyperbel  zu  beschreiben,  yon 
welcher  man  a)  2  beliebige  Tangenten  und  eine  Asymp- 
tote; b)   2   beliebige  Tangenten,    den  Berührungspunkt 
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der  einen  und  die  Richtung  einer  Aaymptote;  e}  2  T«d- 

fenten  und  ihre  Bertihrungspnnkte;  ä)  aTangent^B  «od 
ie  Richtung  einer  Asymptote;    e)  3  Tangenten  und  den 


Berührungspunkt  der  einen;/)  4  Ta.ngenten  kennt. 

Es  lassen  sich  nämlich  immer  zwei  Oerter  des  Mitte^lpunktes 
der  gesuchten  Hyperbel,  und  vermittelst  dessen  »odann  Allel  andere 
finden.  Uebrigens  wird  mau  bemerken ,  dass  die  Aufjgaben  a),  ^) 
und  il)  nur  besondere  Fälle  der  schon  gelösten  allgemeineren  sind : 
a)  einen  Kegelschnitt  zu  beschreiben,  von  welchem  man  einen 
Punkt,  drei  beliebige  Tangenten  und  den  Berührungspunkt  der 
einen;  d)  2  Punkte;  2  beliebige  Tangenten  und  den  Berührongs* 
punkt  der  einen;  d)  2  Punkte  und  ö  Tangenten-  kennt  Ferner 
wird  man  finden,  dasS  nicht  nur  die  Aufgaben  r)  und /*),  sondern 
auch,  was  sie  selber  nicht  bemerkt  zu  haben  sdieinen,  di«  Aufgabe 
e)  verii|>ittelst  der  von  den  Herren  Brift neb on  und  Poneelet  ent- 
deckten Sätze  aufgelöst  werden  können.  Bilden  nämlich  zwei  Seiten 
eines  um  eine  gleichseitige  Hyperbel  beschriebenen  'l^ierseits  mit 
einander  eineji  Winkel  von  zwei  Rechten,  so  erhält  man,  wie  sehr 
leicht  einzusehen,  als  Zusatz  zu  dem  oben  unter  e  angeführten 
Satze  noch  den  folgenden: 

Satz  5. 

Die  Mittelpunkte  derjenigen  gleichseitigen  Hyper- 
beln, welche  drei  gegebene  Gerade,  und  zwar  die  eine 
in^  einem  gegebenen  Punkte  berühren,  liegen  auf  dem 
umfange  desjenigen  Kreises^  welcher  die  Verhin>dnngs- 
linie  des  gegebenen.Punktes  und  des  Durchschnittes  der 
beiden  andern  Geraden  in  dem  ersteren  Punkte  be- 
rührt, und  die  dritte  Gerade  zum  zweitenmal  in  einem 
Punkte  schneidet,  welcher  zu  ibi'en  Durchschnittspunk- 
ten mit  den  beiden  andern  Geraden  und  zu  >dem  gegebe- 
nen Berührungspunkte  der  vierte  harmonische,  und 
zwar  dem  letztern  zugeordnete  Punkt  ist. 

Und  auf  ähnliche  Weiäe  Hessen,  sich  aus  d<3n  Lehrsätzen  ^  und 
g  nqch  folgende  herleiten : 

•  Satz «. 

Der  Hittelpunkt  derjenigen  gleichseitigen  Hyper- 
bel, welche  durch  drei  gegebene  Punkte  geht  und  in 
einem  derselben  eine  gegebene  Gerade  berührt,  liegt 
auf  dem  Umfange  eines  Kreises,  welcher  den  letzteren 
Punkt  und  den  Durchschnitt  der  gegebenen  Geraden  mit 
der  Verbindungslinie  der  beiden  apdern  Punkte  ent- 
hält, und  diejenige  Gerade  berührt,  welche  zu  den  Yer* 
bindungslinien  des  einen  mit  den  beiden  anderen  ge- 
gebenen Punkten  und  zu  der  gegebenen  Geraden  der 
vierte  harmonische,  und  zwar  der  letzteren  zugeord- 
nete Strahl  ist. 

I 

Satz  7. 

"  Die    Mittelpunkte    aller    gleichseitigen    Hyperbeln, 
w^eUhe   durch    zwei    gegebene    Punkte    geben,    und.  in 
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einem  derselben   eine   gegebene  G^erade  berühren^   lie- 

fen  auf  dem  Umfange  eines  einzigen  Kreises,  welcher 
urch  den  gegebenen  Bertibrungspunkt,  durch  den  Fnss- 
punkt  der,  von  dem  andern  gegebenen  Pui^kte  auf  die 
l^e^ebene  Gerade  gefällten  Senkrechten  und  durch  die 
Mitte  des  Abstandes  der  beiden  gegebenen  Punkte  von 
einander  gebt. 

Endlich  dürfen  wir  nicht  übersehen,  dass  in  den  Aufgaben/), 
e)  und  c)  einer  der  Kreise ,  der  zur  Bestimmung  des  Mittelpunktes 
4er  gesuchten  Kurve  dient,  sich  durch  eine  Gerade  ersetzen  lässt« 
Denn  nach  dem  bekannten  Newton'schen  Satze  liegen  „die  Mittel*- 
„punkte  aller  Kegelschnitte,  welche  vier  gegebene  Gerade  berüh- 
„ren,  auf  derjenigen  geraden  Linie,  welche  die  drei  Diagonalen 
„des  von  jenen  gebildeten  vollständigen  Vierseits  hälftet;^''  und 
demzufolge  „die  Mittelpunkte  aller  Kegelschnitte,  welche  drei  ge- 
„^ebene  Gerade,  und  zwar  die  eine  in  einem  gegebenen  Punkte 
,^berühren,  auf  derjenigen  geraden  Linie,  welche  die  letztere  Ge*  . 
„rade  und  den  Abstand  des  gegebenen  Punktes  vom  Durchschnitte 
„der  beiden  anderen  gegebenen  Geraden  hälftet;^'  und  endlich 
,,die  Mittelpunkte  aller  Kegelschnitte  ^  welche  zwei  gegebene  Ge- 
,,rade  in  zwei  gegebenen  Punkten  berühren,  auf  derjenigen  gern*  ^ 
„den  Linie,  welche  den  Durchschnitt  der  gegebenen  Geraden  mit 
,,dem  Mittelpunkte  des  Abstandes  der  gegebenen  Punkte  von  ein- 
,, ander  verbindet/' 

Anmerkung  1.  Vier  beliebige  Gerade  bilden  vier  Dreiecke; 
also  liegen  die  Mittelpunkte  der  gleichseitigen  Hyperbeln,  welche 
diese  vier  Geraden  berühren,  nach  Satz  3.  auf  den  Umfangen  der 
vier,  diesen  Dreiecken  zugehörigen  harmonischen  Kreise.  Verbin- 
den wir  hiermit  den  Lehrsatz  e  und  den  Newton'schen  Satz,  so 
ergibt  sich:  • 

Satz  8« 

Die  vier  harmonischen  Kreise,  welche  zu  den  von 
vier  beliebigen  Geraden  gebildeten  Dreiecken  gehören, 
sowie  derjenige  Kreis,  welcher  die  Durchschnitte  der 
Diagonalen  des  von  diesen  vier  Geraden  gebildeten 
vollständigen  Vierseics  enthält,  haben  diejenige  Ge« 
rade,  welcbe  diese  drei  Diagonalen  hälftet,  zur  gemein? 
sehaftlichen  Sekante. 

Zugleich  begegnen  wir  hier,  zunächst  für  stumpfwinklige  Drei- 
ecke, dem  von  Herrn  He  inen  an  der  schon  angeführten  Stelle  be- 
wiesenen Satze: 

Satz  9. 

Die  Höhenpunkte  der  vier  Dreiecke,  welche  von  vier 
beliebigen  Geraden  gebildet  werden^  liegen  in  einer 
geraden  Linie« 

Anmerkung  2.  Die  Aufgaben  e)  und  c)  führen  zu  ähnlichen 
Sätzen,  als  die  vorigen,  von  denen  sie  im  Grunde  nur  besondere 
Fälle  sind. 

Anmerkung  3.    Ans  §.  h  Anmerk.  und  §.  2.  ergibt  sich 
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Sati  10. 

Koostrairt  maD  die  vier  burmoDischen  Kreise  A^  By 
C,  O,  welche  resp.  zu  den,  von  vier  beliebigen  Geraden 
a,  b^  c^  d  gebildeten  (stumpfwinkligen)  Dreiecken  bcd^  acd^ 
abd^  abc  gehören,  uqd  zi^bt  aus  den  Ecken  aby  ac^  bc 
eines  beliebigeri  dieser  Dreiecke  an  die  zu  den  drei  an- 
deren gehörigen  harmonischen  Kreide  C^  B^  A  (wo  mög- 
lich) drei  Tangentenpaare,  so  schneiden  sich  diese  letz- 
teren gegenseitig  in  vier  Punkten,  und  diese  vier 
Punkte  Uegen  auf  dem  Umfange  des  zum  ersferen  Drei- 
ecke abe  zugehörigen  harmonischen  Kreises  D. 

f  5. 

/Durch  den  3teD  Satz  werden  wir  auch  noch  in  den  Stand  ge- 
setzt, für  den  Fall,  wenn  drei  Tangenten  und  ein  •beliebiger  Punkt 
einer  gleichseitigen  Hyperbel  gegeben  sind  —  eine  Aufj^abe,  welche 
in  der  genannten  Abhandlung  ganz  unerledig^t  geblieben  ist  — 
ßinen  Kreis  zu  zeichnen,  welcher  den  Mittelpunkt  derselben  ent- 
hält. Es  ist  mir  aber  nicht  gelungen »  einen  andern  zweiten  Ort 
dieses  Mittelpunktes  zu  entdecken,  als  denjenigen  Kegelschnitt, 
welcher  die  Mitteliiunkte  aller  Kegelschnitte  enthält »  die  3  gege- 
bene Gerade  berühren  und  durch  einen  gegebenen  Punkt  gehen. 
(Siehe  Annales  de,  Math.  tom.  XI.  pag.  §85 — 389). 

Was  endlich  den  Fall  betrifft,  wenn  ^on  einer  gleichseitigen 
Hyperbel  zwei  Tangenten  und  zwei  beliebige  Punkte  gegeben  sind, 
so  sehe  ich  mich  genöthigt,  denselben  einer  bentondern  Untersuchung 
zu  unterwerfen,  weil  sich  hier  in  die  Abhandlung  der  Herren  Brian- 
chon  und  Poncelet  eine  Unrichtigkeit  eingeschlichen  hat,  welche 
^  dufich  Herrn  Gergonne  selbst  noch  verschlimmert  worden  ist. 

Erstere  behaupten  nämlich  p.  218  ohne  Beweis,  dass  „die  Mit- 
s^telpunkte  aller  gleichseitigen  Hyperbeln,  welche  zwei  gegebene 
„Tangenten  berühren  und  durch  zwei  gegebene  Punkte  gehen,  tof 
„einem  einzigen  Kreisumfange  liegen;'^  und  hiermit  übereinstim- 
mend pag.  219:  „dass  die  Mittelpunkte' aller  Kegelschnitte,  welche 
„zwei  gegebene*Gerade  berühren  und  durch  zwei  gegebene  Punkte 
„gehen^  auf  einem  andern  Kegelschnitte  liegen,  wei'cher  den  Durch- 
,^schnitt  der  beiden  gegebenen  Geraden,  den  Mittelpunkt  des  Ab- 
^„Standes  der  beiden  gegebenen  Punkte  und  den  Mittelpunkt  des 
9, durch  die  ersteren  auf  der  Verbindungslinie  der  letzteren  bestimni» 
„ten  Segmentes  enthält.^V 

Dagegen  kommt  Herr  Gergonne  in  demselben  Bande  pag.3d3 
durch  analytische  Betrachtuns^en  zu  ^%va  Resultate,  dass  der  letz* 
tere  Ort  weder  ein  Kegelschnitt,  noch  ein  System  von 
Kegelschnitten,  sondern  eine  Curve  vom  4ten  Grade  sei.  '-^ 
Wir  Werden  sehen,  dass  im  ersten  Satze  ein  System  von  zwei 
Kreisen,  und  im  letzten  allerdings  ein  System  von  zwei  Kegel- 
schnitten zif  setzen  ist,  was,  soviel  ich  weiss,  noch  nicht  syjitbe- 
lisch  bewiesen  worden  ist,  und  eine  passende  Gelegenheit  darbietet, 
die  Vorzüge  der  Steiuer'schen  Methode  an  einem  Beispiele  zu 
zeigen.  - 

Es  seien  (Taf.  IV.  ^ig.  4.)  B,  B^,  a,  b  vier  beliebige  Punkte 
eines  Kegelschnittes,   Bdy  B^e  die  Tangenten  in  B,  ifi,  welche 


I    \ 
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▼OD  der  Ceraden  tiA  in  den  Pünkteii  i/,  c  o^eächoitfen  werden; 
femer  seien  die  Geraden  Bm^  Bb^  B^a^  B^h  gezognen:  si>  sind, 
nach  Steiner's  Abb.  ffeoni.  GestTbeil  I.  f.  38.  Ilf.  die  Strahl- 
bäsehel  B  und  B^  in  Ansehung  der  entsprechenden  Strahlen  Ba^ 
Bb,  Bd,  BB^  und  i?,a,  B^b,  B,B,  B^e  projectivisch;  das 
erstere  aber  ist  mit  4ler  Geraden  ab  in  Ansehung  der  entsprechen- 
den Elemente  Ba^  Bb^  Bd.  BB^  und  a,  b^  i/,  /;  und  das  zweite 
mit  derselben  Geraden  in  Ansehung  der  entsprechenden  Elemente 
B^a^  B^b^  B^By  ByC  und  a,  b^f^  e  perspektivisch;  also  ist  diese 
Gerade  mit  sich  selber  in  Ansehunsr  der  entsprechenden  Punkte 
«>  ^>  d^  /und  Uy  byf^  c  projektivisch :  (Abb.  reom.  Gest.  %.  11. 
IIL)  d.  h. 


nnd 


bd'  V~  ¥'  bc  ^^^^  igr~  bd.bei 


fb'  fd~  cb'  rf  "    ,     bf  —  df.€b' 


also  auch 


#*        da.  db 


cf*         ca .  cb* 

Sind  also  dl«  Punkte  «,  b  und  die  Tangenten  Bd^  B\e  gegeben, 

af  df 

,  10  sind  die  Verbältnisse  7;  lind  ^,  und  somit  der  Punkt,  f  gege- 
ben. Offenbar  aber  gibt*  es  auf  ab  zwei  solche  Punkte,  nämlich  f 
und  y^,,  woiron  der  eine  auf  ab  selbst  und  der  andere  auf  ihrer 
Verlängerung  liegt,  und  es  ist 


Also  hat  man  den 


Satz  11. 


Die  Berührnngssehneii  aller  Kegelschnitte,  welche 
zwei  gegebene  Gerade  ber&hren,  und  durch  zwei  gege- 
bene Punkte  gehen,  convergiren  in  dem  einen  oder  dem 
anderen  tou  zwei  festen  Punkten,  welche  sowohl  m^t 
den  beiden  gegebenen  Punkten,  als  mit  d^n  Durch- 
schnitten  der  Verbindungslinie  dieser  letzteren  und  der 
beiden  gegebenen  Geraden  harmonisch  sind. 

Verbinden  wir  jetzt  die  Punkte  f  und  fx  mit  dem  Durch« 
schnitte  A  der  beiden  Tangenten  durch  die  Geraden  Af  ViXi^Af^^ 
so  ist  jede  der  letzteren  die  harmonische  Polare  des  Punktes  /*,  /*,, 
welcher  der  endeten  angehört,  und  zwar  in  Bezog  auf  alle  Keffej- 
schnitte,  deren  Berührungssehnen  durch  diesen  Punkt  gehen.  Wir 
können  also  hier  den  obigen  Lehrsatz  e.  in  Anwendung  bringen. 
Legt  man  nämlich  durch  die  Mitte  m  der  Sehne  ab  z.  B.  mit  Af^ 
eine  Parallele,  und  durch  den  Punkt/*  mit  ab  eine  andere  Paral- 
lele — ,  80  liegen  die  Mittelpunkte  alfer  gleichseitigen  Hyperbeln, 
welche  die  Punkte  a  und  b  enthalten  und  die  Geraden  Ac  und  Ad 
berühren,  nnd  zwar  so,  dass  die  Beriihrungssebne  durch  den  Punkt 
/  geht,  anf  dem  umfange  desjenigen  Kreises ,  welcher  die  Pünkb 
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m^  f  und,  den  OurcbiM^lifDitt  beider  Parallelen  eothäU,  4.  b.  bier,  we 
die  eine  Parallele  mit  ab  zusammenfallt  —  Wjslcber  die  andere  Pa* 
rallele  im  Punkte  m  berübrt. 

Sats  12. 

Die  Mittelpunkte  aller  gleicbseitigen  Hyperbeln, 
welche  zweri  gegebene  Gerade  berübren  und  durch  zwei 
gegebene  Punkte  geben,  sind  auf  die  Umfäng^e  zweier 
Kreise  vertbeilt>  wejcbe  1)  sieb  im  Mittelpunkte  des  Ab- 
Standes  der  gegebenen  Punkte  von  einanaer  schneiden; 
welche  2)  dieselbe  Linie  zum  audernmal  in  zwei  Punk- 
ten treffen,  die  sowohl  mit  den  gegebenen  Punkten  als 
mit  den  Durchschnitten  ihrer  Verbindungslinie  und  der 

f  eichenen  Geraden  harmonisch  sind,  und  deren  jeder 
)  im  ersteren  Punkte  eine  Gerade  berührt,  welche  mit 
der  Verbindungslinie  des  ihm  viin  den  beiden  letzteren 
nicht  angebörigen  Punktes  und  des  gegenseitigen  Durch- 
schnittes der  gegebenen  Geraden  parallel  läutt. 

Um  nun  auch  den  zweiten  Tbeil^  unserer  Behauptung  ^u  be- 
T^eisen,  sp,  ist  zunächst  klar,  dass -die  Gerade. ^^,  welche >^  mit 
der  Mitte  fler  Sehne  iffiff,  verbindet,  nach  dem  Mittelpunkte  des 
Kegelschnittes  gerichtet  ist,  welcher  Ad^  Ae  in  B^  B^  berührt. 

Legpen  wir  ferner  durch  einen  der  letzteren  Punkte,,  z.  ß.  By 
mit  ab  eine  Parallele  B^p^  ziehen  Bb  foder  Ba^^  welche  ß^jt  in 
p  schneidet,  ferner  durch  einen  der. Punkte /*, /*,,  z.  B. /*,  di^e  Ge- 
rade fp^  welche  Ad  in  r«  und  sofort  ar,  welche  B^p  in  q  schnei- 
det: so  liegen  im  Fünfecke  B^Bbaq  die  DurchscJuiitle  f  und  f 
der  Gegenseiten  B^B  und  ab^  B^q  und  Bb  mit  dem  Punkte  r, 
wo  die  fünfte  Seite  aq  von  der  durch  ihre  Gegenecke  B  gehenden 
Geraden  Bd  geschnitten  wird,  in  einer  Geraden;  al»o  ist,  oneli 
Abb.  geom.  Gest.  f.  42.  II,  dieses  Fünfeck  einem  K)egelscbnit(e 
eingeschrieben,  welcher  Ad A^  B —  sowie,  weil,  iffüf,  durch  / 
geht^  Ac  iti  B^  —  berübrt.  Verbinden  wir  also  die  Mittelpunkte 
m  und  i  der  Sehnen  ab  und  B^q^  oder,  was  einerlei  ist,  den  einen 
m  mit  dem  Durchschnitte  s  von  ß^b  und  aq^  durch  die  Gerade 
m9i^  so  geht  auch  diese  letztere  nach  dem  Mittelpunkte  des  Kegf^i- 
Schnittes  BB^ab,  Folglich  liegt  dieser  Punkt  im  Durchschnitte 
der  Geraden  An  und  msi* 

Nachdem  wir  jetzt  noch  die  Gerade  Ak  parallel  mit  BB^  ge- 
zogen, so  dass  Ak^  Ac^  An^  Ad  einen  harmonischen  Büschel  bil- 
den: denken  wir  uns  die  Berührungssehne  BB^  um  den  festen 
Punkt  f  gedreht  und  hiemit  die  ganze  Figur  unter  den  angegebe- 
neu Bedingungen  in  Bewegung  gesetzt,  so  bilden  die  Geraden  fB^ 
Ak^  An^  B^qy  fp^  bB^  bBiy  aOy  aB^^  aBy  ms  um  die  ent- 
sprechenden festen  Punkte  /*,  u/,  A^  den  unendlich -entfernten 
Punkt  auf  ab^  /*,  ^,  b^  a^  a^  a^  m  eben  so  viele  Strablbüscliel, 
welche  wir^  um  die  Figur  nicht  zu  überladen,  durch  die  erzeugen- 
den Geraden  selber  bezeichnen  können. 

Nun  sind  die  Strahlbüschel  fB  und  Ak  projektivisch-jcleich, 
und  die  Strahlbüschel  Ak  .und  An  sind  ebenfalls  projektivisch  *)• 
Denn  es  ist 


*)  und  zwar  bUden  sie  ein  Involuiioas-Systenu    Setst  man  an  die  Stelle 
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• 

sin  ,  BJn  lin  .  BAk        .    sin,.  BJn^  tin  .  BJk^ 

sin  .  B^An        sin  .  B^Ak  sin  .  B^An^         sin  .  B^Ak^ 

weoD  Ahj^  nod  Ak^  zwei  ähnliche  Gerade»  wie  Am  und  Ak  be- 
zeichnen; also  ist  auch 

■ 

sin  •  BAn      sin  •  BAn^  -sin  •  BAk      sin  •  BAk. 

sin «  B^An  '  sin  •  B^An^        sin  .  B^Ak '  sin  .  B^Ak^ 

Folglich  sind  die  StrahlbuBcbel /*i?  und  Aa  projektivisch. 

Ferner  liegt  der  Strahlhüschel  fß  sowohl  mit  öB^  pnd  B^^^ 
als  mit  fßß  perspektivisch.  Folglich  sind  die  Strahlbüschel  B^q 
ood  l^B  projektivisch,  und  zwar  perspektivisch»  weil,  wenn  B^g 
flüt  ab  zusammenfällt,  dasselbe  auch  von  6B  gilt.  (f.  14^.  Dess- 
balh  liegen  auch  die  StrahlbOschel  B^  und  fp  perspektivisch^  in- 
dem p  eine  Gerade  beschreibt,  und  da  auch  die  Strahlbüschel  fp 
nnd  ag  wegen  des  perspektivischen  Durchschnittes  ^1/ projektivisch 
sind,  80  sind  der  Reihe  nach  die  Strahlbüschel  fB^  bJB^^  ßig-  fp% 
uq<i  also  auch  bBy  mit  ag^  und  beide  mit  fB  projektivisch.  Fällt 
aber  hB^^  so  fallt  auch'O^  mit  ab  zosammeo;  also  beaebraibt  der 
Pankt  s  eine  gerade  Linie,  und  nun  sind  der  Reihe  nach  die 
Strahlbüschel  «M,  bB^^fB^  Am^  also  auch,M#  mit  An  prqjekti- 
visch.  Also  beschreibt,  nach  Abb.  geom.  Gest.  f.  38.  IV.,  der 
Durchschnitt  M  dieser  Geraden  einen  Kegelschnitt,  der  durch'«!, 
A  und  die  Mute  von  de  geht 

Satz  13. 

Die  Mittelpunkte  aller  "Kegelschnitte,  welche  zwei 
tr«gebene  Gerade  berühren  und  durch  zwei  gegebene 
Paukte  gehen,  sind  auf  die  Omfänge  zweier  Kegel- 
schnitte vertheilt,  welche  mit  einander  den  Durchschnitt 
der  gegebenen  Gei:aden.  die  Mitte  des  Abstandes  der 
gegebenen  Punkte  und  die  Mitte  des  Segmentes,  das 
aut  dieser  Linie  durch  jene  Geraden  bestimmt  wird^  j^e- 
nein  haben;  und  zwar  ist  der  eine  oder  der  andere  die- 
ser zwei  Kegelschnitte  zu  verateben,  je  nachdem  die 
jedesmalige  Berührungssehne  zwischen  den  gegebenen 
Punkten  hindurchgeht,  oder  nicht. 


•  des  Systems  zweier  Geraden  Ac^  Ad  einen  beliebigen  Kegelschnitt,  so 
sind  auch  jetzt  noch  die  Strablbüscbel  fB,  Ak  und  An  der  Reibe  nach 
projektiviscb ;  also  beschreibt  der  Punkt  n  einen  Kegelsehnitt,  welcher 
durch  den  beliebig  angenommenen  festen  Punkt  f  und  durch  den  Mit- 
telpunkt A  des  ersteren  geht.  Soviel  als  gelegentliche  Bemerkung  zu 
Seite  422  des  2ten  Theiles  des  Archivs. 
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lieber  die   höhern  Differentiale   der  Function 

VOD 

dem  Herausgeber. 


Um  die  BegriiFe  zn  fixiren,  nehmen  wir  an,  das*  a'-^^J?* 
ieine  positive  Grösse  sein  sqll ,  so  dass  y  reell  ist.  Ferner  nelmeD 
wir  an,  dass  in  der  Gleichung 

die  Quadratwurzel  positiv  genommen  werden  und  u  eine  poiiti?e 
Grösse  sein  soll.    Unter  dieser  Voraussetzung  können  wir 

setzen,  und  da  nun  nach  dem  Vorhergehenden 

also  auch  1 -^  eine  positive  Grösse  ist,  so  kann 


—  =  8in  0 
a 

gesetzt  und  0  zwischen  — jtt  und  +^^  genommen  werden,  wo 
dann  cos  0  stet?  eine  positive  Grösse  ist.  I)ies  vorausgesetzt,  ist 
nach  dem  Obigen 

y'=^a  cos  ©. 
Aus  der  Gleichung 

sm  0  =  —- 

folgt,  wenn  man.  nach  x  differentiirt, 

rfsin  e d  sin  B     dB ä  f?? ^ 

dx     ~      dB      '  dx  —  ^^^^  dx~  a' 

und  folglich 


jj  =  -  cos  0-1. 
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I       * 

Aus  der  Gleicbaag 

y:=a  cos  0 

erbält  mao  durch  DifferentiatioD  nach  a? 

äy  d  cos  e     dB  .     ^  dB 

Dod  folglich  Dach  dem  Vorhergeheoden 

^  =  — *  cos  0-1  sin  ©  =  — Ä  lang  &.  . 

Differeotiirt  man  Ton  Neaem  oach  ^,  so  erhält  mao 

i*y  ,  ^^,   -  d  sin  B     dB   ^    .  ^a_^    .     ^  i^f  cos  9     dB 

=  — *  2-*  cos  ©-«  «in  0»  ^ 
=  —  —-  cos  0—1 cos  0-«  sin  0' 

=  '^T  ^•^  ®^«o»  0»  +  8in  0»)ä— ^  cos  0-». 

Mittelst  neuer  Differentiation  nach  o?  erhält  man 

i/«y SÄ»  ^,  rfcos  B     dB 


dx*~  •    ^®*  ^   '     dB     '  dx 

Ä j-  cos  0-*  sin  0  -TZ 

'  ZA* 
= r-  COS  0-*  sin  0. 

Differentiirt  man  nun  wieder  nach  ^,  so  ergiebt  sich 

j^  =  -.  — COS0-» -j^.  2J+ -^r eos0-^s«n0— fg-,  ^ 

=  — ^  COS  0-4  ;gj  -  -;ji-  cos  0-«  sin  0»  jj^ 

=  — — r-  COS  0-«  —  — r-  cos  0"^  siu  0* 

=  —  5^  cos  0-^(3cos  0»  -♦-  15sin  0»)  ^ 

=  _^  cos  0-^(3 +12sin  0»). 
Hieraas  ergiebt  sich  durch  neue  Differentiation  oach  ^      * 
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«^•y  24A*  ^^.    .     ^d  Hin  &    SB 

11^'  a*  dO        dx 

+  ^  cos  ©-*(aH^12sin  Ö»)  —Je-'2i 
=r r:  cos  ©-'^  sin  0 

—  ^  cos  0-9  sin  0(3  +  12sib  0») 
sr:  —  ^  cos  0-^  sin  0(24cos  0»  -i-2H-  84siD  0») 
=  —  ^  cos  0-Ö  sin  0(45  +  60  sin  0*). 

f 

Durcb  fernere  Differentiation  nach  a:  erhält  man  hieraas 
0  =  — 5^  cos  0-»(45  cos  0  + 180  sin  0»  cos  0)  ^ 

—  ^  cos  0-10  sin  0»(45-f.6O  sin  0»)  ^ 
=  — ^  cos  0-«(45+18O  sin  ©») 

—  ^  cos  0-"  sin  0»(45  +  6O  sin  0») 

=  —£1  cos  0-11(45  cos  0*  +  18O  sin  0*  cos  0* 

+  405  «in  0>  +  54O  sin  6«) 
—  —  ^  cos  0-"(45  +  54O  sin  0»+36O  sin  0*). 


'  I 


Differentiirt  man  von  Neuem  nach  ^,  so  erhält  man 

d^tt  h*  dO 

^  =  — ^  cos  0-n(iO8O  sin  0  cos  0  + 1440  sin  0«  cos  0)  ^ 
-^  cos  0-1«  sin  0(45  +  540  sin  0»+36O  sin  0«)  2 
—  — ^  cos  0-11(1080  sin  0  +  1440  sin  0«) 

—  ^  cos  0-1»  sin  0(45  +  540  sin  0»  +  36O  sin  0*) 

r 

=  —  ^  cds  0-1»  sin  0(1080  cos  0»  H- 1440  sin  0»  cos  0» 

+  405  +  5»ip  sin  0>  +  396Q  sin  0«) 

=  —  ^  cod  0-1*  MB  0(1575 +  630a  sin  0*  +2520  sin  0*> 
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Um  das  Gesetz ,  welcbeiii  die  gefiindeDen  Aoidrücke  nnter* 
werfen  siad,  besser  fibersefaed  zu  kÖDDen,  wollen  wir  dieselben  im 
Folgenden  nocbnals  musMBMensIcllen: 

jf=a  cos  0 

g  =  — ^  cosö-i  sin  0 

g  =  -^cos©-*rin©.S 

g  =  -.^  cos  ©-7(3  +  12  sin  et) 

■ 

I    ^=  —  ~  «oa  ©-•  sin  0(45+60  sin  ©«) 

i   ^=  — ^  ««»  »-11(45+540  sin  e>  +  360  sin  9«) 

■  I 

.  0=  — ^  cos  0-u  sin  6(1575  +  6300  sin  @*  +  2520  sin  8«). 
I    Bieraas  scbliesst  man  sogleicb  dnrcb  Indnction^  dass  allgemein 

^  =  -Ä(^)*^l  cos  ©-(4-l)M.  + 1,   SU  0» 

-f-^,  sin  ©♦ 

+  ^,  sin  ©• 
u.  s.  w« 

-f-^jt—i  sin  ©>«•-• 

ond        * 

g^5=  — *(^)»«  COS  ©-(4M.1)  gin  0\J^  +  J^  sin  ©• 

+  ui,  sin  0* 

4-^,  sin  ©• 
n.  s*  w« 

^An-i  sin  © 

Um    dieses  Gesetz    allgemein  zu  beweisen,   und  zugleich  das 
recnrrirende  Gesetz  der  in  diesen  Formeln  Torkommenden  nnmeri- 

•cben  Coefficienten  zn  finden,  wollen  wir  ans  -^—^  und    .  ^,|  re« 
•P«ct>Te  ^^^  und  ^^^  entwickeln. 


\- 
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Aus  dem  obigen  Aasdrucke  von  ^^  erhält  man  Dämlicli  zu 
vörderst,  wenn  man  von  Neuem  nacb  a:  differeotiirt  l<tfcht: 

5^1;;:^=— *(j)S«-lcO8  0-(*«-I)j2^,  ÜB  @+4^.  WD  0« 

/  j 

-|-6ilMn0»|eo«ög 
•       n.  8.  w. 

+(2»^2Mi.-i  sin  0s»-«j 
-  (4i.-l)Ä(|^)a«-i  oo80-«>  rio  0M,-4-^,  sin  0» 


3i» 

+:^,  sin  ©* 


i/d 


SM 

,    ,  -H-4,  sio®V       t^ 

u.  6.  w. 

■  '  '•    ^  ■ .     ■       '  •  's» 

-h-^„-i  sin  0a»Hi 

=— ^CtF*  c<>»  0-(*^«{a^,  sin  0+4^.  ain  0« 

+  6udr,  sin  0» 

•  U.   8.  W« 

3» 

+  (2it  —  1)Ann-x  «in  0»»-«. 
—  (4i»^l)*(--)2«  cos  0-(4M.i)  gin  0\J^^X  «in  0» 

-+--31,  sin  0* 

SM 

'  -  -*-^,  niin  0« 

U.   8.   W. 

-f-^Ä-i  ain^^ 
—--Hjy^  cos  0-(4M.i)  sin  0j2Jr4-|-4j'!,  sin  0» 

4-6^,  sin  0*         )cos0' 

U..S.  w. 

+{in^2)An^i  sin  0Ä«-* 


« . 


241 

-l-^a  sin  ©♦ 

Sit 

-f-^,  «in  ©• 


Also  ist 
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IMS 

Es  ist  ftlM^r  allgeviein 
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Vei^leicben  wir  dies  mit  dem  AiUKlraeke 


»•■■■ 


MS 

t 


iaß^i  Ä 


2»H-1 

•^»  sin  0* 

^,  sin  ©• 

o.  &•  w. 

3M-I-1 

'„-1  sin  08»-« 


80  erhalten  wir  die  fojgeodeii  GleiehoogeDi 


Sif-kl  3i»  2» 

^^  =  (4« -1)^0 +2^1» 
^,  =(4/f-3)^, +  4.^,, 

2nH-l  2«  -  2» 

^,  =  (4ä  —  h)A^  +  6^„ 

SM-l       '  2»  2ii 

J^  =  (4»  —  1)A,  +8^4, 

U.   8.   W.  « 

2)1+1  2m  2» 

An-^2  =  (2j»  +  3)^^2  -+-  (2li  —  2M„_i, 

211+1  2n 

^,_1  =  (2» -h  l)-^»-l ; 

nittelit  welcher  die  onmeriscbeD  CoeCGcienteD 

2ii+l     .211+1*     2»+l       211+1  2»+l' 

m  den  namerischeft  Coefficienten 

^ ,  2»       2i»       2»       2i»  2n 

-^0,    -^I»    -^85    ^l»«»»-^«— 1 

lerechnet  werden  können. 

Ans  dem  obigen  Ausdrucke  von  j^2n+i  ^'^^^^  ^^^  ferner  durcii 
neue  DiffereutifitioD  nach  or: 

|8«+8|#  Ä  2»i+l         2»i+l  _ 

55^  =  -  ^(^)*.  eos  6M*H-i)  j^.  +  ZJ .  sin  ©»     - 

'  2n+l 

-f-  5^,  sin  0*         ,  ,^^ 

2II+1       -  >cos0T-: 

-f-7^,  sin  &•         [  ^ 


U.  8.   W. 
211+1 


@2iM%j 

16* 


^Ä— 4(^)2«-^  cos  ÖM*«--!)  iX-^X  wo  Ö' 


U.  8.  W. 

r+-^»-i  sin  0»»^ 


UDd 


^^=5  — 4(|-)»»  COS  ©-(4IH-1)  g|n  e  Mo+^.  «n  ©* 

211+1 

-J-^,  sin  0*     - 

U.   8.  W. 

+  -Ä»— 1  «in  0^»-*i 

ist,  so  ist,  wenn  die  Wertbe  d^  Differenlialquotienten  für  ^=rO 
wie  gewölinKch  durch  BiDschliessung  in  farentlieseD  bezeichnet 
werden. 


vnd 


Die  Werthe  der  DiffereDtialqootienten  für  ^s=0  erhält  man  übri' 
gens  gaos  teichtdorch  Entwicicelnng  voo 


y=«)/l- 


tf» 


in  eine  Reihe  nach  dem  hinooiischen  Lehrsatze,  weshalb  wir  bei 
dieser  Dntersnchang  nicht  länger  verweilen« 
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XXVII. 

Ueber  die  Wnrzelaaszieh'ung  aus  Binomien  von 

der  Form  A-^VB. 

Von 

Herrn  A.  Göpel- 

zuBeriin*  ~ 


^  1.    Wenn  man  des  Ausdruck  {a^[/d)  [/cy  wo  a,  b  nod  c^ 
fational  sind,  auf  die  itte  Potenz  erbebt,  so  erhält  man  nacb  g^* 
böriger  Sonderung   der  rationalen    und   irrationalen  Tbeile  einen 
Alisaruck  von  der  Form  A-^\/Sy  wo  A  und  B  wieder  rational 
sind.    Es  kann  daher  die  i»te  Wurzel  mancber  Ausdrücke  A'+X/B 

vai  die  Form  (a^^y/d)  \/c  gebmekt  werden,  wie  scbon  Clairaut 
ond  I^acroiz  bemerkt  haben«     Da  aber  auch  die  «te  Potenz  des 

Antdrucks  (m  +  \/b)  Vdy/ö  »^  dieselbe  Form  A  +  \/B  an- 
ninst,   so   kann  die  mte  Wuraet   von  A'\'\/B  noch  die  Form 

(a-hX/b)  vc\/b  haben.  Mit  Beriicksicbtigung  dieser  Form  wird 
alid  die  NAusziehnng^  diBr  «ten  Wurzel  ai|s  manchen  Binomien 
A-^-y/B  mdglicb  sein,  während  sie  den  Voraussetzungen  der  ge* 
nsDDten  Schriftsteller  zufolge  für  unmöglich  erklärt  werden  müsste. 
2*    Ist  nun  also 

10  folgt  ans  der  heziehlicben  Gleichheit  der  rationalen  und  irratio- 
Bslen  Tkeile  auch 

A  —  \/B  =  '-(»'-\/bY  c\/b, 
Qsd  ans  der  Multiplication  beider  Gleichungen 

Die  Zahl  A*  ^^  B  wird  also  in  zwei  Factoren  zerlegt  werden  kön- 
nen, Ton  denen  der  eine  (a* — £)"  eine  iste  Potenz  ist  und  der 
ttidere  —  c^b  nicht.    Sondert  man  daher  aus  A^  —  B  die  Factoren 


*)  («4.|/£)  V/«KJ5»  würd«  nicht  allgemeiner  iein. 


L 


heraas,  aii9  deren  InbegriiF  sich  die  itte  Wnrzel  kieheo  lässt,  lo 
findet  sich  leicht  der  übrigbleibende  Factor  — c*&  und  demnächst 
auch  c\/b.  Nachdem  dieser  gefunden  ist,  wird  man  durch  e\/b 
dividiren  iionnen  und 


erhalten;   woraus  f<|lgt,.  d^   — y^  ''   n#eb  vollführter  Division 

wieder  die  Form  A^  +  y/B^  annimrotv  so  dass  es  siel  nur  nech 
darum  handelt,  die  «ite  Wurzel  dieses  Quotientep  Ai^\/B^  auf 
die  Form  a-^y/d  zu  bringen.  Das  eben  angedeutete  Verfahren 
ergiebt  nämlich  die  Reioelion 

.        Ba  findet  sich  i.  B.  für   y^  +  yjsi  der  Ansdrnck  .{^Y 


V|+j^=,^S«7P;  J^  .^  ^  =V?+Vl  ■  t- 


»l/*  :         '  :      v<*. 


»  ■  — . 


^  3.    Wenn   in   dem   Ausdruck   VA^  +  [/B^    die   Buchstaben 

;itf,  und  01  noch  Bruche  siad^  so  lasben  sich  defre n  Nenner  ve^ 
mittelst  der  bckauntjen  Regeln  ataasierhlilh  der.Wurselzeichem  bili- 
ausschaffen  und  man  hat  dann  . 


WO  P,  Q  und  JV  ganze  Zahlen  sind«  ^ 

t 

Vermittelst  dieser  Umformung  wird   a.  ß.  yy  -♦-  l/ygä  *"^ 

kT+npSÖ  zurückgeführt,  da  sich  |/y  +  |/^ä|W^*+'V/Ä 

findet. 

Diese  Umformung  kann  auch  an  dem  Ausdrucke  a  +  \/6  aus- 
geführt gedacht  werden.  Bedeutet  also  voa  nnn  a^  jader  Bach* 
Stabe  eine  ganze  Zahl,  so  wird  sein: 

wobei  offenbar  angenommen  werden  darf,  dass  äf^,  y  und  p**  kei- 
nen gemeinschaftlichen  quadratischen  Theiler  a'  haben,  weil  soost 

der  Bruch  ^  durch  a  g^hobfsn  werden  kdQBtjB.  .Ea  koipimt  da- 


•  I 


hw  vor  Bocli  darmif  an,  Aie  itte  Wursd  4e9  ganztahligmi  Aas* 

dracks  P-f-  W^ö  auf  eine  Bruchform  — -^- — -  zurückzufulfren. 

P 
Bier  stelU  sich,  aber  die  Frage,  0b  diese  irte  Wuniel  aqf.eiaea 

ächten  Bruch  (wo  /r^l  ist)  fuhren  könne,  oder  ob  p  nicht  viel- 
leicht nothwendig  der  Einheit  gleich  sein  müsse.  Bine  desfallsig« 
Untersuchung  führt  zu  dem  folgenden  Satze. 

4.  LehrMütx.   Wenn  die  iste  Potenz  des  ächten  Bruchies 

^'—^  ganzzahlig  iH-l/C  i«t,  so^  ist  1);«=2,  2)yr=ar»— 4«, 
3)  X  und  %  nogerade  und  .4)'  n  durch  5  theilbar* 

Beweis.    D.  P^yQ=S^^^^  „„d  P-V/«=  i^^^^, 
!•  folgt  durch  MnltipUcation 

Es  ist  also  ^*"7^  gleich  einer  ganzen  Zahl  «,  nühio  /^~Qb=s«» 

ond  y=a^' — p^%.  Hieraus  geht  hervor ,  dus  p  und  x  keinen 
gesieinschaftlicben  Theiler  haben,  indem  sonst  jp\  y  und  0'  einen 
quadratischen  Theiler  haben  würden,  was  nicht  der  Fall  ist  (3).  Fer- 
■er  geht  aus  P* — Q  =  ««  hervor,  dass  der  ratioaale  Theil  P 
der  laten  Potenz  kein«  gaaze  Zahl  sein  kann,  ohne  dass  es  a^cli 
«ist.  .     . 

Ans  der  Addition  jener  beidea  Gleichungen  ergiebt  sich 

ttsd  wenn  der  rationale  Theil  von  (or-t-K  ^* — />**)*•  entwickelt   . 
ttsd  nach  Potenzen  von  p*%  geordnet  wird: 

wo  «oy  a,,  a,, . . .  offenbar  ganzzahlige, .  nur  von  li  abbSngige 
Cveffizienten  sinfd."  Da  nun  alle  Glieder  des  Wählers  ausser  dem 
ersten  durch  p  theilbar  siad«  so  wird  das  erste  es  gleichfalls  sein. 
Man  findet  es, aber,  wenn,  man  in  dem  Ausdruck  fürP,  «i=0  setzt; 
nämlich  ao^c^=^^^^*  Bs  wird  also  2»— ^or'*  und  daher  auch 
^1  durch  71  theilbar  sein,  weil  a;  und  p  keinen  gemeinschaft- 
licher Factor  haben;  folglidk  muss  /^  =  3^  gesetzt  werden,  wo  a 
keine  andere  Factoreo  als  2  haben,  aber  auch  der  Einheit  gleich 
sein  kann.    Wird  2q  für  p  gesetzt, .so, ergiebt, sich 


■ .  •  • 


Nun  behaupte  ich,  dass  der  Zahler  dieses  Bruches,  unabhängig  von 
den.  Werthen  von  or,  und  y*at  durch  2»"-*  theilbar  ist.    Wird  näm* 

heb  {a:  +  ya:^  —  4jr»» )»  =  ipfc, -^  /i*l/a:*  —  4^»«  gese^  und 
sind  Om  and  ßm  durcn  ^^i^^,  dagegen  c^  + /Km  ^  durch  ^  theil- 
bar, so  werden   die   nämlichen  Bedingungen  für  Om^  tad  ßm^i 


n 
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stattfiodeB;  d«  li.  es  werden  Ohh-i  ond  ^«4.1  dnreli  8p,  dagegen 
<%H-i  + /^M+i^  durch  2^+1  tbeilbar  sein.    I)enD  dft 

ist,  so  findet  sich 

/'«-H  =  «•!  + /ÄwÄ? 

worans  die  Richtigkeit  der  Behauptung  erhellet.  Nun  ist  aber 
o,  =a?,  /?!  ^1,  «1  +/9,a?  =  2a?;  und  daher  a^  und  /?,  durch  V 
oder  1,  dagegen  a^  «-1-/9,  or' durch  2*  oder  2  theilhar;  folglich  ist 
auch  wirklich  Om  und  ßm  durch  2^—1^  daher  auch  On  und  pW  durch 
2*-i  theilhar. 

Nncli  Aufhehvng  des  Factors  2^*^^  hat  man  also 

Bier  sind  wieder  alle  Glieder  dies  Zählers  ausser  dem  ersten  dareh 
a  theilhar;  also  ist  es  auch  das  erste,  was  nicht  anders  stattfinden 
Kann ,  als  wenn  7  =  1  ist,  indem  ^  und  -jc  keinen  gemeinschaft- 
lichen Factor  haben.    Bs  ist  folglich 

1)  /?  =  2|  weil  p:=z2q  gesetzt  worden  ist 

2)  y=a?* — 4*,  wegen  y=:a?* — /^**  *)  ^    ^ 

3)  of  ungerade,  da  es  keinen  Factor  mit  ;7  =  2  geraein  hat;  ond 
auch  %  ungerade,  weil  sonst  alle  Glieder  des  Zählers  yod  P 


*)  Das  bis  hiefaer  Bewiesene  I'asst  sich  viel  kürzer  mittelst  der  folgenden 
Schlussfolgerungen  herleiten.    Aus   ( ^^-^)'*=i  einem  ^ganzzahUgen 

Ausdrucke  FdbY^Q  ergeben  sich  der  Reihe  nach  folgende  ganze  Zah- 

•V  1  \^v     sc  -    \/ti 
len  :   »  ^,   ^-^  (ganze  Zahlen  allerdings  nicht  im  Sinne  des 

Textes,  Sn  welchem  sie  Tielmehr  ächte  Brüche  genannt  wurden,  sos- 
dem  ungefähr  im  Sinn  der  Oongruenzentheorte,  in  welcher  \/3s=A 

(med.  13)  gesetzt  oder  mit  andern  Worten  — ^     als  ganze  Zahl  be- 

trachtet  wird);  femer  deren  Product ~-=5X,  daher  yasar'  —  f>'»i 

p  ' 

femer  --^- ^ —  oder  — 2I21 —  oder  — ,  insofem ^ •^^— 

hl  .      ^.  -  r  . 


als  ganze  Zahl  anzusehen  istj  daher  f^2;  ferner  endlich 

F 2 ^-^-^ 2 ^    ^-  ^  ^^' 


Da  jedoch  die  Principien,  auf  denen  diese  Folgeranffen  beruhen,  noch 
nicht  als  elementar  betrachtet  werden  dürfen»  Ja  Tieileicht  kanm  schon 
berührt  worden  sind,  so  mag  es  geilen  beiläufig  darauf  hingedeutet 
zu  haben* 
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inrth  den  Nenner  t  tkeübar  sein  wfirden,  dM  erste  af^  nhw 
nicht;  aithin  auch  der  gante  ZäMer  nicbt 
EndKch  ist  jettt 

jr«-f^i^g*^"^'f^i^g*'"^*+"        (^*f-^<tg*— 4»VH"(ay— ^^"^"-to)» 

^—  2  —  2M-1 

Da  nun  o:*,  o:*»-*«,  ^r«»— 4»*,  *.,  bezielilich  von  der  Form  2r+l, 
2r,  + 1,  2r,  + 1, . . . .  sind,  so  geht  dieser  Ansdrnck  dadarch  in 


*i^i  +  h^i 


•  • 


'+*.+^ 


über;   desshalb  ist  ' — 5-^! ^-^  oder  der  Werth  Ton  P  fttr 

ors:!,  «  =  1  eine  ganze  Zahl,  n&mlich 


2»-i-i 


Ä^- 


I    Wäre    nun    n   yon    der    Form    3ss  db  1 9    so    hätte    man    wegen 

1d  beiden  Fällen  wörde  der  Ansdrnck  fnr  P  ein  Brach  werden; 
was  jedoch  nicht  der  Fall  ist,  wenn  n=:^m  ist^  denn  man  hat 
dann 

Folglich  ist  4)  n  dnrch  3  tbeilbar;  womit  der  Lehrsatz  vollständig 
erwiesen  ist. 

Da  allen  Bedingungen  für  die  Ganzzahligkeit  genügt  worden 

bt,  80  geht  zugleich  hervor,  dass  der  Bruch unter  den  im 

Lehrsätze  angegebenen  Umständen  in  jeder  Zmten  Potenz  einen 
ganzzahligen  Ausdruck  liefert.  Es  sei  z.  B.  ;r  =  7,  ;s  =  ll,  also 
y=5,  so  hat  man 

(^^)»- =  (56  +  19V/5]P. 

S.     Dan   4ie  VP-^y/ü   käse  Biroebform  £±i^  haben 

kann,  wofern  nicht  n  durch  3  (beilbar  ist,  hat  soviel  ich  weiss 
noch  Niemand  erwähnt.  Dass  für  ji=:3iv»  der  Nenner  p  auch 
gleich  2  sein  kann«  erwähnt  Clairant  filr  den  besondern  Fall  der 

dnbikwurzel  und  beweist  es  dadarch,  dass  er  die  Wurzel h'^ 

X—  PI 

iDDinmt^  die  Ausdrücke  für  P  und  vQ  ihrer  ganzen  Länge  nach 
entwickelt  und  dann  vermittelst  der  bekannten  Criterien  der  TheiU 


9S4 

b«tkeit  erat  pzsx^q  und  dernjoTächst  p^%  find«!.'  Bb^n  dies  Ver- 
fahren  Hesse  sich  auch  für  ein  al^gemeinet  m  anwenden.  IndesseD 
dürfte  die  Enfwickelung  der  Coefficienten  in  dem  Ausdrucke  för  P 
(welche  bekanntlich  mit  der  Entwickelung  von  .cus  mui  nach  Po- 
tenzen von  cos  a  identisch  ist)  vom  elementaren  Standpunkte  aus 
ihre  Schwieriffkeiten  oder  gar  ünmiigHchkeiten  haben.  Da  es 
überdies  nur  darauf  ankommt«  den  Werth.von  «o  und  die  Tbeilbar- 
keit  der  Coefficiente0  4a,,  lüa,)...  durcb  2»~^  nachzuweisen,  und 
da  es  ferner  w^t  einfacher  ist,  wegen,  der  Summe  t+^,+^,'4-.^ 

auf  den  geschlossenen  Ausdruck ^~2» ^  zurückzu- 

gebeuy  als  die  unbegränzte  Reihe  der  ausgewertheten  Coef&cieDten 
1,  ^,,  ^,,  ...  zu  summiron,  so  ist  dieser  Weg  zum  Beweise  des 
Lehrsatzes  (4)  nicht  gewählt  worden. 

6.  Mit  Hülfe  dieses  LebrsatzfMi  wird  es  nun  leicht,  das  bei  ^3J 
unterbrochene  Verfahren  zur  Ausziehung  der  »ten  Wurzel  aus 
P-\-\/Q  zu*  beendigen,  wenn  Q. positiv  Ist  Da  nämlich  ihm 
zufolge 

l/pl^rpT^—^ltk^  (oder  a:  +  \/y) 
ist,  80  folgt  hieraus  durch  Addition,  dass 


n 


V/P+ 1/«+  VP—\/Q=, a:  (oder  2a:) 


^\ 


jedenfalls  eine  ganze  Zahl  ist;  wofern  die  Wurzelaasziehun^ 
überhaupt  im  rationalen  Ausdrücken  möglich  ist.    Um  den  ratiooa- 

len  Theil  d^r  Wurzel  -^  (oder  a:)  zu  finden,  darf  man  daher  i^iir 

jene  Summe  der  i»ten  Wurzeln  bis  auf  die  Einer  genau  berecknen. 
Hiezu  ist  aber  erforderlich,  dass  jede  einzelne  Mte  Wurzel  bis  auf 
halbe  Einheiten,  d.  h.  bis  auf  0,5  oder  am  besten  bis  auf  die  erste 
Decimale  genau  berechnet  wird,  weil  sich  durch  die  Addition  beider 
Werthe  die  Fehler  verdoppeln  könnten.  Wenn  die  so  gefundene 
Zahl  bei  i»  =  3iso±l  nidlit  gerade  sein  sollte,  so  braucht  man 
nicht  weiter  zu  gehen,  indeni  dann  die  Unmöglichkeit  der  Wurzel- 
ausziehung in  der  angenommenen  Form  einlepcbtet.  In  allen  an- 
dern Fällen   hat  man  *  das  gefundene  Resultat  durch  2  zu  tbeilen, 

um  den  rationa'en  Theil  -^  (oder  Jt}  der  Wurzel  zu  haben.  Den 
irfftlionalen  Theil  findet  nian  dann  aus  ,der  Cleichnng 

y  =  ^» — 4«  (oder  or^  —  «).  j 

Ob  der  so  glefnndene  Ausdruck  wirklich  die  i^e  Wtarzel  aus 
P+y/Q  ist,  mnss  unmittelbar  durch  Erbebung  zur  mt^uk  Petpp» 
entscmeden  werden,  da  das  angegebene  Verfahren  nur  auf  der  Vor- 
aussetanng  beruht,  dass  die  Wnrzelausziehung  überhaupt  müg* 
lieh  ist.  .... 


2Ö& 

Beispiele. 
I.  y  XO-hV^+y  10-V/68=^18, ..+»/:«,.  =:l,t+l,l=3=2*. 

I 

Die  Worzelauszieliiing  igt  ulso  unmoglicli. 
IL    ^^41-1-29^^2+1/41— 29j/2=V/82,a+V/— 0,0=  2  =  2a:. 

Ferner  VAI*  —  2Ö?i. ixti-^lzs^m,  «  =  ^«  —  «  =  2. 

Dass  Ulm  1  +  |/^  wirklich  die  V^41-t-29\/2  ist,  zeigt  sich  erst 
dorch  Erhebung  zur  5ten  Potenz. 

^ 

m.  1/231-^.1/53329-1-  »/231  — 1/53329  =  V/461,9 -f-  (/0,1 

=  3,4  +  0,6  =  4  =  2ar. 

s 

Dann  V/ 231  »  —  53329  =  2  =: »,  y =ar» —«=2.  Aber  (2-M/'2)» 
ist  gleich  232 -f- V/^7P2  und  nicht  gleich  231  + 1/ 53329.  ^  Aus 
diesem  letzteren  Binomium  fösst  sich  dso  keine  5te  Wnrzel  ziehen« 


I  t t  , 

IF.  \/9+4V/5H-l/9— 4V^5=V<r8..-f-V/0,-=2,6-f.0=3=^. 


Ferwr  l/»»— 4»  ^5323l:t:?X)  ^s£:j&*'^4s=c5^  «Ml  et  indeft 
sich  wirklich  (^^^^)«  =  9-|-4|/5. 


■t 


S  -.9  t  '       -      -      » 

Y.  )/6-|-V/35H-  i/frT-.V/35=  l/l  1,9+  \/0,l  s;;:2.3rhO,4=:5;3»Är- 

Ferner  V/6^  —  35=:l=;k,  y=\^»  — 4«  =  5.  Es  Met  sicli 
aber  (^^^^^^)«  =9  +  4^/5  und  nicht  =  6  +  V/35. .  Dieser.  Aus- 
^raek  bat  also  keine  Cuhikwiirzel  von  der  gegebenen  Forn«  , 


.  -  > 
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Novi  alicujus  theorematis  arithmetiei  commen-^ 

tatio  analytica. 

Aoctore  . 

Friederico  Arndt 

.  muneris  schol.  Cand.  Gryph.  ' 


NemiDem  fogit,  permultis  ad  coefficientes  bioomiales  spectonti- 
bos  proposUiODibiis  similia  respondere  tbeoremata,  quae  ad  qaanti- 
tatem  bujns  formae 

perlineBt,  ita  iit  Hlas  ex  bis  taBquam  ex  altiori  fönte  dedncere  li* 
ceat,  quo  loco  i»,  A:  sunt  quanta  qoaelibet^ /i  Terö  numerus  integer 
positivus. 

Quum  iffitur  bis  rebus  studerem  quumqüe  intellexissera,  dekoo* 
strationem  theorematis  Lagrangiani  ad  summam  quadratomm  coeffi- 
cientiom  binomialium  pertinentis  non  peti  a  geometris  ex  illa  fonM 
consideranda.N  tale  tbeorema  ex  quo  illud  ipsum  manaret,  statioi  io 
mentem  venit  quaerere.    Quod  quidem  nunc,  in  prompta  est  itaqae 

enunciari  debet: 

l 
•  Designante  mp  quantitatem  supra  commemoratam  9  demonstran- 
dam  nobis  proponimus  ^eqnationem  baue 

i  k  k  k 

k 

.. ..+(— i)«»«i«^"(»-f-«i^VH«i 

nbi  denotat  m  numerum  integrum  positivum  ipso  p  non  majores 
atque  M|,  i»,>  m,,  •  • .  coeflicientes  binomiales  primnm»  aecnndoB) 
tertium,  etc.  nro  exponente  m. 
Primum  facile  patebit  esse 

nnde  manat 

k  k  k 

Deinde  babetur  simili  modo 
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h  h  h 

(« -f- ^)p»l  a?=  («  +  ^);^1  —  ^«  +  2^);9^29 
qiibas  aeqnationibus  com  prima  coUatis  prodit 

•» 
Porro  simili  modo  habetur 

h  h  %  h 

*  h        '  k 

quibns  aegnatioiiibus  com  secunda  eoUatig  prodit 

h  k  h  .  k 

k 

Jam  ex  bis  lex  patebit,  ex  qua  teirmini  sint  coDformati;  ot  vero 
theorema  in  genere  probetur^  assumamus  verom  id  esse  usqne  ad 
limitem  quendam. '  Sit  igitur 

k  *  *  k 

*  k 

eritqae  simili  modo  ut  aotea  • 

k  k  k 

{n-^(m-'\)k\pZ=:i(m-\-  mk)p  —  k{n  -f-  mk)p^i 

k  k  k 

\n'\'{m'^l)k\p^i:=:{n'f'i^k)p^x-7-k{ßt^mk)p^ 
k  k  k 

etc.  etc. 

onde  per  sobstitutiooem 

*  k  *  . 

^  =  (^  +  mk)p  —  t  («»  —  1)  1  + 1  i  ^(«  +  mk)p^x 

k 

H-  {(m  —  1),  -!-(«  —  1),  }^»(»  +  «i^);^ 

-\(m^V),+{m^l)^\k'{n  +  mk)p^ 

+  j(«-l)^  +  («f  — l),}Ar*{lf+lW^)^4 

Juft  vero  est 
TbeU  m.  17 
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(«f  —  l)a  +  («»  —  l)i  =  «i, 

etc. 
quod  facilc  perspicictur,  ergo  crit 

k  it  ^  ^  •  ^  \ 

k  .  vfc. 

Quando  igitur  propositio  VSlet,  si  factoreitf  ipsius  ^  accipias  «»  —  1, 
etiam  valebit,  b\  m  quantitatis  jw  — 1  locö  poDas.    Valet  autem  pro 
/.    2/r,  3Xr,  ideoque.  in  universnin  vera  erit.    /         - , 
Habemus  igitur 

4.    «^  =  (i»  +  ^%  —  in^A!{n  +  mX:)p-i  +  m^k^(n-^tnk)jt-^^... 
ex  quo  sequitür  poneodo  n'4*mk'!ssigi 

5.    (y  —  mU)p'Z=i gp  —  «^1  A?j>— 1 -t-  m^^qp^%^^  • . .  , 

vel  si  — k  scrihas  pro  ^ 

.  -jt  — it  — *  — * 

et  pro  ^=  1 

-   .--1  ■■    -       -l     .   .      -1\     '  '         -1"      .  ;     ^  .     ■    •        > 

•   •   •   •  ~l"  ^''m  ^p—m» 

Quo  loco  ex.  gr.  y;»   designare  ^oefficientem   binomioJein  jt!*»«*" 
pro  exponente  q  perspicuum  ent>  qua  re  indicem  -^  1  dmittamus. 
Quaudf  denique  accipitur  qz=imz=ip  prodibit  aequatio  hacc 

'{^p)pZ=ipp'\'P^  .Pp-i+Pi  ./V-2"*"'  •  -•'^PpPo 

quiimque  ait  Pp=Po  =  h  Pp-l=^P\>  Pp-2=^P^\   etc.  Po==Ppy 
manifesto  habetur 

8.  (2p)p^{Poy+{p,y+{p^)^+(Pky  +  ''+{ppy 

qua  aequatione  exliibetur  tbeorema  Lagrangianum,   de  quo   supra 

sermo  erat.  *     - 

Scrib.  GrypMae  tf .  5.  m.  Äug.  a.  MDCCCXLII. 
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üeber  eine  Eigenschaft  des  Kreises.. 

Von 

dem,  Herausgeber. 


Die  Gleicfaiing  des  Kreit««^  in  ISezug  auf  ein'.fo«li^4>ige8  recbt- 
winkliges  Coordinateosystem  der  .^y  ist  bekaDotlicb,  wenn  r  den 
Halbmesser  bezeichnet  und  a,  6  die  Coordinaten  des  Mittelpunkts 
<ind:  ,  .  -  . 

Wenn  also  jp,,  y, ;  ar^^  y^;  «tr,,  ^, ;  ^«,  f/«  die  Coordinaten 
vier  beliebiger  Punkte  dieses  Kreises  sind,  so  haben  wir  die  viet 
folgenden  Gieichnngen:  * 

J(^,  —  ay  +  (jf ,  —  by  =  r% 

welche  auch  unter  der  folgenden  Form  dargestellt  werden  können: 

3^  J^a*  H-  y»'  -2«^»  -  2^ya  =  r^  —  «'  -^  ^'* 
W,»  +  y,»— 2fl^;r,  —  2%,  =r»  — a*  — ^% 
^%^  +  ^4  '  —  2a^4  —  2^y4  =  r »  —  «*  —  ä». 
Setzen  wir  jetzt  der  Kürze  wegen 

i  /i  =      (^t  —  ^4)y»  +  (^4  —  ^2)y,  +  (^a — ^i)y4» 
^.  j/»  =  —  f  (^4  —  ^i)yi  +  (^i  —  ^a)y4  +  (^1  —  ^4)yi  }7 
J/i  =      {^1  —  ^»3^4  M-  (^a  —  ^4)^1  +  (^4  —  ^1)^3» 

1/4  =  —  i(-^3  —  ^«)yi  +(^1  —  ^i)y3-4»(^i  —  «arjy,}; 
oder,  was  dasselbe  ii»r: 

*  /i  =—  l(yt  —  ^4)^3  +  (j'4-*yt)Är,  +  (y,  '-y,)^4N 
fz  =      (^4  —  Vi  )^i  +  (yi  —  y,)^4  +  (yt  —  y4)-^i» 
/t  =  —  [ (yi  ■-  Vt )Är4  +  (ya  —  y4)^ i  +  (y*  -  y i  )^a  1  > 
/#  =      (y»  —  yi  )^i  +  (ya  —  y.  )^»  -*-  (y  i  —  y.)««'.  ? 

17' 


5) 
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SO  ist,  woTon  man  sich  durch  ganz  einfache  Rechnung  leicht  über- 
zeugen kann: 

'  y  1/1  +  y^/a  +  y%fz  +  y^f^ = 0. 

Multiplicirt  man  also  die  vier  Gleichungen  3)  nach  der  Reihe  mit 
fx^f-itfxif^^  und  oddirt .dieselben  dann  zu  einander,  so  erhält 
man  wegen  der  Gleichungen  6)  auf  der  Stelle  die  Gleichung 

7)  0  =  (Ä?i»-4-y,*)  K^,  — Ä?4)ys4-(^4  — ^«)yt  +  (^a— ^)y4} 
—  (^a  * + y»  *)  }  (^4 — -a^i Vt  +  ('«^i '— -«^i )y4H- (^,  —  AT Jy, } 

+  (ar,»+y,*)  K^i  — ^,)y«+ (^1  —  ^4)^1 +  (^4—^1  )y.l 

oder  auch 

8)  0'=  (ä?i  »  h-  yi »)  {(y,  —  y*?««?,  +  (y4  —  y»)^t  +  (y»  —  y,)««^* } 

—  (^a''  +ya*)  i(y4— yi)^t  +(yi  —  yi)^«  +  (yi  — 'y4)^il 
-f-C^i'+yi*)  t(yi— ya)^4  +  (y»-Ty4)^i  +  (y4— yi)«a?»l 

—  (^4*+y4*)  l(y»  — y«)^i.+(yi— yi)^3+(yi— y»)«a^.j. 

Dies  ist  eine  allgemeine  Relation  zwischen  den  rechtwinkligen  Co- 
ordinaten  vier  in  einem  Kreise  liegender  Punkte. 

Um  nun  die  geometriscbe  Bedeutung  der  in  dieser  Relation 
vorkommenden  Grössen  zu  ek-forschen,  wollen  wir  jetzt  die  vier  in 
dem  Kreise  liegenden  Punkte,  deren  rechtwinklige  Coordinaten 
^1,  ^li  ^»»  y»r^s5  yi5  ««^4»  y4  siud»  respective  durch  ^,,  A^^ 
^s9  ^49  ^^°  Anfang  der  Coordinaten  aber  durch  O  bezeichnen. 
^^Dann  ist  zuvörderst  bekanntlich 

Ferner  wollen  wir  die  übrigens  schon  oft  behandelte  Aufgabe:  die 
Fläche  eines  Dreiecks  durch  die  rechtwinkligen  Coordinaten  seiner 
Spitzen  auszudrücken,  vollständig  auflösen,  weil  wir  bei  derselben 
über  das  Vorzeichen  des  Ausdrucks,  den  man  für  die  Fläche  des 
Dreiecks  gewöhnlich  zu  geben  pflegt,  eine  Bemerkung  zu  machen 
haben,  welche,  wie. es  uns  scheint,  sehr  mit  Unrecht  nicht  immer 
gehörig  hervorgehoben  wird. 

Die  Spitzen  des  Dreiecks,  dessen  gesuchten  Flächeninhalt  wir 
durch  ^  bezeichnen  wollen,  seien  Ä^^  A^^  A,,  und  o^i,  y^; 
^39  ^2^  ^S9  t/i  seien  deren  Coordinaten  in  Bezug  auf  ein  beliebi- 
ges rechtwinkliges  Coordioatensystem  der  a:^/».  Offenbar»  wird 
man  immer  ein  dem  primitiven  Systeme  der  a:y»  paralleles  Coordi- 


werden .  mögen ,,  sämmtlicb  positiv  sind.     Betrachten  wir  nun  /  fiir 
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jetxt  imiiier  dieses  letztere  Coordioatensystein  in's  Auge  fassend, 
saerst  deo  Fall,  wenn  der  Punkt  J^  zwischen  den  Ordinateo  der 
beiden  Punkte  j4^  und  ^,^  liegt,  so  können  in  diesem  ersten 
Bauptfalle  offenbar  bloss  die  vier  verschiedenen,  in  Ta£  IV.  Fig.  5. 
darjg^es^ellten  Nebenfälle  Statt  finden.  In  dem  ersten  dieser  vier 
Fälle  ist,  wie  sogleich  erhellen  wird, 

-h(^'.-^,)(y',+y',) 

In  dem  zweiten  Falle  ist,  wie  eben  so  leicht  erhellet^ 

2:\  =  -(^,-.^,)(y'.-*-y',) 

—  (a/,-;r',)  (y'.  +  y'J 
lo  dem  dritten  Falle  ist  uof  äholicbe  Weise 

2A=     (^.-^.){y'.  +  y',) 

-h(a:',-^.)(y',-hy',) 
+  {a:'.-:r',)(y'.+y'.) 

=  —  l(^.  —  ^tWx  +  (^.  —  ^i^.  +  (^x  —  ^xWt  t- 

Endlich  ist  in  dem  vierten  der  in  der  Figur  dargestellten  Fälle 

2A  =  -(a/.-*',)(y',-4-y',) 
.       -(^,-^.')  (y'.-t-y',) 

Folglich  ist  überhaupt 

2A = =F  K^.  -  ^,)y'.  -4-  (^.  -  ^.V, + {^.  -  ^.)j^.  I. 

wo  im  ersten  und  dritten  Falle  das  obere,  im  zweiten  und  vierten 
Falle  das  untere  Zeichen  genommen  werden  muss;  d.  h.,  wie  leicht 
in  die  Augen  fällt,  man  muss  das  obere  oder  untere  Zeichen  neb-  . 
men,  jenachdem.  man  sich,  um  von  dem  Punkte  A^  durch  den 
Punkt  A^  zu  dem  Punkte  A^  zu  gelangen,  nach  derselben  Rich- 
tung, nach  welcher  man  sich  bewegen  muss,  um  von  dem  positiven 
Theile  der  Axe  der  a:  durch  den  rechten  Winkel  (wy)  hindurch  zu 
dem  positiven  Theile  der  Axe  der  y  zu  gelangen,  oder  nach  der 
entgegen  ireäetzten  Richtung  hin  bewegen  muss.  Wenn  der  Punkt 
A^  zwischen  den  Ordinalen  der  Punkte  A^  und  ^,  liegt,  so  ist 
nach  dem  Vorhergehenden^  indem  man  die  Coordinaten  der  Punkte 
A^  und  A^  gegeneinander  vertauscht, 

2A = =F  l(^.  -  *'.y .  +  (^.  ~  *'.  Wt  -H  (f.  -  ^.v.  I 

oder,  was  dasselbe  ist, 


^ 
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Wo  das  obere  «xler  untere  Zeicben  zu  neboieii  Mt,  jenaefadem  mab 
sich,  um  von  dem  Punkte  A^  durch  den  Punkt  A^  %u  dem  Punkte 
A^  zu  gelangeb,  nach  derselben  Richtung,  nach  welcher  man  sich 
bewegen  muss,  um  von  dem  positiven  Theile  der  Axe  der  ^  dnrch 
den  rechten  Winkel  (jcy)  hindurch  zu  dem  poaiti^en  Theile  der 
Axe  der  y  zu  gelangen,  oder  nach  der  «ntgegengettetzien  Ricbtuoff 
hin '  bewegen  muss.  Weil  nun  aber  die  Ricli^og^  von  A^  durch 
A^  zu  A,^  der  Richtung  von  A^  durch  A^  zwA^  offenbar  entge- 
gengesetzt ist,  so  ist  augenscheinlich 

wenu,  man  nur  das  obere  oder  untere 'Zeichen  nimmt,  fenachdeoi 
man  sich,  um  von  dem  Punkte  A^  durch  den  Punkt  A^  zu  dem 
Punkte  Jf,  zu  gelangen,  nach  derselben  Richtung,  nach  welcher 
man  sich  bewegeu  muss,  um  von  dem  positifea  Tbeile  der  Axe 
der  07  durch  den  rechten  Winkel  {a:y)  biddurcb  zu  dem  positiven 
Theile  der  Axe  der  y  zu  gelangen,  oder  nach  der  entgegengesetz- 
ten Richtung  hin  bewegen  muss.  Wenn  endlich  der  Punkt.  Ai 
zwischen  den  Ordinaten  der  Punkte'^,  und  ^,  liegt,  äo  ist  nach 
dem  ersten  der  beiden  -  vorhergehenden  Fälle,  wenn  man  für  x',, 
3^1 ;  ^41  y'a?  ^\j  yft  respective  ^r',,  y,;  ^„  y,;  ^,,  5/,  setzt; 
offenbar   , 

2A = =F  K^,  ~  ^tl^s  +  (^.  -  ^'.)y',  H- (^.  —  ^.)y'. } 

oder,  was  dasselbe  ist; 

WO  das  obere  oder  untere  Zeichen  genommen  werden  muss,  jenacb- 
dem  man  sich,  um  von  dem  Punkte  A^  durch  den  Punkt  A^  zo 
dem  Punkte  A^  zu  gelai^^en^  dfcb  derselbe»  Richtung,  nach  wel- 
cher man  sich  bewegen  muss,  um  von  dem  positiven  Tbeile  der  Axe 
der  a:  durch  den  rechten  Witikel  (a:y)  hindurch  zu  dem'  positiven* 
Theile  der  Axe  der  y  zu  gelang^u,  odeir  nach  der  entgegengesetz- 
ten Richtung  hinbewegc^n  muss.  Weil  nun  aber  die  Richtung  von 
A^  d^rch  A^  zu  A^  offenbar  mit  der  Richtung  you'A^  durcn  Aj 
zu  A^  völlig  einerlei  ist,  so  ist  , 

> 

und  in,  dieser  Gleichung  das  obere  oder  untere  Zeichea  zu  neh* 
^meo,  jenaehdem  m^iu  sich,  um  von  ^  dem  Punkte  A^  durCh  den 
Punkt  A^  zu  dem  punkte  A^  zu  gelangen,  nach  derselben  Rich- 
tung, nach  welcher  man  sieb  bewegen  muss,  um  von  dem  positiven 
Theile  der  Axe  der  a;  flurch  den  rechten  Winkel  (^y)  bindurcb 
SU  dem  positiven  Theile  der  Axe  der  y  zu  gelangen,  o^^r  nach 
der  entgegengesetzten  Richtung  hin  bewegen  muss^ 

Nehmen  wir  nun  alles  Vorhergehende  zusammen,  so  ist  in  völ- 
liger Allgemeinheit 

wenn  man  nur  in  dieser  Gleichuffg  das r obere  oder  upture -Zeichen^ 
nimmt,  jenaehdem    man  sich,    um  von  dem  Punkte  Ai  durch  den' 
Punkt  Ji^  zu  dem  Punkte  A,  zu   gelangen,   nach  derselben  Rich- 
tung, nach  welcher  man  sich  bewegen  mus»,  um  von  dem  positiven 
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Thcile  dw  Axe  4er  a:  durch  de«  recbten  WtaÄel  i^^  hiodureb  za 
dem  positiven  Tbeile  der  Aze  der  y  zu  gelangen,  oder  nach  der 
entgegengesetzten  Richtung  hin  bewegen  inuss. 

Bezeichnen  wir  j^zt  die  Coordinaten  des  A^ftmgspuoktes  des 
secundären  Systems  der,  a/f/  in  Bezoff  auf  das  primitive  System 
der  a:p  durch  a,  6^  so  ist  nach  der  Lehre  von  der  Verwandlung 
der  C^ordinaten  bekanntlich  in  völliger  Ailgeoreitibefit 

oder 

und  folglich 

^1=^1 — »»y'i  =  yi— ^; 

^,  ii=  Ä?,  —  a,  y*,  =  y,  —  Ä. 
Also  ist  nach  der  vorher  gefundenen  Gleichung  . 

+  ((ä?, —«)•-.  (^,  —  »)J  (y,  —  Ä) 
oder    •  .  • 

nnd  folglich,  weil- 

'also  auch  ' 

isti  in  völliger  Allgemeinheit 

wo  man  das  obere  oclfBr  untere  Zeichen  zu.  nehmen  hat,  ienacbdem 
man  sich  ^  um  von  dem  Punkte  ^i  durch  den  Punkt,  ^^  zu  dem 
Punkte  JL  zu  gelangen,,  nach  derselben  Richtung,  nach  welcher 
man  sich  be^egeii  Hiuss,,  um  von  dem  positiven  Th^le-  der  Axe  der 
ar  unrch  den  rechte«  Winkel  {xy\  hiuditreh  zu  dem  positivton.Theile 
der  Axe  der  ^  zu  {geUngen,  od^  «ach  der  entgegengesetzte«  Rioh* 
tttng  hin  bewegea  mittSi    > 

Kehren  wir  nun  wieder  z^  dem  oben  betrachteten  Falle,  wenn 
die  vier  Punkte^,,  ^„-^,,^;  in  einem  Kreree  fieg^n,  zurück,  und 
nehmen  an^  dass  dieselben  in  dem  Kreise  nach  der  OrdouDg  der 
Zahlen  1,  %  3,  4  auf  einander  folgen,  so  sind,  weil  keiner  dieser 
Punkte  innerhalb  des  durch  die  drei  andern  bestimmten  Dreiecks 
liegt, ^offenbar  die  Richtungen,  nach  denen  man  sich  bewegen  muss, 
um  von  A^  durch  A^  zu  ^,,  von  A^  durch  A^  zu  A^^  von  A^ 
durch  A^  zu  -^,,  von  A^  durch  A^  zu  A^  zu  gelangen,  nichl  von 
einander  verschieden,  und  nach  9)  ist  folglich  mit  Beziehung 
der  ohern  and  untern  Zeichen  auf  einander  jederzeit 


/ 
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WO  das  obere  oder  untere  Zeicben  zu  nelioieii  wt,  Jenaeltdein  maii 
sich,  um  von  dem  Punkte  Ai  durch  den  Punkt  ui^  su  dem  Punkte 
^3  zu  gelangeb,  nath  derselben  Richtung,  nach  welcher  ma.n  sich 
bewegen  muss,  um  von  dem  positiven  Theile  der  Axe  der  ^  durch 
den  rechten  Winkel  (a:y)  hindurch  zu  dem  positiven  Theiie  der 
Axe  der  y  zu  gelangen,  oder  nach  der  «ut^egeogenetzteu  Richtung 
hin '  bewegen  muss.  .Weil  nun,  aber  die  Ridi^ng  von  Jt^  durch 
A^  zu  At^  der  Richtung  von  A^  durch  A^  zvl'A^  oftenbar  entge- 
gengesetzt ist,  so  ist  augenscheinlich 

wenu,  man  nur  das  obere  oder  untere 'Zeichen  nimmt,  fenadideai 
man  sich,  um  von  dem  Punkte  A^  durch  den  Punkt  A^  zu  dem 
Punkte  A^  zu  gelangen,  nach  derselben  Richtung,  nach  welcher 
man  sich  bewegeu  muss,  um  von  dem  positifea  Tbeile  der  Axe 
der  07  durch  den  rechten  Winkel  {a:y)  biddurcb  zu  dem  positiven 
Theile  der  Axe  der  iy  zu  gelangen,  oder  nach  der  entgegengesetz- 
ten Richtung  hin  bewegen  muss.  Wenn  endlich  der  Punkt.  Ai 
zwischen  den  Ordinaten  der  Punkte'^,  und  ^,  liegt,  do  ist  nach 
dem  ersten  der  beiden  •  vorhergehenden  Fälle,  wenn  man  für  x',, 
^i;  ^'a?  y'»;  ^'t>  ^a  respective  ^r',,  y'^i  ^,,  y.j  ^,,  t/^  setzt, 
offenbar   , 

oder,  was  dasselbe,  ist; 

WO  das  obere  oder  untere  Zeichen  genommen  werden  muss,  jenach- 
dem  man  sich,  um  von  dem  Punkte  A2  durch  den  Punkt  A,  zo 
dem  Punkte  A^  z^u  ge{ai^^et)^  i^cb- d^selbe«  Richtung,  nach  wel- 
cher man  sich  bevpegen  muss,  um  von.  dem  positiven  Tbeile  der  Axe 
der  07  durch  den  rechten  Witikel  {o;y)  hindurch  zu  dem'  positiven* 
Theile  der  Axe  der  y  zu  gelang^n^  oder  nach  der  entgegengesetz- 
ten Riclituoff  hinbewegc^n  muss.  Weil  nun  aber  die  Ricutung  von, 
A^  d^rch  A^  zu  A^  '  offenbar  mit  der  Richtung  von  'A^  durcn  A^ 
zu  A^  völlig  einerlei  ist,  so  ist  '  •  ^ 

und  in.  dieser  Gleichung  das  obere  oder  untere  Zeichen  zu  ndi- 
men,  jenaehdem  m^n  sich,  um  von  ^  dem  Punkte  A^  ^urth.  den 
Punkt  A^  zu  dem  Punk t€^  A^  zu  gelangen,  nach  derselben  Rich- 
tung, nach  welcher  mun  sich  bewegen  mussjjim  von  dem  positivea 
Theile  der  Axe  der  .r  flurcb  den  rechten  Winkel  {a;y)  hindurch 
SU  dem  positiven  Tbeile  der  Axe  der  y  zu  gelangen,  oder  nach 
der  entgegengesetzten  Richtung  bin  bewegen  muss^ 

Nehmen  wir  nun  alles  Vorhergehende  zusammen,  so  ist  in  völ- 
liger Allgemeinheit  ^ 

2A  =  =F  {(^'.  -  ^.^i  +  (^.  -  ^' Jy'.  +  (^'1  -  ^.Ws  U 

wenn  man  nur  in  dieser  Gleichutfg.dus rubere  oder  upture  Zeichen^ 
nimmt,  jenaehdem    man   sich,    um  von  dem  Punkte  Ai  durch  den* 
Punkt  Jl^  zu  dem  Punkte  A^  zu   gelangen,   nach  derselben  Rich- 
tuug,  nach  welcher  man  sich  bewegeä  mus»,  um  von  dem  positiven 
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Heber  eine  Eigenschaft  des  Kreises.. 

Von 

dem,  H6raa9geber. 


Die  GleieboDg  des  Kreitt«^  in  ISezug  auf  e\uMkhigeß  recht- 
winkliges  CoordiDatensystem  der  .^ry  ist  bekaDotlich,  wenn  r  den 
Halbmesser  bezeichnet  und  a,  6  die  Coordinaten  des  Mittelpunkts 

«ind:  ,  . 

1)  (^-<»)^Hr(y^ *)»  =  #•». 

Wenn  also  jp,,  y, ;  ar^^  y^y  ^d  ^s?  ^«i  I/4  ^^^  Coordinaten 
Tier  beliebiger  Punkte  dieses  Kreises  sind,  so  haben  wir  die  viet 
folgenden  ^eichongen:  * 


2) 


l(^,-Ä)^+(y.-^)^=r^ 


3) 


welche  auch  unter  der  folgeodeo  Form  dargestellt  werden  können: 

OTi  *  -tr  yi  *  —  ^aoTg  —  2Äyj,  z=3  r*  -r-  «*  —  ä*,     ^ 

lor^*  +  y,»  —  2a^a  —  2^,  =  r'»  —  «*  —  ^% 

l^,*+y,*— 2^;r,  — 2%,  =r*— a*  — ^*, 

•^^4'' +  ^4  *  —  ^-«^4  —  ^^^4  =  ^* -- «*  —  ^'• 
Setzen  wir  jetzt  der  Kürze  wegen 

/i  =        i^t  —  ^4)y»  +  (^4  —  ^2)^1  +  (-«^a  —  ^1)^45 

1/2  =  —  }(^4  —  ^i)ya  +  i^i  —  ^z)yk  +  (^.  —  -«^4)^1  }7 
/#  =  —  i(-^2  —  ^thi  +  (^1  —  ^1  )y%  -*•  (^i  —  ^»)y« } ; 

oder,  was  dasselbe  ist : 

( /i  ==  —  Uyt  —  y4)^i  +  (^4  -*  yt)«8  •+•  (^2  —  yt)^4U 
I A  =      (^4  -^  yi  )^j  +  (yi  —  y3)-^4  +  (ys  —  y4)-^i» 
/« =  —  }(yi  —  ya)^4  +  (ya  —  y4)^i  +  (^4  - yi)^al> 
/« =      (y»  —  yi  )^i  +  (y.  —  yi  )-»2  -*-  (y .  —  y»)^i  5 

17' 


4) 


5) 
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WO  das  obere  «xler  untere  Zeicben  zu  neboieii  kit,  jenaefadem  maii 
sich,  am  von  dem  Punkte  A^  durch  den  Punkt  A^  su  dem  Punkte 
A^  zu  gelangeb,  nach  derselben  Richtung,  nach  welcher  man  sieh 
bewegen  muss,  um  von  dem  positiven  Theile  der  Axe  der  a:  durch 
den  rechten  Winkel  (iOpy)  hindurch  zu  dem  positi^ren  Theile  der 
Axe  der  y  zu  gelangen,  oder  nach  der  «nt^egengesetzten  Richtung 
hin '  bewegen  muss.  Weil  nun.  aber  die  Ricli^ng  von  A^  durch 
A^  zu  A,^  der  Richtung  von  A^  durch  A^  zn'A^  offenbar  entge- 
gengesetzt ist,  so  ist  augenscheinlich 

2A  =  =F  i(^V- ^r^.yi  +  (*',  -^i)y'.  +  (^i  -  ^aV, !, 

wenn,  man  nur  das  obere  oder  untere 'Zeichen  nimmt,  fenachdeoi 
man  sich,  um  von  dem  Punkte  A^  durch  den  Punkt  A^  zu  dem 
Punkte  A^  zu  gelangen,  nach  derselben  Richtung,  nach  welcher 
man  sich  bewegen  muss,  um  von-  dem  positifea  Theile  der  Axe 
der  07  durch  den  rechten  Winkel  {a:y)  hiddurch  zu  dem  positiven 
Theile  der  Axe  der  y  zu  gelangen,  oder  nach  der  entgegengesetz- 
ten Richtung  hin  bewegen  muss.  Wenn  endlich  der  Punkt  A^ 
zwischen  den  Ordinaten  der  Punkte'^,  und  ^,  liegt,  do  ist  nach 
dem  ersten  d^er  beiden  *  vorhergehenden  Fälle,  wenn  man  für  x'i, 
3^1;  ^'49  y'»;  ^\j  yfx  respective  ^r',,  rf^\  a/ ^,  yf ^\  ^,,  y,  setzt, 
offenbar  , 

oder,  was  dasselbe  ist; 

WO  das  obere  oder  untere  Zeichen  genommen  werden  muss,  jenach- 
dem  man  sich,  um  von  dem  Punkte  A^  durch  den  Punkt  A,  zo 
dem  Punkte  Aj  z^u  gelai^^etiy  Afcb  d^selbe«  Richtung,  nach  wel- 
cher man  sich  bewegen  muss,  um  von.  dem  positiven  Theile  der  Axe 
der  a:  durch  den  rechten  Wrtikel  {jpy)  hindurch  zu  dem'  positiven* 
Theile  der  Axe  der  y  zu  gelang^n^j  oder  nach  der  entgegengesetz- 
ten Richtung  hinbewegc^n  muss.  Weil  nun  aber  die  Ricbtung  von 
A^  d^rch  Jf^  zu  A^  'offenbar  mit  der  Richtung  von  '^^  durcn  A» 
zu  A^  völlig  einerlei  ist,  so  ist  *  •  ^ 

und  in.  dieser  Gleichung  das  obere  oder  untere  Zeichen  zu  nen* 
*men,  jenachdem  m^u  sich,  um  von  dem  Punkte  A^  durth  den 
Punkte,  zu  dem  punkte  ^,  zu  gelangen,  nach  derselben  Rieh' 
tung,  nach  welcher  man  siqb  bew.egen  muss,  um  von  dem  positiven 
Theile  der  Axe  der  a;  flurcb  den  rechten  Winkel  {a;y)  hindurch 
SU  dem  positiven  Theile  der  Axe  der  y  zu  gelangen,  o4^r  nach 
der  entgegengesetzten  Richtung  bin  bewegen  muss^ 

Nebmen  wir  niin  alles  Vornergehende  zusammen,  so  ist  in  völ- 
liger Allgemeinheit  » 

2A ==F  {(^,  -  ^.)y,  +  (^'.  -  ^'Jy'.  +  (^'1  -  ^.ly«  I' 

wenn  man  nur  in  dieser  Gleicbutfg.dliS' obere  oder  unti|re -Zeichen^ 
nimmt,  jenachdem    man   sich,    um  von  dem  Punkte  Ai  durch  den* 
Punkt  A^  zu  dem  Punkte  A^  zu   gelangen,   nach  derselben  Rich- 
tuug,  nach  welcher  man  sich  bewegen  mus»,  um  von  dem  positiven 
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jetzt  inmer  dieses  letztere  Coordioatensystem  in's  Auge  fassend, 
saerst  den  Fall,  weDn  der  Punkt  ^,  zwischen  den  Ordinaten  der 
beiden  Punkte  ^,  und  A^  ^  liegt,  so  können  in  diesem  ersten 
Hanptfalle  offenbar  bloss  die  vier  versebiedenen,  in  Ta£  IV.  Fig.  5. 
dai^»^llten  Nebenfälle  Statt  finden,  in  dem  eisten  dieser  vier 
Fälle  ist,  wie  sogleich  erbellen  wird, 

?A=     (^.-^,)(y'.-*-y',) 

+  (a:',-a:',)(y',+y',) 
-f-(^.-;r',)(y'.  +  y'.) 

t 

In  dem  zweiten  Falle  ist,  wie  eben  so  leicht  erhellet, 

-(^,  — a:'.)  (y'.  +  y',) 

—  (*',-^,)  (y'.  +  y'J 
Ib  dem  dritten  Falle  ist  aof  ähnlicbe  Weise 

2A=     (^.-^,)(y'.-l-y',) 

-i-(ar',-^.)(y',-i-y'.) 
+  (^,-:r'.)(y',-|-y'.) 

Endlich  ist  in  dem  vierten  der  in  der  Figur  dargestellten  Fälle 

-(^,-0  (y'a  +  y'.) 
^(^.~^,)  (y'.-hy'i) 

Polglich  ist  überhaupt 

wo  im  ersten  und  dritten  Falle  das  obere,  im  zweiten  und  vierten 
Falle  das  untere  Zeichen  genommen  werden  muss;  d.  h.,  wie  leicht 
in  die  Augen  fällt,  man  muss  das  obere  oder  untere  Zeichen  neb-  . 
aen,  jenachdem.  man  sich,  um  von  dem  Punkte  A^  dnrch  den 
Punkt  A^  zu  dem  Punkte  A^  zu  gelangen,  nach  derselben  Rich- 
tno^,  nach  welcher  man  sich  bewegen  muss,  um  von  dem  positiven 
Tbeile  der  Axe  der  a:  dnrch  den  rechten  Winkel  (oey)  hindurch  zu 
dem  positiven  Theile  der  Axe  der  y  zu  gelangen,  oder  nach  der 
entgegengesetzten  Richtung  hin  bewegen  muss.  Wenn  der  Punkt 
^s  zwischen  den  Ordinaten  der  Punkte  Ay  und  ^,  liegt,  so  ist 
*  nach  dem  Vorhergehenden,  indem  man  die  Coordinaten  der  Punkte 
A%  und  A^  gegeneinander  vertauscht, 

oder,  was  dasselbe  ist, 
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WO  das  obere  (»der  untere  Zeichen  zu  nebnen  ist,  jenacbdem  maii 
sieb,  um  von  dem  Punkte  A^  durch  den  Punkt  A^  zu  dem  Punkte 
A^  zu  gelangeb,  nach  derselben  Richtung,  nach  welcher  man  sieb 
bewegen  muss,  um  von  dem  positiven  Theile  der  Axe  der  a:  darch 
den  rechten  Winkel  (a:y)  hindurch  zu  dem  positiven  Theiie  der 
Axe  der  y  zu  gelangen,  oder  nach  der  «ntgegengeaetzlen  Richtunt^ 
hin '  bewegen  muss.  Weil  nun  aher  die  Ridi^ng  von  A^  durch 
A^  zu  ^1,  der  Richtung  von  A^  durch  A^  zvl'A^  offenbar  entge- 
gengesetzt ist,  so  ist  augenscheinlich 

2A  =  =Fr(^V-^.)y'i-*-(j^,-^i)y'.-*-(^i,--^.)y.!, 

wenn,  man  nur  das  obere  oder  untere  Zeichen  nimmt,  ;j«nacbdem 
man  sich,  um  von  dem  Punkte  A^^  durch  den  Punkt  A^  zu  dem 
Punkte  A^  zu  gelangen,  nach  derselben  Ricbtnng,  nach  welcher 
man  sich  bewegen  muss,  um  von  dem  positiven  Theile  der  Axe 
der  ^  durch  den  rechten  Winkel  (a:y)  hiddurch  zu  dem  positiven 
Theile  der  Axe  der  y  zu  gelangen,  oder  nach  der  entgegengesetz- 
ten Richtung  hin  bewegen  muss.  Wenn  endlich  der  Punkt.  ^, 
zwischen  den  Ordinaten  der  Punkte'^,  und  ^,  liegt,  do  ist  nach 
dem  ersten  d^er  beiden  -  vorhergehenden  Fälle,  wenn  man  für  ^^ 
y*!;  ^'a,  y»;  ^\>  y't  respective  a/^,,  y,;  ^„  y,;  or',,  y^  setzt, 
offenbar   . 

2A = qp  l(^.  -  ^.y. + (^.  -  ^.ly'.  H- (*'«--*'.  h^. ! 

oder,  was  dasselbe  istj 

WO  das  obere  oder  untere  Zeichen  genommen  werden  muss,  jenach- 
dem  man  sich,  um  von  dem  Punkte  A^  durch  den  Punkt  A^  zu 
dem  Punkte  ^^  zu  gelangen,  nach  d^rselben^  Richtung,  nach  wel- 
cher man  sich  beweg-en  muss,  um  von  dem  positiven  Tbeile  der  Axe 
der  a:  durch  den  rechten  Witikel  {a:y)  hindurch  zu  dem'' positiven* 
Theile  der  Axe  der  y  zu  gelangen,  oder  nach  der  entgegengesetz- 
ten Rieh  tu  Off  hinbewegc^n  muss.  Weil  nun  aber  die  Richtung  von 
A^  dMrch  A^  zu  A^  '  offenbar  mit  der  Richtung  von  '^,  durcn  A^ 
zu  A^  völlig  einerlei  ist,  so  ist 

und  in.  dieser  Gleichung  das  obere  oder  untere  Zeichen  zu  aeh- 
^meo,  jenachdem  mnu  sich,  um  von  dem  Punkte  A^  durth  dea 
Punkt  A^  zu  dem  punkte  A^  zu  gelangen,  nach  derselben  Rich- 
tung, nach  welcher  man  sich  bewegen  musSjUm  von  dem  positiven 
Theile  der  Axe  der  a;  durch  den  rechten  Winkel  (scy)  hindurch 
BU  dem  positiven  Theile  der  Axe  der  y  zu  gelangen,  oder  nach 
der  entgegengesetzten  Richtung  hin  bewegen  muss.- 

Nehmen  wir  nun  alles  Vorhergehende  zusammen,  so  ist  in  völ- 
liger Allgemeinheit 

2A = qp  {(^.  -  ^,)y'.  +  (^.  -  ^\W^  +  (^'i  -  ^^)t/^  l 

wenn  man  nur  in  dieser  Gleichuitg  das  obere  oder  untere -Zeichen 
nimmt,  jenachdem    man   sich,    um  von  dem  Punkte  A^  durch  den* 
Punkt  A^  zu  dem  Punkte  A^  zu   gelangen,   nach  derselben  Rich- 
tuiig,  nach  welcher  man  sich  bewegen  muss,  un  von  dem  positiven 
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Tbefle  d%r  Ase  nler  a:  durch  deii  rechton  Wiakel  i^f^  hiodureb  zo 
dem  positiven  Tbeile  der  Axe  der  y  zn  gelangen,  oder  nach  der 
entgegenp^esetzten  Richtung  hin  bewegen  muss. 

Bezeichnen  wir  jetzt  die  Ceordinaten  des  A^ftingspnqktes  des 
secundären  Systems  der.  ^y'  in  Bezuff  auf  des  pcimitive  Sj8t;eni 
der  a:y  durch  0,  ^;  sb  ist  nach  der  Lehre  von  der  Verwandlung 
der  Coordinaten  bekanntlich  in  völliger  Allgeneifelheit 

oder    • 

und  folglich 

ä',  =  ^,  —  Ä,  y,  =  y,  —  Ä; 

Also  ist  nach  der  vorher  gefundenen  Gleichung  _ 

2A  =  =F{I(ar,-ii)'~(^,-«)l  (y.-^)^ 

+ 1(^.  —  «)  —  (^^  —  «)1  (y.  — ^)| 
+  ((ät,  —  a)  —  (or,  —  »)1  (y,  —  *) 

oder    •  .  * 

und  folglich,  weil- 

also  auch  * 

is^  in  völliger  Allgemeinheit 

9)  2A  ==F  K-^j  -^>.)3^i  +  (^1  —  ^i)ff2  +  C^i  —  '«^»)y.J> 
wo  man  das  obere  'o<Ter  nnt'tere  Zeichen  zu,  nebmen  hat,  jenachdem 
BSAisicb,  um  von  dem  Punktet,  durch  den  Fun k<^  4^9  zu  dem 
hokte  JL  zu  gelangen,,  nach  derselben  Richtung,  nach  welcher 
«ID  sich  Jne^^eii  pu^,  um  von  dem  positiven  Th?üle^  der  Axe  der 
«durch  den  rechte«  Wiitkel  (a^y)  faiudiireh  fen  dem  (lOsitivlbn. Tbeile 
der  Axe  der  y  zn ;  gelangen,  od^  nech  der  eotge^eiigeselzten  Rieh* 
tMg  hin  bevregen  mnes;    •  '. 

Kehren  wfr  nnn  wieder  z^  dem  Dben  betrachteten  Falle,  wenn 
«lievier  Punkte^,,  ^„^,,  ^;  in  einem  Kreise  fiegen,  zurück,  und 
Behmen  an^  dass  dieselben  in  dem  Kreise  nach  der  Ordnung*  der 
Zahlen  1,  2,  3,  4  ^uf  einander  folgen,  so  sind,  weil  keiner  dieser 
Punkte  innerhalb  des  durch  die  drei  andern  bestimmten  Dreiecks 
liegt, ^offenbar  die  Richtungen/ nacfi  denen  man  sich  bewegen  muss, 
'»»  von  -4,  durch  A^  «u  ^,,  von  -4»  durch  ^,  zu  -^4,  von  -^, 
'Ijtfcb  J^  zu  ^,,  von  ^4  durch  ^,  zu  ji^  zu  gelangen,  nicht  von 
einander  verschieden,  und  nach  9)  ist  folglich  mit  Beziehung 
der  ehern  u^nd  untern  Zeichen  auf  einander  jederzeit 
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Also  istrnaeh  7)  jedeneit 

0  =  =1=  ^ j  Ö»  .  ^A^Aj,A^ 
z±:A^O^.i^J.A\A^ 

dzA^O^.dJ^A^Aty 
nna  folglich  immer 

Ot=      A,0*  .  j^A^A^A^ 
^A^O^.i^A.A^A, 

-^A.O^.i^A^A.A^ 
^A^O*  .^A^A^A^. 

Weil  der  Anfang  0  der  Coordinaten  natürlich  ganz  willkobr- 
lieh  ist,  so  erffiebt  sich  aus  dem  Torher^henden  unmittelbar 
der  folgende  nicht  uninteressante  Satz  vom  Ekreise: 

Wenn  A^y  A^^  A^^  A^  vier  beliebige  Punkte. eines 
Kreises  sind,  die  auf  dem  Kreise  nach  der  Ordnung  der 
Zahlen  1>  2,  3,  4'  auf  einander  folgen,  so  ist  fir  jeden 
Punkt  0  in  der  Eb^ne  dieses  Kreises 

0=      A,O^.^A^A,A^ 

•       -^A^O*  .[^A^A^A^ 

+  A^0*  .i^A^A^A^ 

—  A^O*.^,A^J^ 

oder 

A^  0*  .  ^A^A^A^  +  A^0*  .  ^A^A^A^ 

=  A^0*.  ^A^A^A^-^A^O^ .  ^A^A^A^. 

Anmerkung.  Nachdem  dieser  Aufsatz  ausgearbeitet  und  zum  Druck 
abgeschickt  war>  fand  ich,  dass  Herr  Dr.  Luchcerhalsd  densdben  Satz 
vom  Kreise  gefunden  und  in  Crelle^s  Journal.  B.  XXIH.  H.  h.  mit^e- 
theilt,  auch  anf  die  Kugel  erweitert  hat.  Wegen  der  anderweitigen  in  die- 
sem Auftatze  enthaltenen  Bemerkungen,  und  weO  der  vorstehende  Saa 
vom  Kreise  jedenfalls  weiter  b^annt  lu  werden  verdient,  wollte  ich  aber 
diesen  Aufsati  nicht  unterdrücken,  wk  ich  sonst  gethan  haben  wurde.  Na- 
turlich gebührt  Herrn  Dr.  Luchterhand  die  Prioatit  der  Erfindung. 
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üeber  einen  Reihenausdrack  fttr  den  Umfang 

der  Ellipse.    , 

Von 

Herrn  R,  Hoppe 

Candiditen  des  hohern  Sehulamtsza  Crreiüiwald.  . 


Gewöbnlicli  wird  der  ümfaDg  einer  Ellipse  darcb  folgeiide  mi- 
endlicbe  Reihe  dargestellt: 

^=^^  — ^J^,(     2.4.6.. .21»     ^     21»- 1' 


wo  die  grosse  Halbaxe  =1>  die  Excentricität  :=:  €  gesetzt  ist    Er 
lässt  sich  jedoch  in  eine  weit  schneller  convergirende  Reihe  ent- 


wickeln. 
Ist 


die  Gleichung  der  Ellipse,  und  setzt  man 


~  =  cos  sp; 


«^  • 


so  ist  4-r=:sin  9,  und  man  hat 

^=:-a  sin  y;  ^  =  ^  cos  ,y. 
Nennt  man  s  den  zagehörigen  Ellipsenhogen,  so  ist 


=  Via'(l—  CO»,  29))  +  i*'(l  +  CO8  58j)) 
=  Viia*  •+■  Ä»)  —  K«»  —  *»)  cos  29 


Nut  ist  der  ganze  Umfang  der  Ellipse 
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•  u  >— 1  ft—n—l 


—     1,2    *  —  1.2 n 

Dorcli  diesen  Werth  von  a^  werden  aber  die  mit  af*'  mnltiplizirten 
Glieder  nicht  identisch ;  es  mnss  daher  im  Uehrigen-  sein 


oder 


mfna^  +  {l+a:)   '^=fAanaf*'^fAlln 


(l  +  ^)-3^— f»Ä»  =  (^  — «ja,,^. 


Um  ans  dieser  Differenzialgleichnng  Rn  zn  findeii,  sei 

wo  V  eine  noch  2u  bestimmende  Funktion  von  jc  ist  Die  Diffe- 
renzialgleichnng  wird  jetzt  folgende. 

(i*  -  »KKH-  :vyMi  £ + Ml + aryy  -  Kl + ^yyl 

d.  i.  sehr  einfach 

(1 -I- a?yH-i  j- = Ä?it 

woraus 
und 

Ä. = (^  -  «K(i  -h  *y*  [/1^^+ eoi^t]  (4) 

folgt.    Dieser  Rest  ist  es  nun,  welcher  die  gefundene  Reihe 

•  •  •  ^  1-2 n  -^  W 

ergänzt.  Für  ein  positives  ganzes  fA  =  n  bricht  die  Reihe  bei  dem 
Gliede  a:'*  ab,  weil  das  nächste  den  Faktor  n  —  »  =  Ö  enthält 
An  dieses  wäre  dann  noch  der  obige  Rest  anzuhängen,  der  aber 
ebenfalls  den  Faktor  fJi,  —  n  =  Q  eotbält  und  dalier  sich  annullirt. 
Für  jedes  andere  f*  dagegen  wird  keins  der  Glieder  unserer  Reihe 
=  0  und  es  liegt  daher  sehr  nahe,  sie  ins  Unendliche  fortgehen 
zu  lassen.  Dabei  fragt  es  sich  aber  noch,  was  aus  dem  Reste 
werden  wird.  Würde  derselbe  über  alle  Gränze  hinaus  wachsen,  so 
wäre  4urch  die  unendliche  Verlängerung  der  Reihe  Nichts  gewon- 
nen, weil  sich  dann  der  ganze  Ausdruck  auf  das  vieldeutige  Resul« 
tat  (1  +  ^)^=00  —  00  rednziren  würde;  wir  müssen  desshalb  den 
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Rest  80  einsitriditeB  «utken,  dass  sicfa  derselbe  bblwuchseBdeiii  m 
eotweder  eiMtr  ebdlichen  bestimmlen  Gränze  oder  der  Null  nähert 
Um  xuvörderst  die  Constante  der  Integration  in  (4)  za  bestim« 
Ben,  setzen  wir  in  (5)  ^  =  0,  wodttreh  sich  die  Reihe  auf  die 
ideotiscbe  Gleichung  1  =  1  rednzirt.  Es  musH -also  dann  der  Rest 
=  0  oder 

Const  =  ^yjj-^p^^  (m  a:  =  0) 

seio.  Es  ist  aber  sehr  leicht  einzusehen,  dass  dieses  Integral  Air 
j?=0  verschwindet,  also  Const  =0  wird.  Geben  wir  ferner  jc 
den  grössten  |d>solnten  Werth  r,  so  können  wir  sc)i reiben 


y'90     x^tuc 

Ohne  diese  Integratia»n  aoszufübren  ^  können  wir  leicht  mittelst  des 
fräher  bewiesenen  Lemma  vop  den  bestimmten  Integralen  den  Rest 
in  zwei  G ranzen  einschliesseo.    Bezeichnen  wir  das  Integral  mit  J 

und  setzen  o=0, '/?  =  €?,  y (o?)  =s  ^  ^  ^^yf-i-p  ^^)  g=  ««^^  so  ist 

1 
Jf=sl,  ^=  |j-j-^5q^j,  und  mithin  /• 


oder 


ood  dab 


er: 


oder,  weil  a^H-i  ===  ^-7-7  ^*  ***> 

(1  +  cYa^vi^^  >  Ä„  >(1  +  c)-i«^,c«^i. 

Daraus  geht  henTor,  dass  der  Rest  in  dea  nämlichen  Fällen  waeh« 
Ben  oder  abnehmen  wird,  in  welchen  diess  mit  den  Gliedern  der 

Reihe  •  ,. 

geschieht    Bezeichnen  wir  an<^  mit  pn^  so  ist 
A*  —  ^  ät      A^-l-^\- 

a.  s.  f, 

Tlirillll.  18 


/ 
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Soll  DOS  abgesefaeii  von  ZeielMii  ..•«/^lM4<FM-M<#'lH4<#'W■eh^ 
d.  b.  die  GrösM  pn  bei  wacbsendeo  m  beständif  «lüiebBieD»  ■• 
folgt  daraus  .    .  * 

(»-^)''<»»  <i-^>''<»'  o-^)*<»» 

was  bei  dem  wacbsenden  n  auf  das  gemeinsame  Resuftat 

biaausgeftt.  In  jedem  itnderen  Falle  nebmen  die  Glieder  pn^ 
Pn-\-\  •  •  •  •  nicbt  ras  Unendliche  ab,  sondern  werden  entweder  am 
£nde  constant  oder  nnendftch  gross,  und  das  NämKcbe  gilt  dann 
von  dem  Rest  dar  Reihe.    8ebl1esaen  wir  diese  Fälle  aus,  so  bleibt 

(H-a:V*==H-^^4-^i^jf^  «»  +  ..;.....  in  Inf., 

+  l>ar>  — 1 

eine  Reibe,  deren  Glieder  immer  kleiner  Verden  und  deren  Rest 
verschwindet,  d.  h.  eine  conver gen te. 

In  dieser  Weise  muas  die  Methode  der  unbestimmten  Coeflfi- 
xienten  angewendet,  werden,  weiin  ^nan  auC  8tren|^e.  Anspruch 
machen  wi0.  Hütte  man  früher  diesen  an  und  für  sich  so  natür- 
lichen Weft*. verfolgt,  so  würde  der  leidige  Streit  über  Gonvergena 
und  Divergenz  der  Reihen  gar  nicht  entstanden  *'sein.  Statt  dessen 
liess  man  gleicb  die  Reihe  ms.  Unbestimmte  fortgehen  und  bemühte 
sich  später  den  offenbar  widersannigen  Resultaten  (sobald  eine  Di« 
vergenz  eintrat)  eine  irgend  plausible  Bedeutung  zu  vindiciren. 
Wie  es  scheint  hat  man  sich  immer  daran  gehalten,  dass  durch 
eine  richtige  Rechnung  auch  etwas  Richtie«s  ,zum  Vorschein  kom« 
men  müsse«  Dazu '  gehört  auch  Richtigkeit '  der  Voraussetzung.» 
Wenn  man  aber  eine  Funktion  einer  unendlichen  Reihe*  gleicb 
setzt,  so  will  man  damit  sehr  oft  der  ersteren  eine  Form  aufzwin* 
gen^  die  sie  gar  niobtianaebmen  kl^nut. 

Dergleichen  Fälle  giebt  es  mehr.    Setzt  man  z.  B. 

f{a:)^=ia^  sin  ^-f-ur»  sin  2^rh  » . . .  -4-«»  »in  «;!?+.. .  • 

multiplizirt  beiderseits  mit* —  sin .  no^  i/ir"  und  integrirt 'zwischen  0 
und  *^,  so  findet  man 

Man  nehme  z.  E.  /*(a:)  =  t,  so  bat  man  darnach' ' 

•j-  =  sin  ^  +  4-  **o  ?^  "f"  T  ^^^  ^^  +  . .  • 

Aber  für  a?=0  oder  a?  =  n  kommt  der  Widerspruch  -j^^O  zum 

Vorschein.  Darüber  braucht  sich  Niemand  zu  wundern,  denn  es 
liegt, diess  lediglich  in  der  Form  der  Reihe,  die  für /*(^)  angenom- 
men wurde.  Hier  kann  man  die  Unrichtigkeit  der  Voraussetzung 
für  ^  =  0  und  ^  =  7r  gleich  a  priori  erkennen,  bei  den  nach  Po- 
tenzen von  ^  fortschreitenden  Reiben   dagegen   erst  a  posteriori 
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itafoli  4it  BttrachtnDg  des  Reiles;  aber  gerade  diese  lefstere  knt 
■aD  gewöhnlich  vernachlässigt  und  daher  der  ganze  Streit 

Zu  welchen  entsetzlichen  Resnltaten  mao  durch  dergleichen 
Nachlässigkeiten  gelangen  kann,  will  ich  hier  an  einer  Rechnung 
zeigen  9  die  ich  parallel  einer  von  Euler  h^rrjlhrenden  fortfilbrea 
will  *)•    Nach  der  Formel 


cos  (ii-|-l)^r=2cos  njt  cos  a:  —  eos  (n  —  l)ar 


tat 


cos  a?  =  cos  Jt 


cos  2^=2  2cos  jc  ces  or  —  1    ' 

cos  3a?  =  2cos  2jp  cos  ^«^cos  jp  )  (6) 

cos  4ar=:2cos  Za?  cos  op  —  cos.Sor 


D.  8.  w.  in  iiif. 


*\ 


Also,  wenn  man  «das  Aggregat  der  Grössen  auf  der  linken  Seite 
der  Gleichheitszeichen  =zS  setzt, 

iSTascos  jr-l-2^  cos  ä?  — 1  — Ä, 

woraus  man.  sogleich  erhält 

i9  =  cos  or-l-cos  2^-|*.cos  3jf  +  ^-.  v\  inf.  pr-^^. 

Entwickelt  man  jeden  Cofinus  in  eine  Reihe^  so  ist 

iSr=  — 1=     i^-i  +  i  +  n- 

^» 
n » -u  2»  -1-  a»  -4-  "I  -— - 

-i-{i« +2« +3« -f- .;.,:....)  TT^rs 

woraus  angenÜlicklich  folgt 

l  +  l  +  l  +  l-4^.  In  inf.  =^>J 
ia+2»  +  3»  + =0 

14 ^2* +3*+ =0  u.  s.  f. 

* 

Dazu  werdeil  sich  schwerlich  Glänhige  finden! 

Untersuchen  wir  nun,  worin  der  Fehler  liegt,  Nehmea  wir 
Reihe  eri^t  als  endliche  his  zum  itten  Gliede,  setzen 


*)  SuppUniMite  SU  KlSgaU  Wömrbnch  S.  SM. 

18 


V    ■\ 
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iitifi'  denken   uns   zu   der  obigen  Damtellnng  (6)  neeb  das  leiste 
€lied 

cos  üars^ScQS  (if  —  1)  cos  ;r  —  cos(«  — 2)a? 

*  '  r  '  ' 

hinzttgescbrifebien,sid  ist  jetzt 

Sh  =  cos  a:  +  ItSn-^i  •  cos  ^  — ^  1  — ,  Sn~^ 


's. 


und  weil  Sn^i^uSn — cos  im?,  Sn-^ft^=^^H — "(cos  i»ar+cos  (ü — l)jr) 
ist,  so  findet  sieb  leicbt  nacb  einiger  Reduktion 

Sn:=^coB  ^  +  cos  Zsr-+-cos  S^-f^.. . . +cos  na: 

sin r^ X 

=  — i^-M^^-^ r^ . 

» ^^      2sm  ia:  • 

Für  wacbsende  n  näbert  ^ieh  aber  der  Sinusquotieet  (der  Rest  der 
Reibe)  keineswegs  der  Null,  sondern  oszillirt  beständig  zwiscben 

-4-r-: — 7—  und  — n  '  i   i  so  dass  also  jene  Reine  ins  ünendlicbe 
■   2sin  ^  2siD|ar'  •* 

fortgesetzt  gar  keine  bestimmte  Summe  bat.  Entwickelt  man  da- 
gegen auf  der  linken  Seite  die  Cosinus  und  auf  der  reckten  den 
Sigusquotienten  nach  Potenzen  tou  ^,  so  erbält  man  durcb  Ver- 
gleichung 


•  •  • 


«•= 


u.  s.  w. 

die  obnebin  scbon  bekannten  Formeln.  Auf  ^leicbe  Weise  kann 
man  die  tibrjgen  Reiben  der  Art  prüfen,  und.  wird  immer  den  alten 
F^bler  finden,  dass  ein  Rest  (der  Quotient  zweier  trigonometrischen 
Funktionen)  weggelassen  worden  ist,  ebne  dass  er  für  wacbsende 
M  sieb  der  NuH  näbert.  (Die  Frage  des  Herrn  Dr.  Hellern ng> 
Arcbiv  Tbeil  I.  Heft  3.  S.  321.  erledigt  sieb  dadurch  von  selbst.) 

Vielleicht  ist  es  nicbt  überflussig,  zur  Ergötzlicbkeit  der  Leser 
noch  einige  Folgerungen ;  aus,  «den  .  gewöibnlicheti  Resultaten  zu 
ziehen. 

Wir  fanden  „- .         ,       .; 

.    2ft-*-l 

'     sm  — - —  a: 

cos  o?  +C0S  2.r+co8  3^-f- . . . .  +cos  iia?=z=— 1+  ^.  .  —  (7) 
und  wei^i.wir^Tr'i^  für  j?  schreiben  -    * 

cos  — jT —  a: 

'2 

cos  a: — cos  2ÄrH^dös"3Ä?-|-.  ^;  ;^ ;  zfccos  »ir=Ä4=i:;  —7; rz — > 

-  ,  *   •        2cos  40? 

wo  das  obere  oder  untere  Zeichen  gilt,  je  nachdem  n  gerade  oder 
ungerade  ist.    Nun  soll  aber  aOctore  Eulero  sein 
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cos  iT  +  cos  %r  +  cos  3.V  + . . . .  in  inf.  ^  —  } 

cos  X  —  cos  %K  +  cos  3x  —  ....  in  inf,  =  + 1 

alio  müsBte,  wenn  wir  in  nnieren  Formeln  iv^ao  DehmeD,  Bacb 

■in  aaxssO,-^v9»  Q(ur  =  0 

■  f0lgli«^     .  .■.-■■,■,.:■  ;■!       . 

sin'  (xur  +  coB*  oeir  =  0.    (!) 
Man  multiplixire  ferner  die  erste  Reibe  mityX^r)«^  uod  integrire 
zwischen  xwei  CrSnzen  0  nnit  a  ra  Ifommt 

y^/(*)rfrM-2[y7/(ar)  eo.  ;r  dir     , 

+J^A^)  Wa2ar  äx-i- in  inf.]  =0  (8) 

wälirend  dagegen  die  Snmnie  derselben  nach.  ^7) 

J*  sin    — ^—  37 

=  Lini^    — ^^-7— — f{x)ikc,  für  wacbsende  n 

ist,  worüber  man  einen  frGheren  Aufsatz  von  mir  (Archiv  Thsil  I. 
S.  417)  naebsehen  kann.  So  würde  aus  jener  Reihe  (8)  für 
/(:!;)  =3  r~',  «^00  folgen 

Doch  genng  von  diesen  Verkehrtheiten,  deren  Zabt  sich  .leicht  ver- 
mebren  liesae.    Schliesslich  noch  ein  Paar  IVorte  über  die  Methode 


der  Binonialformel,  anzofengeu,  ans  welch  er  "sich  die  übrigen  Rei- 
ben fiir  d!e  wichli^teo  Punktionen  ableiten  lasBen.  .Das  Bedurft 
niBS  der  Convergenx  stellt  sieb  bier  ron  selbst  dar,  weil  mno  nicht 
eher  äie  Bestimmuu^  einer  ReibensumDie  unteraehmeu  wird,  als  bis 
man  ifeiss,  dass  eine  solche  in  enillicbcr  Form  exbtirl:.  Dieser 
Weg,  ,den  unter  Andern  Cancby  in  seineo)  Gonrs  d'Analjse 
eiogeschlagen  bat,  bleibt  daher  jedenfalls  der  Btieogste. 
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lieber  die  Integration  onendiicher  Reihen. 

Von 

Herrn  Doctor  O.  dchlömilcJh 

zu  Wciflurr.  ' 


Der  Miiibranchy  den  man  mit  unendlichen  Reiben,  welche  nicht 
jederzeit  convergiren,  getrieben  hat^  führte  unter  Andern  auch  da- 
zu, dass  man  Reihen  der  Art  zwischen  Gränzen  intep^rirte,  inner- 
halb deren  sie  nicht  beständig  convergiren.  Bass  diess  im  Allge- 
meinen nicht  erlaubt  sei,  ist  leicht  einzusehen.  Denn  ein  bestimm- 
tes fntegral 


y>(-) 


da: 


ist  bekanntlich  die  Gränze,  welcher  sich  der  Ausdruck 

5  =  ^—-,  («i.eine  positive  ganze  Zahl) 

fdl*  wachsende  n^  also  abnehmende  i  nähert.  Will  man  nun  fiir 
/(ä;)  unter  dem  Integralzeichen  eine  unendliche  Reihe  setzen,  so 
wird  man  erst  den  vorliegenden  Ausdruck  um  die  Befagniss  dazu 
befragen  müssen.    In  demselben  durchläuft  a:  stetig  die' Werthe 

a,  tt  +  ^,  a  +  2(f, *  ß-^ä, 

und  mithin  wird  jene  Reihenverwandlung  dann  erlaubt  sein,  wenn 
die  Reihe  floT  /{a?)  für  alle  diese  Werthe  von  a:  richtig  ist,  d*  h. 
eonveivirt. 

VPie  leicht  man  bei  der  Nichtbeachtung  dieser  Regel  auf  (rrthfi- 
mer  stossen  kann,  zeigt  u.  A.  folgendes  Beispiel.  Es  ist  be- 
kanntlich 


0    1  — ar»"   """ 


mn 
n  tan  — 
n 


folglich  fär  M=l,  ii  =  2  .  ,  * 


1 


Wollte  man  unter  dem  Integralzeichen  statt  ^^    ,  die  Reihe 
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•  •  • 


•  k 


setzen,  lo  würde  man  ilagegen  erhalten 

y'»*    daß  '•' 

also  überhaupt  das  Integral =00,  ein  granz  falsches  Resultat. 

Indessen  fehlt  es.  auch  nicht  an  Beispielen^  dass  trotz  der  Ter- 
nachlässigunff  jener  Reget  richtige  Resultate  zum  Vorschein  ge- 
kommen sino.  Dies  liegt  dann  an  einer  besonderen  Beschaffenheit 
des  Restes  der  Reihe.    Torausgesetzt  dass 

eine  Reihe  sei,  welche  für  a:  =  ß  divergirt,  d.  h.  jn  welcher  für 
wachsende  n  sowohl  der  Rest,  als  die  vorhergehen dcf  Summe  unbe- 
gränzt  wachsen,  so  trifft  es  sich  doch  häung,  dass  in  dem  Aus- 
drucke^ 


» •  • 


li-f-l 

das  letzte  Glied  für. wachsende  n  abnimmt  luid  folglich  das  Näm« 
liehe  herauskommt,  als  wenn  man  den  Rest  gar  nicht  berücksich- 
tiget hätte.' 

^er  Sicherheit  wegen  ist  es  daher  immer  nöthig  den  Rest  mit 
zu  nehmen,  sobald. die  Integrationsgränzen  die  Werthe  von. or  für 
weldie  atteio:  die.  Ke)bQ  convergirt,  übersteigen.  Natürlich  ist  dies» 
in  manchen  Fällen  eine  blosse  Vervollständigung,  durch  die  man 
nichts  Neues  erfahrt,  die  aber  von  einer  strengen  Begründung  wohl 
verlangt  wiM. 

So  hat  man  z.  B.  die  Integrale  - 


0    l-^x^Jf^    l-»a;'  ^^ 


mit  deren  Entwickelung  sich  ein  Theil  des  Aufsatzes  vom  Herrn 
Herausgeber, : Archiv  Theil  IL  Heft  3.  S.  283—301  beschäftigt, 
auch  auf  einem  sehr  kurzen  Wege  entwickelt,  welcher  aber  gerade 
jene  Vervollst^di^bg  nöthig  hat  **).  Es  sollen  d^sshalb  Jene  In- 
tegrale hier  besonders  bMrdchtet  werden^ 

1)  Theileu  wir,  in  dem  ersten  djersc^ben,  welches  kurz  J  heis« 
sen  möge,  das  Inter^^j^l, , 0  bis  oo/in  z^e^  andere  von  0  bis  1  und 
1  bis  00,  so  ist 

y       ytap<i— lifo?         f^x^^dx 


I 


*)  Sopplemente  zum  mathem.  Wörterb«  Iste  Abth.  S.  154.  Wahrscheinlich 
hat  auch  der  Herr  Herausgeber  das  XJngetiügen«le  jenes  Beweises  ge- 
föhlt,  und  daher  in  seinem  Absätze  einen  swar  längeren  aber  gründ- 
licheren Beweis  gegeben. 


NdiaiMi  wir  in  den  Integral  von  1  bis  od,  0:=^»  ^  wird 


of^f—^dat  =  —  *-"^~^  •  d%  und  ^^^       =  ^  ,   Die  Integratioos- 


grl&sen  für  «  aüseen  =±  0  und  =  1  genowsen  w<Men ,  damit  sie 
mit  denen  fiir  a:  identisch  werden.    Also  ist  noo 

oder,  wenn  wir  im  zweiten  Integrale  die  Integratjonsgranzen  ver- 
tauschen und  or  für  X  schreiben: 

Bekanntlich  ist  nun  identisch 

Wollen  wir  diese  Reihe  unter  das  lategralzeichen  sabstitniren ,  so 
diirten  wir  sie  nicht  iiis  Unendliche  fortsetzen,  weil  sie  far  jrz=:l, 
der  oberen  Integrationsgränze,  nicht  convergirt  Wir  haben  dann 
folgende  Entwickelnng  « 

J=/'^[a:^i  — a?«  +  ;t?«»*-i— -|.  (— l)»-ijc«+<t-qrf«. 

=i.--i-.+  _i +(-iy-i ?-- 

-1 ! ' — ^       -1*  .  :    .    •     -i-f— lV>-a i 1 


+ f- 1)  V  0  -iT^ + (-  ij^y  0  ^ 

Damit  nun  fceines  der  Glieder  jener  beiden  Reihen  unendlich  gross 
.  werde  ist  nöthig,  dass  a  ein  positiver  achter  Bruch  sei.    Znehen 
wir  ferner  beide   Reihen   durch  Vereinigung   der  unter  einander 
stehenden  Glieder  in  eine  zusammen^  so  «^  noch 


«     "^1»—«»         2»— a»^ ^^      ''^      («« !)»_<,» 
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Luseii  wir  dod  das  iieliebige  n  ids  Uoepdiiche  wachsen  >  so  wird 
die  obensteheede  Reihe  eine  unendliche  conTcrgente,  wovon 
nao  sich  sehr  leicht  üherzeugen  kann.  Es  fragt  sich  nur  nochj^ 
was  in  diesem  Falle  aus  den  angehängten  Integralen  wird. 

Jedes  derselben  lässt  sich  nach  dem  Theorem  (3)  in  dem  vor- 
hergehenden Aufsatze  üher  die  Methode  der  unbestimmten  Coefii- 
lienten   in   zwei   Grausen   einschliessen,    wenn  .man   das   dortige 

a  =  0,  /?=1,  y (^)  = ,  ,  ^,  ^(^)  =  a?«^^— 1  oder  =ar-«-H« 
setzt    Vermöge  der  Bedeutung  von '  4^  und  Nu.  a.  0.  ist 


1-^0'  ^'  — 1+1' 

folglich   wenn  wir  a^^n — 1    und  -— a  +  «  mit   m  bezeichnen, 
welches  gleichzeitig  mit  n  wächst:  • 

oder 

nx^dx  ^  1 


1      ^^    y»ia 


For  wachsende  m  nähern  sich  aber  beide  Gränzwenhe  der  Null 
nnd  mithin  verschwindet  auch  das  Integral  selbst  für  i»  =  m  =  oo. 
Lassen  wir  daher  in  j[3)  die  beiden  Integrale  weg  und  setzen  die 
Reihe  ins  Unendliche  lorf,  so  ist 

•        1      .        2ä  2a         ,        2a  •     •  e   iik\ 

Die  Summe  dieser  Reihe  ist  aber  bekanntlich  stir-rr»  nnd  also 

sm  Ulf 

haben  wir,  uns  an  die  Bedeutung  von  J  erinnernd, 

0    1  -f-  a:  sm  ar^  t-    -^     -^         v  / 

For  iy  =  — ,  wo  also  n'^m  sein  moss,  und  af:=^%^  ergiebt  sich 
Boch 

^^  I»  sm  — 

ff 

Man  nndet  auch  leicht  dprcb  unmittelbare  Integration,  dass  diese 
Fonneln  noch  für  a  =  l,  0fs=i«,  richtig  sind,  was  aber  w;.egen 
des  Unendlichwerdens  derselben  keinen  Nutzen  gewährt. 

2)  Der  bisher  verfolgte  We^  führt  auch  unter  einigen  Modifi- 
kationen zur  Kenntniss  des  äbnlidien  Integrales 

,  /o    1-x 

Nimmt  man  mit  demselbi^n  die  Reduktionett  vor,  welche  früher  den 
Ausdroek  (1)  in  (2)  venriTMidelten,  so  findet  sich 


•    . 
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ODd,  weil 

1  o:" 

itt,  auch 


4: 


1 !___ 1 1_ 


__JL_«-r 1,1.  .  1  1 

a  'l»  — a»  "*"  8»  — a'"*" "*"(«  — 1)»  —  «»^ 


^m 


n  —  a 


— djc. 


Wollte  man  die  früher,  auf  die  in  (3)  an^ehäog^teo  lotegrale  ange- 
wendeten  Schlüsse  hi«r  wieder  für  die  beiden  integrale  in  der  vor- 
letzten Reihe  benutzen,  so  würde  man  für  jedes  das  unendliche 
als  Gräozwerth  finden.  Dessbalb  wurden  sie  in  der  letzten  Reüie 
in  ein  Integral  zusammengezogen,  was  wegen  der  gleichen  Integra- 
tionsgränzen  leicht  geschehen  konnte.  Dasselbe  lässC  sich  aher 
auch  so  schreiben 

0     1  -";r 

worin   wir    1  —  2a   mit   b^   n  +  a  —  1    mit*«»  bezeichnen    wollen. 

Om  nun  fiir  dieses  Integral  zwei  (iränzwerthe  angeben  zu  können, 

nehmen  wir  in  dem  früher  citirten  (liatze  yon'den  bestimmten  Inte- 

'   ''  1 ^Ä  » «  ^ 

gralen  5p(:r)  =  -j— ^,  V^C/rjss^r^,  az=pO,  /J=sl.     E«.  wäre«  non 

für  das  Intervall  .^  =  0  bis  a^^^^l  das  Maximum  und  HinimuB 
(^  und  N)  der  Funktion  ^^  zu  heatimmen,  Diess  könnte  nach 
der  gewöhnlichen  Weise  geschehen  wenn  6  in  Zahlen  gegeben  ist, 
fiir  onacnn  Zweck  rticki  es  aber  hinsu  hemfik#n,  daos  4ieaelliea 
endliche  Grössen  sind;    Den  wähi«n4  4et  interTalle8,f,bi»  Ikaan 
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die  Funktion   ^^       nicht  unendlich  werden.    Daxu  würde  nöthig 

sein,  das8  der  Nenner  s=0,  also  ar  =  l  wäre;  dann  wird  aber 
aoch  der  Zähler  =0  nnd  der  wahre  Werth  des  Sjmboles  £  findet 
sich  nach  den  gewöhnlichen  Regeln  rndj  Eben  so  wenig  kann 
jene  Funktion  =0  werden,  weit  dann  der  Zähler  =0  sein  müsste, 
io  welchem  Falle  aneh  der  Nenner  sich  annullirt  und  wieder  das 
Yoriffe  e^ftrilt  Al^  sind  M  ond  Jf  zwei  endtidie  Crossen ,  und 
wir  nahen  in  Folge  des  früher  citirten  Theorems 

•/ 0  »^0  1  —  X  ^      «^  0 

oder,  wenn  wir  die  Integrationen  ausfuhren  und  die  Werthe  von 
m  nnd  b  wieder  einföhren    . 


M 


n 


0     1  —  X 


^dx 


N 


n 


woraus  sich  ersieht,  dass  für  wachsende  n  das  Integral  sich  nnbe« 

5 ranzt  der  Null  nähert.    Lassen  wir  «dasselbe  in  (8)  weg  und  setzen 
ie  vorhergehende  Reihe  ins  Unendliche  fort,  so  ist  nun 


1 


a9  ■*"  2»  —  «»     •    8»—»» 


-*- 


1 


in  inf.} 


Vorausgesetzt  dass  a  ein   positiver   achter  Bruch   is^,   haben   wir 
n  cot  aTf  als  Summe  dieser  Reihe,  und  mithin  ' 


f. 


0    1— «• 


tn 


tan  at^ 


woraus  fiir  a:ss~,  .arssza'»  steh  noch  ergiebl 


f. 


1  — »» 


n 


n  tan 


n 


n 


(10) 


Die  bisher  befolgte  Methode  ist  noch  vieler  Anwendnngeu  fähig. 
So  findet  man  z.  B.  leicht  die  Integrale 


/ 


0    l-|*-ar* 


"2 


eos-2 


+  l^a_0. 


4t«  viel  Analogie  zu  den  oben  eatmckelten  besitzen. 


'  ..» 
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XXXIII. 

•  I  ä,4       ' 

Die  Algebra  ia  Italien  seit  Fibonaoct  *)* 

.  Von  dem 

Herrn  Doctor  Gerhardt 

Lehrer  am   Gymnasiam  zu  Saltw«del.* 


M  '  ■•'  '      •' 


Die  Algebra,  Damentlicli  MSe  AuflSsan^  der  Oleichubgen,  bat 
seit  den  denkwärdigcn  Arbeiten  der  italfenfschen  Mathematiker  des 
lOten  Jahrhunderts  wenig  Fortschritte  gemacht  und  die  Hemmnisse, 
die  sie  nicht  zu  beseitigen  vermochten,  sind  im  Allgemeinen  noch 
jetzt  vorhanden.  Es  scheint  der  Mühe  werth  zu  sein,  den  Weg  zu 
verfolgen,  welchen  die  Wissenschaft  seit  dem  Auttreten  Fibonacci's 
zu  Anfang  des  13ten  Jahrhunderts  einschlug,  bis  sie  zu  jenem 
Höhepunkte  gelangte. 

Jahrhunderte  vergingeli,  ehe  jemand  auftrat,  der  den, hohen  Ver- 
diensten Fibonacci's  sich  hätte  würdig  znr  Seite  stellen  können.  Die- 
ses Factum,  so  wie  dass  die  Arbeiron  di«*^' Mannes  Jahrbundeite 
hindurch  fortwährend  benutzt  und  die  Grauzen  der  Wissenschaft, 
wie  er  sie  gesteckt,  erst  nach  langer  Zeit  erweitert  worden,  ver- 
anlassen uns  zu  behaupteii^  dass  Fibonacci  unter  dicf^  bedeutendsten 
Mathematiker  des  Mittelalters  gerechnet  werden  muss.  Zw&r  ha- 
ben wir  gesehen^  dass  er  theilweise  nach  arabischen  Vorbildero 
arbeitete;  dies  thut  jedoch  seinen  Verdiensten  wenig  Eintrag,  denn 
er  hat  gezeigt,  dass  er  allein  in  jenen  Zeiten  der' tiefsten'  Unwis- 
senheit dem  filirge  der  Wissenschaft,  den  sie  bei  den  Arabern  ge- 
nommen, zu  folffen  und  sie  in  sich  aufzunehmen  vermochte. 

Nach  ihm  finden  wir  im  13ten  Jahrhundert  kaum  die  Nameo 
einiger  Math^atiker  erwähnt;  ,von  ihren  Werken  ist  wenig  bis 
auf  uns  gekommen.  So  Schrieb  «in  Dominikaner  Leonardo  von 
Pistoja  um  1280  über  Geometrie  und  Arithmetik,  des^n  Werke  wir 
aber  gegenwärtig  nicht  mehr  habei»,  und  um  dieselbe  Z«it  ein  *vod 
Ximenes  erwähnter  Anonymus  einen  Abbaeo.  Auch  beschäftigte 
man  sich  mit  Uebersetzungen  aus  dem  Arabischen;  so  übersetzte 
Guglielmo  di  Lunis  eine  Schrift:  die  Regel  über  die  Algebra  (Re- 
gola  dell'  Arcibra)  aus  dem  Arabischen  ins  Italienische.  Man  bat 
dieses  Werk  für  eine  Uebersetznng  der  Algebra  des  Mehanmed 
hen  Musa  gehalten;  dieser  Annahme  jedoch  widerstreitet  das,  was 


*)  Grösstentheils  nach'Libri  histoire  des  mathematiques  en  Italie;  dabei 
benutzt  sind  die  Werke  von  Montucla,  Chasles  und  Kästner» 


Sbaliffai  daraus  «ittbvift  Spüteriiio  tchriehen  Ffanc^teo  dt  Dobati 
MIeiielozzi,  Paala  Glierafdl,  Pietro  Htrotü  und  AntODio  Bflidtti, 
ffeaanat  dalP  Abtwco,  säüaitlieli  aug  Toskana,  wo  Fibooacci's  Ein- 
nass  aicbt  obne  Wirkvag  gewisse»  war,  über  Aritbmetik  und  wahr* 
»eheialicb  aueb  über  Algebra^der  bertibaiteste  aber  uater  den  Fla« 
Fetitiaiisebeii  MatheMatHMfre  der  danaligeB  Zeil  war  Paolo  Dago-^ 
mari^  geoatfat  aucb  Paolo  dalP  Abbaco  oder  Paal  der  Geoüeter 
(f  1365).  Er  besass  ein  aoBserordentliches  Talent  und  gleiehxe^ 
tige  ScbrifbteHer  baben  iba  nebe»  Dante  und  Petrarca  gestellt. 
?on  seinen  Scbrilten  existiren  nocb  bandsebriftlicb  Büeber  aber  den 
Abbaeo,  worin  zuerst  das  Konma  ffebraodit  wird,  um  grosse  Zab* 
ien  in  Gruppen  zu  3  ZiflRdm  zu  Ibeilen;  ferner  eine  ScbHft  über 
Anthmetik  und  Algebra,  wekbe  für -Kaufleute  bestimint,  die  Aufti(* 
Bong  der'Gleiebungen  der  beiden  ersten  Grade,  die  der  zweitbetth* 
ffen  eubiscbea  Gleicbangen  und  nsbrere  scbwieri^e  Probleme  aus 
der  unbestimmten  Analjsis  entbält.  Dagomari  gab  aucb  zuerst  in 
italieu  einen  Almanacb  heraus,  den  man  daauils  Taccuiuo  nannte. 
Um  dieselbe  Zeit  scbrieb  Giovanni  Danti  von  Arezzo  eine  Abband« 
klag  über  den  Algotismus  nacb  den  Werken  des  Boetins,  ufeid  eine 
Geometrie,  wobei  er  arabische  Scbriftsteller  benutzte.  Ein  anderer 
Florentiner)  Rapbael  Canaeei,  vertasste  im  14ten  Jahrhundert  in 
italienischer  Spradie  eine  Abbandlunj^  über  die  Algebra,  die  für  die 
Geschiebte  •  der  Mathematik  von  liViehtiffkeit  ist  und  eine  nähere 
Berücksichtigung  verdiente.  Sie  findet  sich  noch  handschriftlich  in 
der  Palatiniscben  Bibliothek  zu  Florenz. 

Prosdocimo  Beldomando  von  Padua  jverfasste  g^gen  das  Ende 
des  14ten  Jahrhunderts  ausser  andern  mathematischen  Schriften  eine 
Abhandlung  über  den  Algoilsmus,  die  1483  zu  Padua  gedruckt 
wurde,  uba  unter  seinejt  noch  haMUdbriftlidi  vorhalidenen  Werken 
giebt  es  ^nes,  das  n^ch' indischen  Vorbildern  gearbeitet  ist 

Dies  sind  die  bekanntesten  Männer,  die  nach.  Fibonacci  iar 
ISteu  und  14ten  Jidn^iund^rt  über  Arithmetik  und  Algebra  geschrie- 
ben haben.  Ausser  ihnen  liessen  sich  noch  viele  Namen  matbema-r 
tiieher  Schriftsteller  asfttbren,  die  zWar  nicht  uimittelbar  die  Wis# 
seaschaft  weiter  förderten, i  aber  doch  zu  ihrer«  Verbreitung  bei^ru^ 
gen  und  das  Jahriiuodert  des  Ferro  und  Tartaglia  vorbereiteten«. 

Die  noch  basdsdhiiftUch  vorhandenen  Werke  über  die  Algebrd. 
ans  dieser  Zeit  «BtbalteB  gewöhnlich  die  AuOösung  der  Gleiobu»* 
gen  d^  .ersten  Grades  nnd  allgemeine  Regeln,  öfters  jedoch  ohne 
Beweis,  für  die  -Lösung  d^  quadratischen.  Einige  SchriftsteUee 
haben  Gkichungea  des  3ten  und  höherer  Grade  behandelt,  die  zur 
Lösung  derselben  gegebenen  Regeln. sind  aly^r  ftilscb;  für  den  FalL 
■ämlieh,  dass  diese  ^uieicbuBgen  dreitheilig  sind,  haben  sie  mtttelsfc 
lodnction  Forioeln  gemacht,  die  denen  ähnlich. sind,  die  zur  Lö-. 
tnng  der  quadratischen  Gleicbüngloi . dienen;  für  Gleichungen^  die 
•US  4  oder  mehr  Gliedern  bestehen^  gaben  sie  sehr  bizarre  Reg«lsJ> 
die  auf  falsche  Principien  gegründet  warep  %  —  In  diesen  Manu«» 

'  ' :      .      ■  ''    i         ■  '  • 


II  j  % 


*)  Libri  ist  im  Besitz  eines  Manuscripts  aus  dem  14ten  Jahrhundert,  wo 
eine  Regel  zur  Auflosuag  der  Gleichung  von  der  Form  pa^*  =  ax  -f-^ 

gegeben  wird;  nach   derselbe   ^l  iVr^^+yi^y^^  sein.  — 
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•cripten  findet  man  npch  Probleme  4er  beiden  erefeen  Crndaaiii  der 
unbestimmten  Analyais  und  einui^  Bemerkiinffen  über  WnrzelMs- 
driicke.  Die  Zeiehen  der  Addition  und  Sqbtractipni  finden  aieli 
noch  nicht:  die  Addition  wird  dnduroh  ange^eifft^  4|MI8  die  beideB 
zu  addirenden  Auadrücke  neben  einander. gestellt  werden^  und  «fe 
andern  Operationen  werden  durch  Umscbreibun^  au9gedriiekt  ,JDm 
W^ft  Bioom  findet  sich  schon,  nicht  aber  das  Wert  Clleichiuig; 
das  Wort  Algebra  wird  sehr  hiufig  getroflfen,  Almncabala  weit  sei* 
tener.  Einige  Anwendungen  der  Algebra  auf  Geometrie^  die  in 
Allgemeinen  keinen  andern  2weck  zu  haben  scheinen,  ala  die  Pro- 
bleme aus  der  unbestimmten  Anal;^si8  zu  eonstrniren^,  und  einige 
leichte  Cntersuchungen  über  Maxima  vervollständigen  öfters  £e 
wisstoschaftlichsten  dieser  Werke*  So  kommen  z«  B.  in  dem  obes 
erwähnten  Manuseript  über.  Algebra,  die  für  Rauiente  geschriebes 
war,  wie  ausdrücklich  am  Eingange  bemerkt  ist,  fol^^ende  Aufga- 
ben  vor:  1)  Es  sollen  in  einem  Kreise,  in  einem  Dreiecke  oder  in 
einem  Quadrate  eine  gegebene  Anzahl  Kreise,  gleicbsehenkliger 
Dreiecke  oder  Quadrate  beziehungsweise  eingeschrieben  werden, 
so  dass  die  Summe  der  Flächen  der  eingesebriebenen  Figuren  eis 
Maximum  ist;  .2)  in  einem  Kubus  eine  dreiseitige  PjTaihide  emzn^ 
schreiben,  so  dass  der  Inhalt  derselben  ein  A&n^imnm  ist;, 3)  ei 
sollen  die  Gleichungen  . 

4y^*  —  ^•zsy», 

in  ganzen  Zahlen  geUist  werden;  u.  e«  w.:  aäuHntiich  Probleme^ 
die  oeweisen,  dass  es  dem  unbekannten  Verfasser  nicht  an  Sagaci- 
tiit  gefehlt  hat. 

In  der  ersten  HÜfte  des  15ten  lahrhunderts  widmete  auin  sick 
vorzugsweise  dem  Studium  der  classischen  Werke  des  Altertbuas; 
daher  begegnen  wir  in  dieser  Zeit  keinem  Namen,  der  in  den  Wis- 
senschaften etwas  geleistet  hätte^  Damals  wutden  die  Untersncbmi« 
5en  über  die  Algebra  unterbrechen.  In  der  zweiten  Hälfte  dieses 
abrhunderts  beschäftigten  sich  einige  Crel^rte  mit  den  Schriften 
der  Mathematiker  des  Alterthums;>  sie  wurden  übersetzt  nnd>  erläu- 
tert, oder  auch  vervollständigt  und  angefangene  Untenraohnngfen 
weiter  fortgeführt;  besonders  mit  der  Geometrie  war  dies  der  Fallt 
withrend  andere  sich  ausschliesslich  mit  der  Algebra  befossten  on^ 
ihr  einen  Grad  von  Allgemeinheit  gaben,  der  von  den  Alten  nicht 
geahndet  wurde  und  den  zum  Theil  die  Maithematiker  -der  nenerea 
2eit  nicht  haben  übersteigen  können.  • , 

Haurel^kus  (geb.  14d4  zu  Mmsina,  gest.  1575)  gehört  zwar  m 
deaen^  die  ihre  ganze  Tbätigkeit  auf  das  Studium  der  grieefaiscbcn 
GeoBMter  verwandten;  er  hat  sich  jedoch  auch  mit  Algebra  be- 
schäftigt, wiewohl  er  sie  für  eine  barbarische  Wissenschaft  hielt. 
Seine  Schrift  über  die  Algebra  ist  zwar  verloren  gegangen,  indes- 


•0m 


11  < 


Uebri|;,ens  ist  zu  lemerkeis,  da^  wenn  hier  vop  Gleichungen  die  Reds 
ist,  stets  numeris^e  su  vinatehtn  sind. 
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tea  beschränkte  sie  sicli  nach  dem,  was  wir  4aTon  wissen,  auf 
die  ersten  Elemente,  Die  Arithmetik  des  Mauroljkus  enthält  in- 
teressante Untersuchungen  über  ^ie  Theorie  der  Zahlen;  unter  an- 
dern sind  darin  die  Eigenschaften  der  Poljgonalzahlen  'weit  voll« 
ständiger  behandelt,  als  es  von  Diophantus  geschehen  ist. 

Die  Reihe  der  Algebraisten  Italiens  im  16ten  Jahrhundert  er« 
öfinet  Lucas  Pactoli  *)^  von  seinem  Geburtsorte  Borge  San  Sepelcro 
is  Toskana  Lucas  di  Borge  S.  Sepulchri  genannt.  Er  wurde  da« 
selbst  gegen  die  Mitte  des  15ten  Jahrirnnderts  geboren  und  trat  in 
den  Orden  der  Minoriten.  Von  seinem  Leben  ist  wenig  bekannt; 
ans  den  Vorreden  seiner  Schriften  und  aus  den  Registern  der  Utoi^ 
versitäten,  wo  er  lehrte,  geht  hervor,  dass  er  nach  und  nach  zu 
Perugia,  Neapel,  Pisa  und  Venedig  Professor  war.  Später  begab 
er  sich  nach  Mailand  an  den  Hot  des  Ludwig  Moro,  wo  er  mit 
Leonardo  da  Vinci  zusammentraf  mit  dem  er  auch  ^  bei  der  Ankunft 
der  Franzosen  die  Lombardei  verKess.  Die  letzten  Jahre  seines 
Lebens  scheint  er  zu  Florenz  und  Venedig  zugebracht  zu  haben. 
Er  starb  wahrscheinlich  bald  nach  1509. 

Das  Hauptwerk  Pacioli's  ist:  Summa  de  Arithmetica  Glometria 
Proportioni  e  Proportionalita;  es  wurde  zum  ersten  Mal  1494  zu 
Venedig  gedruckt  und  1523  nochmals  aufgelegt  Da  dieses  Werk 
Torzu^sweise  den  Mathematikern  des  16ten  .MuiHiunderts'  als  Basis 
ihrer  Forschungen  gedient 'hat,  so  mag  hier  eine  ansfnhrliche  Dar- 
stellunff  seines  Inhalts  folgen.  Es  besteht  ans  2  Haupttheiien,  von 
denen  der  erste  Arithmetik  und  Algebra,  der  zweite  Geometrie  ent-* 
hält.  Die  Unterabtheiluugen  heissen  distinctiones.  In  der  ersten 
ist  zum  Thetl.  die  Arbeit  ribonacct's  über  die  Qaadratzahien ,  dla 
iD  allerer  Zeit  verloren  gegangen  ist,  enthalten.  Aus  derselbed» 
reprpducirt  hier  Pacioli  die  AnflÖsang  mehrerer  unbestimmter  Glei-. 
chungen  des  2ten  und  4tea  Grades  nach  einer  Methode,  die  ohne 
allgemein  zu  sein,  dennoch  bemerkt  zu  werden  verdient**).  Der 
Beweis  fehlt;  Leonardo  von  Pisa  hatte  sie  durch  geometrische  Be« 
traehtungen  und  an  Figuren  bewiesen.  Diese  Anidsungen,  besondera 
die  der  Gleichung  ar^+^*==/f^  sind  von  denen  Dtophant's  ver-^i 
schieden,  und  man  hielt  früher  Buler  für  den  ersten  Erfinder  der^- 
selben;  eine  nähere  Bekan^nCsebaft  jedoch  mit  den  algebraische« » 
Schriften  der  Indier  hat  gelehrt,  dass  sie  sich  schon  in  der  Algebra 
des- Brahmegapta  inden,  aus  derbste  die  Araber  entlehnten,  denen 


•t' 


*)  Nicht  Paciolo ;  er  selbst  nennt  sich  Frater  Lucas  ^  de  Borgo  Sancti 
Sepulchri,  oder  Frater  Lucas  Patiolus  Burgensis,  odejr  Pacioli. 

)  Nach  derselben  setzt  man,  um  die  Gleichung  x*  ^ä^ssx*  in  rationa- 
len Zahlen  aufzulösen, 

6  —      * 

dann  wird 

2if»-4-2«-|-l 


u 

sein.    Sind  s.  B,  die  Gleichungen 
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ja  Fibosacci '  seine  Kenntnisse  verdankte  *).  Ansserdem  finden 
steh  noch  in  dieser  *  ersteig  Distinction  die  Sommeii. einiger  nameri- 
schen  Reiben  und  eine  Tafel,  der  volIkommeneD^IZalrlen.  I>ie  «weite 
entbält  die'  4  Species  mit  allen  damals  gebräuckliclffin  Arten'  der 
Mnltiplication  nnd  Division,  mit  den  Recbnungsvortheilen,  die  sidi 
beim  Gebtauch  von  7  und  9  ergeben;  fernier  die  Rechnung  mit  den 
einfachsten  Würzelgrössen ,  Regeln  zur  Bestimmung  der  Saume 
der  Reiben  der  ^adrate  iind  Cubikzahlen,  die  eben&Us  von  Fibo- 
nacci  entlehnt  sind  und  den  jetzt  gebräuchlichen  Formeln  vollkom- 
men entsprechen ,  und  die :  Auflösung  einiger  sehr  interessanten 
arithmetischen  t  Probleme.  In  den  beiden  uilgendea  Distinctionen 
wird  die  Buchstabenrechnung  vorgetragen;  die  fünfte  enthält  die 
Regel  de  tri  und  schliesst  mit  einer  Darstellung  der  von  Pacioli 

Sebrauchten  aigpebraisehen  Bezeichnungen«  Die  sechste  behandelt 
ie  Progressionen  im  Allgi»neinen.  Die  Regel  Heicatajm  oder  die 
regula  nlsi  findet  sich  in  der  siebenten,  zugleich  mit  einer  grossen 
Anzahl' Vorschriften  fiir  die  Lösung  der  Probleme  des  ersten  Gra- 
des. Die  achte  Distinction  enthält  die  Algebra  e  Ahnücabala,  anch 
Arte  CSka  ^  oder .  Arte  maggiore  genannt.  Pacioli  vervollständigt 
hier  die  Rechnung  mit  Würzelgrössen;  er  lehrt  wie  man  bei  der 
Mnltiplication  una  Division  mit  ihnen  verfahrt,  nnd  wie  in  gevris« 
sen  Fällen  die  Wurzel  aus  einem  Binom  gezogen  wird;  er  leiurt 
ferner  die  arithmetischen  Operationen  mit  irrationalen  Grössen  und 
beweist  den  grössten  Theil  der  Sätze,  aus:  dem  lOten.  Buche  der 
Elemente  Euklids.  Sodann  geht  er  zu  den  Gleichungen  des  2ten 
Grades  über,  die  er  ähnlich,  wie  es  in  der  Algebra  des  Mühammed 
hen  Musa  und  hei  Fihonacci  geschieht»  in  einfache  d.  h.  reine  qua« 
dratisehe  und  zusammengesetzte  eintheilt;  von  den  letzteren  unter« 
scheidet  Pacioli  3  Fälle,  die  sich  durch  Gleichnng^n  von  der  Form 

j  .... 

ausdrücken  lassen.  Die^  Auflösungen  derselben  sind  in  Yerße  ge« 
hracht,  welche  Kästaier  in  seiner  Geschichte  der  Mathematik  Bd.  I* 
p«  70.  fi;  mitgetheilt  hat.  Wir  werden  weiter  unten  sehen,  dass 
auch  Tartaglia  die -Regeln  für  die  Auflösung  der  cubischen  Glei- 
chungen in  Verse  fasste.  Es.  folgen,  nun  die  Gleichungen  höherer 
Grade,  die  sich  auf  quadratische  zurückfuhren  lassen ;  hierbei  unter- 
scheidet Pacioli  S  Fälle,  die  si^ph, nuf,  folgende  Art  aiu^drücken 
lassen:  ' 

.  o?*  =  a  ^*  -f-  aof  =  da:* 

a:*=aa:  a:*  +  a=:6a:* 

o?*  =  aa:*  ^*  -h  aof*  =  h 

■  '   '      «  'i.  *  •  ...  '  •        *        ,  .    ' 

Die  Auflösungen  der  drei  ersten  und  der  drei  letzten  werden  mit- 


5 

gegeben,  so  setzt  man  n^l   und  erhält  «'  =  4,  folglich  x^^-Ti 

1  49  7  1 

dT^— 6s=:t;^&s-p  ar'+Osj^'a-rpy  mithin  yssy,  ^'^  2"' 

*)  Eine  sebrinteressante  DarsteUung  hierüber  bei  Chasles  p*  494«  491 
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getbeilt;  die  der  vierten  uod  fi^ften  hält  er  fiir  uomSglich,  was 
Deweist,  dass  da  diese  beiden  Gleichungen  sich  nicht  anf  quadrati* 
scbe  zurückführen"  lassen ,  die  Auflösung  der  Gleichungen  des  3ten 
Grades  damals  noch  nicht  gefunden  war.  Ceberhaupt  hat  sich*  Pa- 
doli  mit  der  Lösung  aller  Arten  von  Gleichungen,  die  sich  auf 
quadratische  zurückhriogen  lassen«  beschäftigt;  unter  andern  gieht 
er  auch  die  Auflösung  einer  vollständigen  Gleichung  des  4ten  Gran- 
des nach  einer  Methode,  die  sich  auch  in  andern  Fällen  anwenden 
lässt,  so  wie  die  Auflösung  gewisser  Exponentialgleichungen  durch 
NäheroDg.  In  der  neunten  Dtstinction  endlich,  welche  den  ersten 
Haopttbeil  heschliesst,  finden  sich  die  Regel  der  Gesellschaftsrech- 
BQDf^  und  eine  Menge  von  Aufgaben,  die  sich  auf  Uandelsoperatio- 
nen  bezieben,  bei  deren  Lösung  zuerst  Spuren  der  Wahrscheinlich- 
keitsrechnung vorkommen.  Auch  ist  dieser  Distinction  eine  Ah- 
baodloDg  über  den  Handel,  die  von  einem  gewissen  Chiarini  her- 
rührt, vollständig  einverleibt,  wo  zum  ersten  Mai  von  der  doppelten 
Bochbaltuog  gesprochen  wird. 

Der  zweite  Haupttheil  der  Summa  umfasst  in  8  Distinctioncn 
eine  vollständige  Abhandlung  der  theoretischen  und  praktiscjien 
Geometrie.  Die  Üeberschrift  eines  Capitels  der  3ten  Distinction: 
Modus  solvendi  varios  casus  figurarum  quadrilaterarum  rectangula- 
rum  per  viam  algebre,  zeigt,  dass  hier  schon  Anwendung  der  Al- 
gebra auf  Geometrie  voskommt,  die  überhaupt  viel  älter  ist,  als 
nao  gewöhnlich  annimmt. 

Dieses  grosse,  inhaltreiche  Werk  Pacioli's  ist  nur  eine  Com- 
|iilatioo  aus  den  damals  vorhandenen  Schriften  über  Arithmetik, 
Algebra  und  Geometrie;  namentlich  sind  die  Fibonacci's  benutzt, 
ja  der  Verfasser  sagt  sogar,  dass  wenn  er  einen  Schriftsteller  ci- 
tire,  ebne  seinen  Namep  zn  nennen,  er  aus  Leonardo  von  Pisa  ent- 
ieboe.  Die  Wissenschaft  selbst  hat  weder  an  Umfang  noch  in  der 
Bebandlang  gewonnen;  die  Gleichungen  werden  noch  immer  durch 
Worte  ausgedrückt;  nur.  zur  Abkürzung  bedient  sich  Pacioli  hier 
Qod  da  der  Bucbstaben  p  (pip  d.  b.  plus)  und  tn  (meno  d.  h.  mi- 
DQs).  Das  Zeichen  =  kommt  nicht  vor,  dafür  gebraucht  er  das 
Wort  effuale. .  Für  das  Wurzela^eichen  steht  der  Buchstabe  Rj  und 
die  ÜDoekannte  w  wird  durch  co.  (cosa) ,  a:'^  durch  ce.  (censo), 
^*  durch  cu.  (cubo),  oc*  durch  ce.  ce.  (censo  censo)  u.  s.  w.  aus- 
Kedrückt.  Auch  der  Charakter  dieses  Werkes  ist  von  dem  der 
iriberen  nicht  verschieden;  es  beruht  auf  einer  beständigen  Ver- 
ünigiüig  der  Algebra  mit  der  Geometrie:  eine  Eigenthümlichkeit, 
^ie  demnächst  beinahe  in  allen  mathematischen  Schriften  des  16ten 
Jahrhunderts  gefunden  wird. 

Pacioli  ist  noch  der  Verfasser  eines  zweiten  Werkes,  das  je- 
doch nicht  dieselbe  Wichtigkeit  hat,  als  das  eben  besprochene;  der 
l^tel  desselben  ist:  Luoae  Pacioli  divina  proportione,  opera  a  tutti 
giiagegni  perspicaci  e  curiosi  necessaria:  ove  ciacun  studioso  di 
phiIpBophia,  prospettiva,  pictura,  sculptura,  architectura,  musica  e 
^tre  matematiche,  soavissima,  sottile  e  admirabile  dottrina  conse- 
quira  e  delectärassi-  con  varie  questione  di  secretissima  scientia, 
Veoetiis  1509.  in  fol.  *).    Unter  proportio  divina  versteht  der  Ver- 


*)  BHne  vollständige  Darstellung  seines  Inhaltes  bei  Kästner,  Gesch.  der 
Math.  Bd.  1.  p.  417,  sqq. 
TheUUf.  19 
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fasser  die  Theilnng  einer  geraden  Linie  in  das  mittlere  und  änsgere 
Verhältniss,  die  auch  sonst  Sectio  aurea  oder  der  goldene  Schnitt 
genannt  wird;  er  will  sie  zur  Grundlage  aller  der  im  Titel  des 
Werkes  erwähnten  Wissenschaften  und  Künste  machen.  Gegen- 
wärtig ist  dasselbe  nur  insofern  noch  von  Interesse,  dass  Leonardo 
da  Vinci  mit  eigener  Hand  die  Figuren  dazu  gravirt  und  Tielleicllt 
selbst  Antheil  an  der  Redaction  gehabt  hat  ^). 

Kurz  nach  der  Divina  proportione  erschien  im  Jahre  1521  zu 
Florenz  ein  für  die  Geschichte  der  Mathematik  höchst  wichtiges 
Werk:  Die  Summa  de  arithmetica  des  Franzesco  Ghaligai,  das  wir 
schon  häufig  citirt  haben.  Es  besteht  aus  13  Büchern,  und  enthält 
die  Lösung  der  Gleichungen  der  beiden  ersten  Grade,  die  mehrerer 
sehr  schwierigen  Probleme  aus,  der  unbestimmten  Analjsis  (im  8ten 
Buche^  das  wiederum  nach  Fibonacci  gearbeitet  ist)  und  die  Rech- 
nung mit  den  einfachsten  Wurzelgrössen.  Aber  namentlich  dadurch 
gewährt  dieses  Werk  ein  eigen thümliches  Interesse,  dass  es  ge* 
Wissermassen  ein  histoi:ischcs  Repertorium  ist,  denn  man  findet 
darin  bedeutende  Fragmente  aus  den  Schriften  Fibonacci's^  Aus- 
züge aus  einer  Algebra,  die  von  dem  oben  erwähnten  Guglielmo 
di  %unis  aus  dem  Arabischen  übersetzt  wurde,  einige  Untersnehnn- 
gen  aus  den  Schriften  des  Giovanni  del  Sodo,  welcher  der  Lehrer 
des  Ghaligai  war,  und  wiederholte  Anführungen  eines  Benedetto, 
dessen  Werke  wir  gegenwärtig  nicht  mehr  kennen. 

Diese  Schrift  Ghaligai's  ist  weniger  weitschweifig,  als  die  Pa- 
cioli's,  und  desshalb  musste  sie  auch  zu  ihrer  Zeit  mehr  Ginfluss 
auf  das  Studium  der  Mathematik  haben.  Sie  enthält  «in  sehr  gutes 
R^sum^  von  dem,  was  man  damals  wusste,  und  zeichnet  sich  in 
dieser  Hinsicht  vor  allen  früheren  Sciiriften  ähnlicher  Art  aus. 

Ausser  diesen  beiden,  die  ffanze  Wissenschaft  der  damaligen 
Zeit  umfassenden  Werken  erschienen  nun  noch  zu  Anfange  des 
16ten  Jahrhunderts  einige  Abbachi,  die  zwar  nur  dre  ersten  Ele- 
mente enthalten ,  die  aber  ihres  Alterthums^  wegen  hier  eine  Stelle 
finden  mögen.    Sie  sind: 

Pellos,  oompendion  de  abacho,  Thaurino  1492.  4.  (im  Dialekt 
von  Nizza  geschrieben); 

Pietro  di  Borge,  libro  de  abacho,  Venetia  1561«  4.; 

Sfortunati  von  Siena,  nuovo  lume  di  'arithmetica,  Veoet. 
1561.  4.; 

Uberti,  thesoro  universale  de  abacho,  Vinegia  1548.  8.;  « 

Feliciano,  libro  di  arithmetica  e  geometria,  intilulato  scala 
grimaldelli,  Vinegia  1550..  4.; 

Verini,  specbio  del  mercatante,  Milano  1542.  8.. 

Catani  von  Siena,  practica  delle  due  prime  matematiche,  Ve- 
netia 1546.  4«; 


*)  Montucla  (Eist,  des  matb.  Todk  I.  p.  552.)  und  Chasles  (Geschiebte  der 
Geomet.  d,  Uehers,  p.  637)  führen  noch  ein  drittes  Werk  von  Pacioii 
an:  Libellus  in  tres  partiales  tractatus  divisus  quorumcunque  corpo- 
rum  regularium  et  dependentium  active  perscrutationis,  Venedig  IW* 
in  4.;  aus  Kästner^s  Gesch.  der  Math.  Bd.  I.  p.  438  geht  jedoch  her 
vor,  dass  dasselbe  nur  eine  besondere  Abtheilung  der  Divina  propor- 
tione ist,  Hiermic  scheint  Libri  übereinzustimmen,  der  es  nicht  er- 
wähnt hat. 
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Ortega«  summa  de  arithmetica,  Roma  1515.  foL  (Juan  de  Ortega 
war  ein  Spanier,  der  dieses  Werk  iik  Italien  verfasste)  *). 

Alle  diese  Werke»  die  Hauptwerke  PacioU's  und  Ghaligai's  mit 
eiDgeseblosseu ,  bebandeln  nur  Gleichungen  der  beiden  ersten  und 
solche  höherer  Grade,  die  sich  auf  den  zweiten  zurückführen  las- 
sen, and  auch  diese  nicht  einmal  vollständig,  denn  man  zog,  wie 
es  auch  die  Araber  und  nach  ihnen  Fibonacci  gethan  hatten,  weder 
die  negativen  noch  die  imaginären  Wurzeln  in  Betracht,  und  hielt 
die  Gleichungeq  für  unlöslich,  bei  denen  man  auf  solche  Wurzeln 
kam.  Kaum  hatte  man  in  einzelnen  Fällen  die  Mehrheit  der  Wur- 
lelo  erkannt.  Vergleichen  wir  hiermit  den  Zustand  der  Algebra, 
wie  er  dch  aus  den  um  dieselbe  Zeit  in  Deutschland  erschienenen 
Werken  ergiebt,  so  bietet  sich  ein  in  der  That  erfreulicher  ünter- 
ichied  dar;  die  Arithmetica  integra  von  Michael  Stifel,  die  1544 
KQ  Nürnberg  erschien,  legt  eine  tiefere  Kenntniss  und  eine  ältere 
Ansbildang  der  Wissenschaft  dar,  als  wir  in  den  bisher  betrachte- 
ten italienischen  Werken  sahen.  Besonders  bemerkt  man  in  der<* 
selben  eine  Annäherung  an  die  abstrakte  Form,  welche  die  Alge- 
bra seitdem  angenommen  hat  Ausser  den  Zeichen  -K  und  — ^*), 
den  jetzt  gebräuchlichen  Wurzelzeichen ,  der  Bezeichnung  der  Un- 
bekannten durch  Symbole  u.  s.  w«.  findet  sich  darin  das  Princip 
der  Mehrheit  der  Wurzeln  einer  höhern  Gleichung  ausdrücklich  er- 
wähnt und  bewiesen.  Dieses  Werk  von  Stifel  ist  aber  nur  eine 
Bearbeitung  einer  im  Jahre  1524  erschienenen  Schrift  des  Christopb 
Rudolph  von  Jauer***),  mithin  muss  jene  fflückliche  Ausbildung 
der  Algebra  in  Deutschland  wenigstens  zu  dieser  Zeit,  oder  aucb 
poch  iräher  statt  gefunden  haben,  und  in  der  That  hat  Drobiscb 
in  der  neuesten  Zeit  in  einem  alten  Rechenbuche  des  Joh.  Wiede* 
mMu  TOD  Eger  vom  Jahre  1489  die  Zeichen  +  und  —  schon  ge- 
fanden  f).  —  Vielleicht  wird  einmal,  wenn  die  Bibliotheken  des 
BÜdlicben  Deutschlands  durchforscht,  und  aus  den  noch  vorhandenen 
Mannscripten  über  den  Zustand  dei:  Mathematik  im  15ten  und 
16ten  Jahrhundert  neue  Aufschlüsse  gewonnen  sein  werden ,  diese 
bisher  rSthselbafte  Erscheinung  sich  aufklären. 

Wir  kehren  nach  Italien  zurück.  Wir  sahen^  dass  daselbst  die 
Algebra  zu  Anfange  des  lOten  Jahrhunderts  no^h  nicht  über  die 
ersten  Elemente  hinaus  vorgeschritten  war;   aus  diesem  «Zustande 


*)  Eine  spanische,  zu  Sevilla  gedrückte  Schrift  desselben  Verfassers  über 
Arithmetik  und  Geometrie  führt  Kästner  Gesch.  der  Math.  Bd.  L 
n.  96_99  ai^ 

**)Libri  sagt  zwar,  dass  diese  Zeichen  zuerst  in  den  Manuscripten  des 
Leonardo  da  Vinci  sich  fanden ;  derselbe  muss  sie  jedoch  nicht  mitge- 
theilt  haben,  denn  Pacioli,  der  zugleich  mit  ihm  am  Hofe  des  Ludwig 
Moro  lebte,  gebraucht  sie  nicht. 

***)  Diese  Schrift  ist  höchst  selten  und  schon  Stifel  klagt,  dass  zu  seiner 
Zeit,  also  ohngefähr  20  Jahr  nach  ihrem  Erscheinen,  kein  Exemplar 
um  den  drei-  oder  vierfachen  Preis  zu  haben  seL  Sie  muss  sehr  bald 
eine  grosse  Verbreitung  erlangt  haben,  denn  es  ezistirt  von  ihr  eine 
in  Italien  angefertigte  lateinische  Uebersetzung,  die  noch  unter  den 
Manuscripten  der  KonigL  Bibliothek  zu  Paris  vorhanden  ist.  Siehe 
Cbasles  p.  6S8. 

t)  Drobiscb,  de  Joan.  Widmanni  Egerani  compendio  arithmeticae  mercato- 
nim  etc.    Lips.  1840. 

19* 
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"Hber  wurde  sie  gegen  die  Mitte  dieses  Jahrhunderts  durch  die  ve^ 
einten  Anstrengungen  eines  Ferro,  Tartaglia  und  Cardan  bis  zur 
Lösung  der  allgemeinen  Gleichungen  des  3ten  und  4ten  Grades 
erhoben,  und  die  Rechnung  mit  imaginären  Grössen  wurde  er- 
funden. 

Die  Auflösung  der  cuhischen  Gletchungen  gelang  nicht  auf  ein- 
mal; Libri  theilt  Auszüge  aus  zwei  alten  Manuscripten  des  Uten 
und  15ten  Jahrhunderts  mit,  die  sich  in  seinem  Besitz  befindeD,  in 
welchen  mehrfache  Versuche  zur  Lösung  solcher  Gleichungen  ge- 
macht sind.    Die  grösste  Schwierigkeit  hierbei  war  die,  dass  man 
nicht  auf  analogem  Wege,  wie  bei  den  Gleichungen  des  2teD  Gra- 
des, dahin  gelangen  konnte,  sondern  dass  neue  Methoden  geschaf- 
fen werden  mussten.     Der  Name  des  ersten  tlrfinders  einer  solchen 
ist  nur  durch  Zufall  auf  uns  gekommen ;  kein  gleichzeitiger  Schrift- 
steller gedenkt  seiner  und  sein  Verfahren  ist  unbekannt  geblieben. 
Scipione  Ferro,  von  1496  bis  1525  Professor  zu  Bologna,  löste  za- 
erst  die  Gleichung,  die  man  damals  „capitulnm  cubi  et  rerum  db- 
mero  aequalium^^  (d.  h.  ac*  +  moc  =  d)  nannte ,  allgemein  auf;  er 
starb  aber,  ohne  seine  Entdeckung  bekannt  gemacht  zu  haben.   Die 
gefundene  Formel  hatte  er  jedoch  dem  Antonio  Fiore  anvertraat, 
der  unterschiedenen  Geometern,  so  auch  1535  dem  Tartaglia,  Pro- 
bleme zur  Lösung  vorlegte,- die  nur  mit  Hülfe  der  Formel,  in  dereti 
Besitz  er  war,  erhalten  werden  konnte.    Da  Fiore  nur  ein  gewöhn- 
licher Rechner  war ,   so  glaubte  anfangs  Tartaglia,  dass  er  «elbst 
nicht  im  Besitz  der  Lösung  seiner  Probleme  sei;    als  aber  Fiore 
versicherte,  dass  ihm  die  Methode. dazu  vor  30  Jahren  von  eines 
grossen  Mathematiker  mitgetheilt  worden  sei,  so  beschäftigte  Tar- 
taglia sich  ernstlich  dalnit  und  fand  die  Lösung  M.    'So  findet  sieb 
die  Erzählung  in  Tartaglia's  Schrift:    Quesiti  et  mventioni  diverse 
(Veuet.  1554.);  Ferro's  Name  wird  jedoch  nicht  genannt,  Cardan 
indessen  kommt  auf  denselben  Gegenstand  in   dem  ersten  Capitel 
seiner  Ars  magna  zu  sprechen  und  citirt  den  Scipione  Ferro  ab 
den,  welcher  dem  Fiore  seine*  Entdeckung  mitgetheilt  habe.    So 
war  demnach  das  erste  Hindern(iss  beseitigt,  das  Pacioli  und  alfe 
andere  nach  ihm  für  unübersteiglich  gehalten  hatten^  und  die  Bahn^ 
zu  weiteren  Fortschritten  war  eröffnet.  —    Mit  welcher  Freude  die 
Entdeckung  Ferro's  und  Tarta^lia's  von  ihren  Zeitgenossen  aofg»* 
nommen  wurde,  davon  giebt  nicht  allein  Cardan  Zeugniss**))  sie 
verursachte  eine  allgemeine  Bewegung  in  Italien.    Es  wurden  offen^ 
liehe  Wettkämpfe  veranstaltet,  woran  alle  Classen  der  Bevölkeruii| 
Theil    nahmen.     Von    allen    Seiten    wurden   Probleme   vor^elegt| 
Fürsten,    Mönche,    Gelehrte,    Gesandte,   Professoren,   Architekt« 
>vetteiferten  in  der  Lösung  derselben.    Die  oben  erwähnten  Quesl 


*)  Auch  sie  ist  unbekannt  geblieben;  Tartaglia  sagt  nur,  dass  er  vk 
Hülfe  einer  geometrischen  Constniction,  die  den  Cubus  der  Sumq 
zweier  Geraden  giebt,  dahin  gekommen  sei. 

*)  Temporibus  nostris,  Scipio  Ferreus  Bononientis,  capitulnm  cubi 
rerum  numero  aequalium  invenit,  rem  sane  pulchram  et  admiraoilei 
Quum  omnem  humanam  subtilitatem,  omnis  ingenii  mortalis  claritate 
ars  haec  superet,  donum  profecto  coeleste,  experimentum  autem  virtuit 
animomm,  atque  adeo  illustre,  ut  qui  haec  attigerit,  nihil  non  intel 
gere  posse  so  credat.  Cardan.  Ar.  mag.  cap.  I. 
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etc.  des  Tartaglia  eDthalteD  eine  Sammlooff  yod  Antworten,  die  er 
Bof  die  ihm  vorgelegten  Probleme  gab.  Onngeacbtet  dieses  allge- 
neinen  Bnthiisiasmus  wurde  jedoch  der  Name  des  ersten  Erfinders 
kimn  genannt. 

Der  bemerkenswertheste  Incidenzpunkt  dieser  langen  Discussio- 
Ben  war  der  Streit,  der  zwischen  Cardan  nnd  Tartaglia  sich  erhob. 
Der  letztere  war  nämlich  nicht  bloss  bei  der  Lösung  des  erwähn- 
ten Falles  steifen  geblieben,  er  hatte  sich  indessen  io  Besitz  der 
LöBUDg   allvr   übrigen  Arten    der   cnbischen    Glerchungen    gesetzt. 
Diese  Entdeckung,  die  er  sorgfaltig  geheim  hielt,  machte  Aufsehen. 
HieroBjmus  Cardan  zu  Mailand,  der,  obgleich  Arzt,  sich  dennoch 
vielfältig  mit  Algebra  beschäftigte,   interessirte  sieb  lebhaft  dafür. 
Zu  Terschiedenen  Malen  bat  er  nicht  nur  selbst,  sondern  Hess  auch 
dorch  andere  den  Tartaglia  um  Mittheilung  seiner  Methode  hitten. 
NKhdem  dieser  es  mehrmals  verweigert  hatte,  erhielt  Cardan  end- 
lieb  im  Jahre  1539  einige  Verse,   in  welchen  die  Art  nnd  Weise 
beschrieben  war,  wie  man  die  Wurzel  einer  jeden  cubischen  Glei- 
cboDg  erhalten   könnte.    Cardan  fand  dazu  den   Beweis,  der  ihm 
Dicht  mifgetbeilt   worden   war.     Er  stimulirte  nun  seine  Schüler, 
unter  welchen  Ferrari  der  bedeutendste  war,  die  Entdeckung  des 
Tartaglia  durcb  andere  zu  überbieten.    Ferrari  fand   die  Auflösung 
4er  Gleichungen  des  4ten  Grades;  man  legte  sich  wiederum  gegen- 
Kitig  Probleme  vor,<es  erfolgten  Herausforderungen  und  öffentliche 
Wettkämpfe  zu  Mailand  Im  Jahre  1547,    Das  aber  reizte  den  Tar- 
taglia am  meisten,  dass  Cardan  obngeachtet  des  feierlichsten  Ver- 
sprechens von    seiner  Seite  in  seiner  Ars  magna  die  Auflösung  der 
cubischen  Gleichungen  bekannt  machte.     Zwar  hatte  er  die  Priori- 
tät des  Geometers  von  Brescia  gebührend  anerkannt;  diesem  war 
tt  jedoch  höchst  unangenehm,  seine  Entdeckung  zum  ersten  Male 
in  einem  fremden  Werke  veröffentlicht  zu  sehen.    Er  beklagte  sich 
^^  icbmerzlich   darüber;   dazu  hatte  er  auch  alle  Ursache,    denn  die 
,^  Formel  Tartagli'tt'is    zur  Lösung   der  cubischen  Gleichungen    trägt 

<leB  Namen  Cardan's. 

i        Nachdem    wir   sa  den   Gang  der  Wissenschaft  im' Zusammen- 

ll  ^foge  dargestellt    haben,    dürfte    es    nicht    ohne    Interesse    sein, 

,   <lie  dabei   auftretenden  Personen   etwas  näher  kennen  zu  lernen. 

3L  ^^<*Be  Ferro ,^  den  ersten   Erfinder  der  Auflösung  der  cubischen 

.  ^leidtuBgen ,    kennen   wir   nur   dem  Namen    nach;   umständlichere 

;  Nachrichten  besitzen  wir  von  dem  zweiten,  Nicolo  TartagFia.     Ge- 

^,  Wen  zu  Brescia  im  Anfange  des  16ten  Jahrhunderts  war  er  kaum 

^^'  Uahr  alt,  als  er  seinen  Vater  verlor,  der  ein  Postillon  war.     Da- 

'    jierselbe  kein  Vermögen  hinterliess,  so  befand  sich  die  Mutter  mit 

ibren  drei  Kindern  —  Tartaglia   hatte   noch    zwei  Brüder  —  in 

^origea  Umständen.    Unser  Nicolo  war  noch  ein  Kind,  als  Gaston 

<^5  Foix  jene  furchtbare  Metzelei  zu.Brescia  anrichtete,  vor  welcher 

sieh  die  Familie   in   die  Cathedrale   flüchtete.     Wiewohl   sie   sich 

f  daselbst  vollkommen  sicher  glaubte,  so  wurde  Nicolo  dennoch  von 

'i^^^oeoi  Soldaten   verwundet    und    schrecklich    verstümmelt.     Seine 

Biroschale  war  an  drei   Stellen  durchlöchert  und  das  Gehirn   lag 

culi  offeu  da.    Er  erhielt  quer  über  das  Gesicht  einen  Schlag,  der  seine 

ra^i^beiden  Kianbacken    spaltete    und    den    Gaumen    bloss   legle.      So 

^^'!^    "^^^  er   weder   sprechen    noch    essen.    Da   auch    das  Uaus   der 

||,(jtjf™*ctt  Familie  von  den  Franzosen  verwüstet  worden  war,   so  litt 

<i>c  Matter  mit  ihren  3  Söhnen  die  grösste  Noth^  um  ihr  verunstal- 
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tetes  KiDd  zv  pflegen ,  leckte  sie  nach  Art  der  Hände  die  Wanden 
desselben.  Sie  heilten»  aber  Nieolo  stotterte  noch  lange  nachher^ 
wesshalb  man  ihn  Tartaglia  nannte.  Diesen  Spitznamen  behielt  er 
bei,  da  er  den  Namen  seines  Vaters  nicht  mehr  wusste.  Tar- 
taglia bildete  sich  selbst:  im  fünften  Jahre  lernte  er  lesen^  im  I4teD 
nahm  er  Schreibunterricht,  der  jedoch  schon  beim  Buchstaben  K 
wieder  aufhörte,  weil  er  seinen  Lehrer  nicht  bezahlen  kjdnnte;  er 
sah  sich  desshalb  genöthigt,  die  übrigen  Buchstaben'  des  Alpbabeths 
allein  nachz.ubiiden.  Seitdem  hatte  er  niemals  einen  Lehrer  wie- 
der, aber  unermüdlich  fleissig  stndirte  er  eifrig  die  Schriften  der 
i^rossen  Männer  früherer  Zeiten«  So  hatte  es  Tartaglia  in  seinem 
SOsten  Jahre  so  weit  gebracht,  dass  er  das  Geheimniss  des  Ferro 
entschleierte  und  die  allgemeine  Lösung  der  cubischen  Gleiebnn^en 
fand,  um  welche  sich  die  Mathematiker  schon  so  lange  vergeblich 
bemüht  hatten.  Durch  diese  Entdeckung  gewann  erst  die  neuere 
Zeit  ein  Uebergewicht  über  die  Zeiten  der  Griechen  und  Araber, 
denn  bisher  War  in  den  mathematischen  Wissenschaften  nocb  kein 
wesentlicher  Schritt  vorwärts  geschehen. 

Tartaglia  überliess  dem  Cardan  seine  Entdeckung  und  dieser 
erndtete  die  Frucht  davon;  wer  würde  sich  nicht  ebenso  bitter,  wie 
er,  darüber  beklagt  haben?  Bin  unglückliches  Loos  verfolgte  iiiD 
überall;  man  rief  ihn  nach  Mailand,  nach  Venedig,  aber  bald  ge- 
rieth  er  in  Vergessenheit:  seine  Vaterstadt  wünschte  ihn  wieder  in 
iht*en  Mauern  zu  sehen,  jedock  auch  hier  kümmerte  man  sich  wenig 
um  ihn  und  behandelte  ihn  mit  Geringschätzung,  Tartaglia  kehrte 
nach  Venedig  zurück,  wo  er  im  Jahre  1559  starb.  Das  ist  das 
Leben  eines  der  grössten  Männer  des  lOten  Jahrhunderts.*  Man 
hat  gesagt  und  wiederholt  es  noch  fortwährend ,  dass  Tartaglia 
einen  sehr  reizbaren  Charakter  gehabt  habe;  es  mag  sein  —  wer 
aber  dürfte  unter  so  bewandten  Umständen  wohl  nyehr  unsere  Nach- 
sicht in  Anspruch  nehmen?  > 

Tartaglia  hat  viele  Werke  geschrieben,  aber  das,  worin  er  die 
Auflösung  der  cubischen  Gleichungen  und  seine  algebraischen  Un- 
tersuchungen überhaupt  niederzulegen  gedachte,  ist  nicht  erschie- 
nen. Sein  grosses  Werk:  General  trattato  di  numeri  e  misure 
(Vinegia^  1556.  6  part.  in  fol.)  enthält  einen  vollständigen  Cursos 
der  reinen  Mathematik.  Man  findet  darin  Arithmetik,  Algebra,  Geo- 
metrie und  Kegelschnitte  nach  einander  abgehandelt.  Unter  anderD 
bemerkenswerthen  Sachen  enthält  dieses  Werk  die  Entwickelnog 
eines  Binoms  für  ganze  positive  Exponenten  nach  einer  Regel»  aus 
der  sic|i  eine  allgemeine  Formel  ableiten  lässt;  ferner  Probleme 
aus  der  Wahrscheinlichkeitsrechnung,  deren  richtige  I^ösung  «hr 
von  Pacioli  bereits  gesucht,  von  Tartaglia  ebenfalls  nicht  getrof- 
fen wurde.  Die  Rechnung  mit  Wurzelgrössen  wird  voUstäo<iig^r 
abgehandelt,  geometrische  Probleme  mittelst  einer  einzigen  Cirkel- 
öfraung  gelöst  und  algebraische  Gleichungen  constroirt.  Ferpef 
finden  sich  in  diesem  umfassenden.  Werke  Probleme  über  Maxi»* 
und  Minima  algebraischer  Funktionen,  die  rein  algebraisch  ^^^^' 
delt  werden;  unter  anderen  ein  Problem,  das  Tartaglia  von  Csfw^ 
vorgelegt  wurde:    die  Zahl  8  in  zwei  Tbeile  so  zu  theilen,  ''^^^ 


das  Produkt«  welches  entsteht,  wenn  der  eine  mit  dem  andern  n 
mit    der  Differenz    beider    multiplioirt    wird,    ein    Maximum    i^- 
Dieses  Werk  ist  übrigens  nicht  vollendet;  dem  Verfesser  ^«l^^^j 
wahrscheinlich   an  Zeit  die  Redaction   selbst  zu   verbesiero, 
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nebrere  AbschBUte  sind  erut  nach  seinem  Tede  erschienen,  fn«. 
dessen  alle  darin  abgehandelten  Gegenstände  sind  für  die  Ge- 
schichte der  Wissensebaft  von  Interesse:  der  grosse  Streit  des  Ver- 
tossers  mit  Card(jin  und  Ferrari  wird  vollständig  erzählt,  und  die 
von  den  verschiedenen  Theilnehmern  am  Streite  vorgelegten  Fra- 
gen sind  beinahe  sämmtlich  erwähnt.  Sie  beziehen  sich  Vorzugs- 
I  weise  auf  die  Lösung  cubischer  Gleichungen  und  geometrischer 
I    Probleme. 

i         Tartaglia  hat   auch   der   Ballistik   die    erste    wissenschaftliche 

!    Grundlage  gegeben.    In  der  Schrift:  Scientia  nova  (Venetia  1550. 

j    i)  findet   sich    das   merkwürdige  Resultat,   dass  man  die  grösste 

;    Wirkuoff  erhält,  wenn  unter  einem  Winkel  von  45®  gerichtet  wird. 

Tartaglia  war  schon  im  Jahre  1532  darauf  gekommen.    Ohngeach- 

let  aller  Anstrengungen  gelang    es  ihm  aber  dennoch  nicht,    die 

Warflinie  zii  bestimmen  und  die  Wahrheit  dieses  richtigen  Satzes 

i    zu  beweisen.  .  Eben   so  wenig  vermochte  er  die  Mechanik  wissen* 

!    schaftlich  zu  begründen,  denn  er  verstand  nicht,  die  hergebrachten 

I    Definitionen    und  Eintheilungen   zu   verlassen    und   an  inre  Stelle 

i   neue  zu  schaffen.    Indessen  sieht  man  dennoch  aus  seinen  Irrthü- 

1   Bern  einige ,  richtige  Grundgesetze  der  Mechanik  hervorschimmern, 

uod  man  muss  es  ihm  Dank  wissen,  dass  er  zuerst  die  Geometrie 

:iaf  die  Bestimmung  der  krummlinigen  Bewegung  und  auf  den  Fall 

;>   der  Körper  anwandte.      Auch  diese  Schrift,    die  aus    fünf  Bncbern 

:    bestehen  sollte^  ist  unvollendet  geblieben^  denn  die  beiden  letzten 

,;   feUeo.    Das  fünfte,  das  nach  des  Verfassers  Ankündigung  eine  Art 

i    Handbuch  über  Chemie  in  ihrer  Anwendung  auf  Verfertigung  des 

Pulvers  und  der  Kunstfeuer  im  Allgemeinen  werden  sollte,  würde 

'    raenwärtig   interessante   Beiträge^  zur   Geschichte   der   Pyrologie 

.    uarbieten. 

Das  schon  oben  erwähnte  Werk  Tartaglja's:  Quesiti  et  inven- 

tioni  diverse,  enthält  eine  grosse  Anzahl  Probleme,  die  dem  Ver- 

.    fasser  von  vielen,  namentlich  erwähnten  Personen  vorgelegt  wur- 

>;    den,  zugleich   mit  den  darauf  gegebenen  Antworten.    In  den  drei 

%    trsten  Büchern    beschäftigt   er   sich    auch    mit   der   Artillerie   und 

nj  Ballistik;   man  findet  unter  andern  darin   die  Dimensionen  der  da- 

C    joals  gebräuchlichen   Stücke,  ihr  Kaliber  und  das  Verfahren,   die 

I   iooere  Weite  derselben   zu  bestimmen,   so   wie  auch  verschiedene 

'jf  Recepte  zur  Anfertigung  von  Pulver;  er  spricht  daselbst  von  der 

[,}  ullmäliligen  Entzündung  des  Pulvers  und  erklärt  aus  der  Erhitzung 

,,  des  Stücks  und  aus  der  daraus  entstehenden  Verdünnung  der  Lun 

,;.   die  Absorption,    welche  man    zuweilen  bemerkt;   er  berücksichtigt 

,:  deo  Widerstand  der  Luf(  bei  der  Bestimmung  der  Schussweite  und 

.f  pfifft,  dass  die  Wurflinie  niemals    eine   Gerade    sein   wird.      Das 

'^i  foulte  Buch    enthält   die   Feldmesskunst    und    das   Aufnehmen   der 

ri  Ebenen.    Die  Instrumente,  die  damals  die  Feldmesser  gebrauchten, 

fr  werden  beschrieben;  auch  findet  sich  hier  eine  Abbildung  der  da- 

[^  aals  gebräuchlichen  Form  der  Boüssole.    In  den  folgenden  Büchern 

1^1,  Goden  sich  Untersuchungen  über  Fortification,  Statik  und  Algebra, 

[^1  und  dtts   neunte  erhält,    wie  schon  erwähnt,  die  Streitfragen  in 

t  Betreff  der  cubischen  Gleichungen,  die  Tartaglia  von  Fiore  und' 

,gr  andern  Personen   vorgelegt   wurden.      Hier   wird    erzählt,    durch 

I .  welcbe  Mittel    und    durch    welche  Versprechungen  Cardan  endlicU 

yn  Y^  Tartaglia  zur  Mittheilung  der  allgemeinen  rormel  zur  Lösung 

i  der  cubischen  Gleichungen   hewog.    Zugleich   ergiebt  sich  auch, 
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dass  letzterer  seit  dem  Jahre  1541  das  Princip  der  Mehrheit  der 
Wurzeln  bei  cubischen  Gleichungen  erkannt  hatte,  falls  dieselben 
mehrere  positive  Wurzeln  haben,  denn  die  negativen  lässt  Tar- 
taglia,  selbst  bei  den  Gleichungen,  die  sich  auf  quadratisch^  zn- 
ruckführen  lassen,  unberücksichtigt:  eine  merkwürdige  Tbatsache, 
die  sich  nur  aus  der  hergebrachten  Gewohnheit  erklären  lässt.  Er 
vermochte  aber  nicht  die  Anzahl  der  Wurzeln  zu  bestimmeor,  denn 
er  sagt,  dass  die  cubischen  Gleichungen  immer  zwei  AuflösuDgen, 
und  vielleicht  auch  mehr  zulassen.  ^  * 

Tartaglia  hat  den  EMklid  ins  Italienische  übertragen,  und  aocli 
die  erste  nach  dem  griechischen  Original  gefertigte  Uebersetzung 
der  Schriften  Archimeds  (Archimedis  opera.  Venet.  1546.  4.)  gelie- 
fert.    Von   der   Abhandlung   Archimeds    „über   die   schwimmenden 
Körper  (de  infidentibusy*  kannte  er  noch  das  griechische'  Original, 
das   seitdem  yerloren    gegangen   ist^   so   dass   gegenwärtig  seine 
Uebersetzung  die  Stelle  desselben  vertritt  *^.    Aus  der   Bearbeitung 
dieser  Abhandlung  ging   wahrscheinlich  Tartagliu's  Schrift:  Tra- 
vagliata  inventione,  hervor,  worin  er  sich  mit  den  Anstalten  be- 
schäftigt,   ffesunkctie  Schiffe   wieder  emporzuheben,    und  von  der 
das  dritte  Buch  eine  kleine  Abhandlung  über  Meteorologie  eotbält. 
Er   nahm  später  diesen  Gegenstand  wieder  auf  und  erweiterte  ihn 
ib  dem  Ragionamenti  sopra  la  traVagliata  inVentione  (Venet.  1551. 
4.).     Unter  andern   findet   man  ,  hier   eine   Tafel   der    specifiscben 
Schwere  einer  grossen  Anzahl  von  Körpern,   wobei   die  Schwere 
des  Wassers  als  Einheit  genommen  ist.    Sie  scheint  zwar  im  All- 
gemeinen sehr  ungenau  zu  sein;  man  muss  jedoch  bedenken,  dass 
Tartaglia  die  Versuche    zu  Venedig   anstellte    und  wahrscheinlich 
unmittelbar  Seewasser  dazu  gebrauchte,  indem  er  nur  angenäherte 
Bestimmungen  zum  Behuf  des  Emporhebens  gesunkener  Schiffe  bä- 
hen wollte. 

Alle  diese  Werke  Tartaglia's  enthalten  uur  Mathematik  und 
Anwendungen  derselben  auf  verschiedene  Wissenschaften.  Er  käa- 
merte  sich  weder  um  die  zu  seiner  Zeit  so  hoch  geschätzten  ge- 
heimen Wissenschaften,  noch  um  die  verschiedenen  philosophiscben 
Systeme,  die  damals  so  rasch  entstanden»  um  ebenso  bald  wieder 
zu  vergehen. 

Von  ganz  verschiedenem  Charakter  war  sein  Rival,  Bieronymus 
Cardan,  geb.  1501  zu  Pavia  *^),  Mit  den  ausgezeichnetsten  Geistes- 
fähigkeiten ausgerüstet,  huldigte  er  dennoch  vollständig  den 
Schwachheiten  seines  Zeitalters.  Auf  der  einen  Seite  zitterte  er 
vor  jeder  Vorhersagung  und  vor  jedem  Traume,  auf  der  andern 
verwarf  er  kühn  jede  Autorität  und  folgte  nur  der  Intelligenz  als 
Führerin  in  das  Reich  der  Wissenschaften,  von  denen  keine  seiner 
Aufmerksamkeit  entging.  Bald  lebte  er  schwelgerisch,  bald  ging 
er  in  Lumpen  einher,  und  dennoch  hat  er  bei  seiner  ungeregelten 
Lebensweise  zahlreiche  Werke  geschrieben,  die  das  ganze  Gebiet 


*)  Wahrscheinlich  war  es  diese  Uebersetzung  Tart^ia's,  die  Commandin 
verbesserte.    Vergl.  Kästner's  Gesch.  der  Math.  Bd.  IL  p.  201. 

***)  Die  Erzählung  de  Thou's,  dass  Cardan  im  75sten  Jahre  freiwillig  den 
Hungertod  gestorben  sei,  um  seine  Vorhersagung  in  ErfQlIung  geben 
zu  lassen,  bat  Tiraboschi  (Storia  della  litt,  ital.,  Vol.  XI.  p.  431.)  xa 
widerlegen  versucht. 
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des  WiBsens  uinfasieD.  Die  gedruckteo  allein  füllen  10  Bände  in 
foL,  aber  sie  sind  nicht  die  Hälfte  von  dem,  was  Cardan  gescbrie« 
ben  hat.  Uns  interessiren  hier  nur  die  mathematiscben ,  besonders 
die  algebraischen  Scbrifiten,  in  welchen  er  sich  als  ein  gewandter 
und  ernndnng^sreicher  Analyst  zeigt.  In  seiner  Ars  magna 'spricht 
er  nicht  allein  von  der  Mehrheit  der  Worzeln,  sondern  er  berück- 
sichtigt daselbst  auch  zuerst  die  negativen  Wurzeln,  die  er  falsao 
seo  fictae  nennt.  Ganz  besonders  ißt  aber  hervorzuheben,  dass 
Cardan  zum  ersten  Male  imaginäre  Wurzeln  erwähnt,  deren  Dupli- 
cität  er  nachweist.  Man  verdankt  ihm  auch  eine  Methode  zur  Lör  . 
soD^  der  Gleichungen  dorch  Näherung;  er  snbstitoirt  nämlich  nacff 
einaoder  für  die  Unbekannte  zwei  Zahlen,  findet  hierbei  ein 
Zeichenwechsel  statt,  so  schliesst  er,  dass  zw.iscben  diesen  beiden 
Zahlen  die  Wurzel  enthalten  sein  muss.  Cardan  hat  unter  andern 
auch  die  Theoreme  gefunden,  dass  jede  cubische  Gleichung  sich 
durch  die  Unbekannte  vermindert  um  die  Wurzel  dividiren  lässt, 
nnd  dass  der  Coeffieient  des  zweiten  Gliedes  der  Summe  aller 
Wurzeln  mit  entgegengesetztem  Vorzeichen  gleich  ist;  ferner  hat 
er  die  gleichen  Wurzeln  gekannt  und  behandelt;  er  näherte  sich 
BOf^ar  dem  Theorem  des  Descartes  über  Zeichenwechsel  und  Zei- 
cbeufolge,  und  er  wurde  gewiss  noch  mehr  Entdeckungen  gemacht , 
haben ,  wenn  er  sämmtlicne  Glieder  der  Gleichung  auf  eine  Seite 
gebracht  und  =0  gesetzt  hätte;  aber  zu  seiner  Zeit  verfuhr  man 
noch  ganz  nach  der  Art  und  Weise  der  Araber,  welche  die  Glieder 
der  Gleichungen  auf  beide  Seiten  des  Gleichheitszeichens  vertheil- 
ten,  um  sie  sämmtlich  positiv  zu  machen  *). 

Obgleich  Cardan  das  Vorhandensein  der  drei  Wurzeln  einer 
cubischen  Gleichung  nicht  allgemein  bewiesen  hat,  falls  sie  sämmt- 
lich imaginär  sind,  so  hat  er  doch  ihre  Existenz  in  sehr  vielen 
Fällen  sezeigt,  indem  er  sie  überhaupt  auf  geometrischem  Wege 
durch  Kegelschnitte  bestimmte.  Zwar  hatten  die  Araber  schon 
ähnliche  Untersuchungen  gemacht,  aber  Cardan  kannte  sie  nicht, 
und  seine  Constructipn  der  allgemeinen  cubischen  Gleichung  ver- 
dient bemerkt  zu  werden,  weil  sie  zuerst  zeigt,* wie  ein  zwischen 
zwei  Grössen  bestehendes  Verhältniss  durch  Abscissen  und  Ordina- 
ten  einer  Curve  allgemeio  dargestellt  werden  kann. 

In  allen  Schriften  Cardan's  kommen  mathematische  Unter- 
suchungen vor;  er  versuchte  sogar  die  Mathematik  auf  die  Medicin 
anzuwenden,  indem  er  die  Frage  bebandelte,  ob  die  durch  die  Me- 
dicamente  hervorgebrachten  Wirkungen  in  arithmetischer  oder  geo- 
metrischer Proportion  zu  den  gegebenen  Dosen  stehen. 

Unter  den  Schülern  t!ardan's  war  der  ausgezeichnetste,  Luigi 
Ferrari  aus  Bologna,  der  zu  Mailand  und  später  in  seiner  Vater- 
stadt Professor  war.  Er  entdeckte,  wie  schon  erwähnt,  die  Auflö- 
sung der  Gleichungen  des  4ten  Grades,  die  er  nach  damaliger  Sitte 
geheim  hielt.  Cardan  veröffentlichte  sie  jedoch  in  seiner  ^rs  magna, 
und  eine  ausführliche  Darstellung  findet  sich  in  der  Algebra  des  Bom- 
belli.  Ersterer  entwirft  kein  besonderes  Bild  von  dem  Charakter 
des  Ferrari;  so  ausgezeichnet  er  in  der  Mathematik  war,  so  wenig 
zeigte  er  sich  mit  den  Regeln  des  Anstaudes  im  Leben  vertraut« 


*)  Siehe  Kastner's  Gesch.  der  Math.  Bd.  I.  p.  IM)  ff. 
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Er  war  sehr  reizbar  uod  hatte  schon  im  ITten  Jahre  alle  Finger 
der  rechten  Hand^  in  einem  Streite  verloren.  Er  starb  1565  in  der 
Blüthe  seines  Lebens,  43  Jahr  alt,  wie  man  glaubte,  von  seioer 
Schwester  vergiftet«  Voo  ihm  siod'  nur  einige  Briefe  gedruckt. 
Seine  Abhandlung  über  den  Irrthum,  den  man  bei  der  Bestimmnng 
des  Osterfestes  begeht^  war  noch  1731  als  Mannscript  vorhanden, 
und  Cardan  erwähnt^  dass  Ferrari  auch  über  Geometrie  geschrie- 
ben habe. 

Zu  den  Männern,  die  sich  um  die  Algebra  sa  ausgezeichnete 
Verdienste  erwarben ,  gesellt  sich  als  der  letzte  Raphael  Bombelli. 
iFon  seinem  Leben  weiss  man  nur  so  viel ,  dass  er  in  der  Vater* 
Stadt  Ferro's  und  Ferrari's,  zu  Bologna  —  um  welche  Zeit,  ist 
unbekannt  —  geboren  wurde,  und  im  Dienste  des  Bischofs  von 
MelE  als  Ingenieur  stand,  der  ihn  auch  veranlasste,  sein  berübmtes 
Werk  über  die  Algebra  zu  schreiben.  Es  erschien  1572,  und  ist 
in  3  Bücher  getheilt,  von  denen  das  erste  die  Elemente,  die  Rech- 
nung mit  Wurzeln  und  imaginären  Grössen  enthält,  das  zweite  die 
Gleichungen  behandelt,  und  das  dritte  eine  Sammlung  von  Pro- 
blemen ist,  unter  welchen  einige  sehr  schwierige  aus  der  nnbe- 
stimmten  Anaivsis  sich  finden.  Die  ganze  Algebra  der  damaligen 
Zeit  wird  in  demselben  gründlich  dargestellt,  und  die  Beweise  sind 
streng  und  vollständig.  Einiger  eigentbümliehen  Bezeichnungen 
bedient  sich  Bombelli;  es  ist  z.  B. 


^■^  ■  ZP     j     ^^^  ■  »Xf     y     ^—^         ■  %X*        •    •    •   •, 


also 

21  «»2(Ki  ;i22  =  2a:»  — 20^  +  22; 

ferner  ist 

2  t 

Die  Rechnung  mit  Wurzelgrössen  *),  so  wie  auch  die  allgemeine 
Theorie  der  imaginären  Grössen,  wovon  Bombelli  eine  glncklicbe 
Anwendung  auf  den  irreduciblen  Fall  macht,  finden  sich  nier  voll- 
ständig aus  einander  gesetzt.  Er  hat  ferner  zuerst  allgemein  aas- 
gesprochen, dass  jede  cubische  Gleichung  drei  Wurzeln  hat,  falls 
dieselben  sich  sämmtlich  unter  imaginärer  Form  darstellen,  und 
hat  seine  Behauptung  in  sehr  vielen  Fällen  durch  unmittelbares 
Ausziehen  der  Wurzeln  aus  beiden  Binomen  dargethan.  Bombelli 
benutzt  zwar  die  Schriften  Leonardo's  von  Pisa  und  Pacioli^  aber 
er  vervollkommnet  die  Beweise,  so  dass  seine  Algebra  zu  den 
Fortschritten  der  Wissenschaft  nicht  wenig  beigetragen  hat.    ' 

Seit  den  Zeiten  Bombelli's  nahm  das  Interesse  für  das  Studinm 
der  Algebra  in  Italien  ab.     Nur  Pietro  Antonio  Cataldi  **),  Pro- 


•)  Leibnitz  nnd  Hutton,  nach  diesem  auch  Klügel  (Wörterbuch,  Theü  L 
Art.  Algebra)  haben  das  Gegentheil  behauptet,  indem  sie  Bombelli  hierin 
DnvoUst'äiidigkeic  nachweisen;  Plana  hat  jedoch  in  einer  längeren  Note 
(Libri,  histoire  des  inathem.  tom.  III.  p.  446.  sq.)  das  Urtheil  von  Leib- 
nitz  widerlegt.  Derselbe  führt  auch  mehrere  Stellen  aus  Lagraoge's 
Vorlesungen  an,  die  dieser  1795  an  der  Normalschule  gehalten  hat, 
worin  ebenfalls  zu  Gunsten  Bombelli's  entschieden  wird. 

**)  Von  Montucla  nicht  erwähnt. 
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kaaoT  BD  der  ÜDivertität  zn  Bologna,  legte  sieb  später  mit  eiBigem 
Erfolffe  anf  die  Wisseoschaft.  Uoter  seineo  zahlreichen  Werken  ^— 
er  scnrieb  deren  mehr  als  30  —  Terdienen  nur  die  wenigsten  an- 
sere  Aufmerksaaikeit,  die  meisten  enthaltet^  nichts  Neues.  Beson- 
ders ist  hier  zo  erwähnen  sein  Trattato  del  modo  brevissimo  di 
trovare  la  radice  qnadra  delli  nnmeri  (Bologna  1613.  in  fol.);  es 
fiodet  sich  nämlich  hierin  nicht  allein  ein  Ver£shren,  wie  man 
Bäherongrweise  eine  Quadratworzel  ausziehen  haun,  so  dass  die- 
selbe unter  der  Form  einer  unendlichen  Reihe  erhalten  wird,  son- 
dern Cataldi  bedient  sich  auch  zu  eben  dem  Zwecke  der  Ketten- 
brache,  deren  ersten  IGebrauch  man^  sonst  dem  Lord  Bronncker 
toschrieb.    Er  setzt  z.  B. 

1/18  =  4. 


8-f 


8-h 


•  •  • 


nnd  beweist,  dass  je  nachdem  man  zum  letzten  Nenner  einen  neigen 
Bruch  hinzugefügt  oder  weglässt,  Zahlen  erhalten  werden,  die  ab- 
wechselnd grö$ser  und  kleiner  sind  als  der  wahre  Werth,  und  dem- . 
selben   zugleich    immer    näher    kommen.      Nachdem   er   so    15mal 

den  Brach  -g-  ?nederbolt  hat,  erhält  er  zuletzt  einen  Werth  von 

k18,  bei  dem  man  noch  um  einen  Bruch  irrt ,  dessen  Zähler  =  1 
und  dessen  Nenner  eine  23  ziffrige  Zahl  ist.  Auch  stellt  Cataldi 
eine  Vergleichung  dieser  beiden  Näherungsmethoden  an.^  Es  ist 
überhaupt  merkwürdig,  dass  sich  schon  in  dieser  Sdhrift  die  ersten 
Spuren  der  Entdeckungen  finden,  die  sonst  gewöhnlich  Wallis  zu- 
geschrieben werden. 

Unter  den  algebraischen  Schriften  Cataldi's  sind  ferner  noch 
die  zu  erwähnen,  worin  er  die  Ausziehung  der  Cubikwurzel  aus 
gewissen  Binomen  und  sogar  Trinomen^  lehrt  (Nova  algebra  pro- 
portionale, Bologna  1619  in  fol.  und  Blemcnti  delle  iiuantitk  irra- 
tional!^ Belog.  1620  in  fol.).  Viele  Geometer  hatten  sich  schon  mit 
Problemen  ähnlicher  Art  beschäftigt,  um  namentlich  die  Schwierig- 
keiten, welche  die  Cardanische  Formel  verursacht,  zu  beseitigen; 
Cataldi  nimmt  in  diesen  beiden  Schriften  den  Gegenstand  von 
neuen  mit  Erfolg  war. 

Besonders  hat  aber  Cataldi  in  den  Anwendungen  der  Algebra 
<lie  Schärfe  seines  Geistes  dargelegt.  Seine  Algebra  discorsiva 
Numerale  et  lineare  (Belog.  1618  3  part.  in  fol.)  enthält  analytische 
Ceom^trie;  er  gebraucht  hier  Linien  anstatt  der  Zahlen  und  con- 
struirt  allgemein  die  Gleichung  des  zweiten  Grades.  Auch  in  der 
Algebra  applicata  (Belog.  1622  in  fol.)  finden  sich. viele  beachtens- 
wertbe  Sachen;  es  existirt  ferner  von  ihm/eine  trigonometrische 
Algebra  (Algebre  triangulaire),  die,  wie  alle  übrigen  Werke  Catal- 
di's,  sehr  selten  zu  sein  scheint. 

Cataldi  hat  sich  auch  mit  Geometrie  beschäftigt.  Er  commen- 
tirte  den  Euclid  und  vertheidigte  ihp  jgegen  die  Angriffe  Molina's "") ; 
ebenso  nahm  er  sich  auch  für  Archimed  gegen  die  Anmassungen 

•)  Cataldi,  elcmenti  di  Eoclide,  Belog,  1620.  21.- 25.  3  voll,  in  foL,  und 
Difesa  d*Euclide,  Bolog.  1626  in  fol.  (wahrscheinlich  seine  letzte  Schrift). 
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Scaliger's  auf  (Difesa  d^Arcbimede,  trattato  del  misurare  ti  travare 
la  graiidezza  del  cerchio,  Bologoa  1620,  in  fol.).  Auch  hat  Cataldi 
deu  berüchtigten  Satz  über  den  Parallelismus  zweier  Geraden  za 
beweisen  versucht  (Operetta  delle  linee  rette  equidistanti ,  Belog. 
1603.  A,)j  jedoch  der  Fehlscbluss  darin  ist  sehr  leicht  zu  bemerkeD. 

Cataldi  war  um  i§63  Professor  zn  Florenz;  aber  schon  1572 
finden  wir  ihn  an  der  Academie  und  Universität  ^n  Perugia.  1584 
wurde  er  zum  Professor  der  Mathematik  an  der  Universität  zu  Bo* 
logna  ernannt,  wo  er  bis  zn  seinem,  Tode  blieb,  der  nach  1626  er- 
fo%te.  Schon  in  seinem  17ten  Jahre  schrieb  er  den  ersten  Tbeil 
seiner  Pratica  Aritmetica,  der  jedoch  erst  1602  erschien,  woraof 
dann  1606  der  zweite  Theil  folgte.  In  Bologna  ffiündete  er  eise 
Academie  für  Mathematik,  vielleicht  die  älteste,  die  wir  kennen ( 
sie  wurde  jedoch  vom  Senate,  ohne  dass  man  wusste  warum,  auf- 
gehoben. Die  Vorlesungen,  die  Cataldi  daselbst  hielt,  sind  erschie- 
nen (Due  lettioni  date  nelP  Accademia  Brigenda,  Bolog.  1613.  4.). 

Ohnstreitiff  verdient  Cataldi  einen  ausgezeichneten  Platz  ^  unter 
den  Mathematikern  seiner  Zeit,  wenn  er  sich  auch  nicht  mit  den 
grosseii  Geistern  des  17ten  Jahrhunderts  vergleichen  lässt.  Er  be- 
sass  einen  erfinderischen  Geist  und  eine  ausgebreitete  Gelehrsam- 
keit, und  nahm  von  Allem  Notiz,  was  im  Auslande  erschien^  Die 
Namen  Vieta*s,  van  Ceulen's  finden  sich  in  den  Vorreden  zn  seinen 
Schriften  erwähnt.  Um  die  Ausbreitung  seiner  Wissenschaft  war 
ihm  so  sehr  zu  thun,  dass  er  seine  Schriften  in  mehr  als  100  Städ* 
ten  Italiens  mehrmals  an  Hanjiwerker  und  Arme  umsonst  verthei* 
len  Hess. 

So  sind  wir  bis  zum  Zeitalter  Galiläi's  gekommen,  der  an 
demselben  Tage  (18.  Febr.  1564)  zu  Pisa  geboren  wurde,  an  wel- 
chem Michel  Aogelo  starb.  Durch  ihn  erhielten  die  mathematischen 
Studien  in  Italien  eine  andere  Richtung.  Er  ist  der  Schopfer  der 
Mechanik  und  der  wissenschaftlichen  Physik;  in  beiden  Disctplinen 
haben  die  Italiener  bis  auf  die  neueste  Zeit  Bedeutende»  geleistet. 


XXXIV. 

Ueber'  Reihenentwickelungen    nach    der   Me- 
thode  der  unbestimmten  Coeflicienten 

Von 

Herrn  T.  Wittsteiii 

Lehrer  am  ^yceum  zu  Hannover. 


Es  ist  in  diesen  Blättern  mehrfach  von  der  Unzulässk^keit  der 
Methode  der  unbestimmten  Coefficienten  zum  B^huf  der  fintwicke- 
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ioDg  der  Fonkttonen  in  Reiben  die  Rede  ffewesen,  und  es  möchte 
ilessbalb  nicht  nopassend  sein',  hier  anch  die  Gründe  dieser  Unzn- 
läteigkeft  Tollständiff  susammengestelU  za  sehen.  Man  trennt  sich 
nogem  von  einer  Methode,  die  so  leicht  und  einfach  ihrem  Ziele 
zoföhrt,  man  sucht  die  Mängel  zu  verbessern,  die  Lücken  zn  er^än- 
len;  und  wenn  auch  das  Resultat  nicht  die  gewünschte  Befriedi- 
gUDg  bringt,  so  trägt  man  wenigstens  den  Ciewinn  davon,  dasa 
man  mit  Ueberzeug^ng  die  Methode  fallen  lässt. 

Als  Fundamental- Lehrsatz  der  Methode  der  unbestimmten  Coef- 
ficienten  muss  ein  Satz  angesehen  werden,  den  man  gewöhnlich  in 
folgender  Weise  ausspricht: 

Wenn  zwei  aut  gleiche  Weise  nach  Potenzen  von  a:  geord- 
nete Reihen 

-4o  +  -^i  ^  +  ^»^'-1-.  •  •.  und  Äo-f--^i^H"-^»^*H"«  •  •  • 

einander  gleich    sein   sollen ,    so   müssen   die   Coe£Bcienten 

? leicher  Potenzen  von  a:  in  beiden  gleich  sein, 
.ehrsatz  pfle^  in  den  Lehrbüchern  entweder  gar  nicht,  oder 
nur  mangelhaft  bewiesen  zu  werden.    Im  ersten  Falle  verwechselt 
Bsn  ihn  offenbar  mit  seinem  Umgekehrten: 

JTenn  die  Coefficienten  gleicher  Potenzen  von  x  in  jenen 
eiben  übereinstimmen,  so  sind  beide  Reihen  gleich; 
welches  auf  der  Stelle  klar  ist,  so  lange  nur  beide  Reihen  weder 
onbestimmte  noch  unendliche  Resultate  geben,  in  weichem  Falle 
der  Begriff  von  Gleichheit  wegfällt.  Im  zweiten  Falle  aber,  wo 
man  im  Laufe  des  Beweises  wiederholt  durch  a>  dividirt  und  so- 
dinn  ;r  =  0  setzt,  begeht  man  den  Fehler,  dass  man  beide  Seiten 
einer  Gleichung  durch  0  dividirt  und  die  Quotienten  wieder  gleich 
setzt,  da  ja  bekanntlich  der  Satz  „Gleiches  durch  Gleiches  dividirt 
*IOebt  Gleiches*^  eine  Ausnahme  erleidet,  sobald  0  der  Divisor  ist. 
Dieser  Beweis  lässt  sich  indessen  mit  Hülfe  von  Grenzbetrachtnn- 
gen  in  ein  völlig  strenges  Gewand  einkleiden,  wobei  jedoch  zu- 
gleich der  zn  beweiseode  Satz  selbst  einige  Modifikation  erleidet, 
nämlich  in  folgender  Weise. 

Lehrsatz.    Wenn  zwei  auf  gleiche  Weise  nach  Potenzen  von 
^  geordnete  Reihen 

^o  +  ^iiiP-|-^,a:*H-. . . .  und  B^^B^x^  B^x'^  -^^  ..... 

nir  alle  Werthe  von  a:  zwischen  ;r  =  0  und  a:z=zi  gleiche  Resul- 
tate geben  sollen,  so  müssen  die  Coefficienten  gleicher  Potenzen 
Ton  ^  in  beiden  gleich  sein. 
Beweis.    Da  die  Gleichung 

inr  a^=  0  bestehen  soll,  so  hat  man  sofort 

1)  A^  =  Äo. 

'Warans  folgt  ferner 

^i-a?  +  A^a:^  4-0. .  =  B^a:  +  B^a:^  -h  . . .  innerhalb  \     


_  innerhalb   , 

OS  X  /o? 
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folglidi   wenn   man  ^,   roh  a?=e  anfangend  ^  sich   dem  Wertle 
a?  =  0  nähern  lässt,  wo 

lim     '^"*"    *^ '-^^  =  lim  —  .lim  {A^  -t-^^jor-f-..  .)  =  -4i 

,.^  g.x+g,^' -♦-....  _  lim  ^  .  lim  (i?.+/?,a:-|-...)  =  Ä. 

wird, 

2)  A,=B,. 

Ferner  ist  daraus 

ji^a:^  H-  ^,^»  H-  .  . .  =  B^a:^  H-  B^aa*  H-  . . .  innerhalb  J     

und  durch  Üeberg^ng  zu  den  Grenzen,  wie  vorhin, 

^       3)  A^  —  B„ 

U-.  s.  w. 

Hiermit  ist  der  Torliegende  Satz  vollständicr  bewiesen.  Ans 
der  Beschaffenheit  dieses  Beweises  zeigt  sich  sofort,  wesshalb  in 
dem  Lehrsatze  die  Forderung  aufgestellt  werden  musste,  dass  för 
alle  Werthe  von  a:  zwischen  den  Grenzen  ^  =  0  und  a7  =  (  (von 
denen  die  letztere  hier  durchaus  willkürlich  ist)  obige  Reihen  gleiche 
Resultate  geben  sollen;  es  war  nämlich  zur  Auffindung  der  loi  Be- 
weise erforderlichen  Grenzwerthe  für  07  =  0  nötbig,  dass  man  ton 
einem  von  0  verschiedenen  Werthe  für  ^,  für  welcheo  die  soppo- 
nirte  Gleichung  noch  gültig  blieb,  ausgehen  konnte,  vm  sich  von* 
da  aus  der  0  zu  nähern.  Mehr  aber  bedurfte  es  nicht,  und  die 
frühere  Weise  den  Satz  auszusprechen,  wo  man  Gleichheit  beider 
Reihen  für  alle  Werthe  von  a:  (natürlich  mit  Ausschluss  derjeni- 
ffen,  für  welche  der  Begriff  der  Gleichheit  keine  Bedeutung  mehr 
bat)  verlangte,  war  desshalb  fehlerhaft  weil  die  Bedingung  in  die- 
sem Umfange  in  dem  Beweise  nicht  zur  Anwendung  kommen  kann, 
mitbin  der  Satz  mehr  behauptete,  als  der  Beweis  beweiset. 

Es  läsat  sich  hieran  noch  die  Folgerung  knüpfen,  dass,  wenn 
mau  eine  nach  Potenzen  von  x  for^äreitende  Reihe  hat,  die  in- 
nerhalb bestimmter  Grenzen  für  jp  (unter  denen  auch  0  vorkomat) 
die  Entwickeinng  einer  gegebenen  Funktion  von  jp  liefert,  es 
keine  von  dieser  verschiedenen  Reibe  mehr  geben  kann,  die  inner- 
kalb  derselben  Grenzen  gleichfalls  als  Entwickeinng  dieser  Funktion 
konnte  angesehen  werden.  Diese  Folgeraag  auscnsprechen  kann 
insofern  von  Nntaen  sein,  als  es  dadurä  noch  unentschieden  bleibt, 
«b  es  vielleicht  innerhalb  anderer  in  jenen  nicht  enthaltenen  Gren- 
aen  eine  andere  Reibenentvrickelang  der  vorgelegten  Funktion  ge* 
ben  ~ 


Dar  Garn«,  des  die  Metbade  der  bewtlmmti«  CaeScienten  (•• 
dieser  aiSbst  jetal  ibeiasg^en)  aimmt,    wa  eine  gegebene 
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FonktiQii  f(ai)  in  eine  Reihe  su  entwickeln,  die  nachpositi 
fransen  Potenzen  von  ;r  fortschreitet»  besteht  im  allgemeinen  darin 
dass  man.  die  Möglichkeit  einer  solcher  Bntwickelnng  voraussetzend, 
die  Gleichung 

/(sc) z=ji^'^ji^a:+ ji^a?*  -h 


aofstellt,  von  welcher  ausgehend  man  durch  verschiedene  Kunst- 
griffe —  deren  Erörterunff  nicht  weiter  zur  Methode  selbst  gehört, 
insofern  die  eig^nthümlicfae  Beschaffenheit  der  Funktion  fC^)  sie 
an  die  Hand  geben  muss  **)  —  dahin  zu  gelangen  sucht,  dass  auf 
jede  Seite  des  Gleichheitszeichens  eine  nach  Potenzen  von  of  fort- 
schreitende Reihe  zu  stehen  kommt,  worauf  sich  die  Bestimmung 
der  Coefficienten  ^o,  ^|,  ^„  •  • ,  •  unmittelbar  durch  den  vor- 
stehenden Lehrsatz  ergibt. 

Dieser  Gang  g^bt  zu  zwei  Bemerkungen  Veranlassung.  Zu- 
nächst Dämlich  ist  klar,  dass  die  Voraussetzung,  dass  irgend  eine 
willkSrlich  vorgelegte  Funktion  sich  in  eine  nach  Potenzen  von  ^ 
fortschreitende  Reihe  soll  entwickeln  lassen,  im  allgemeinen  durch 
gar  nichts  gerechtfertigt  wird;  man  kann  im  voraus  tiicht  wissen, 
^  die  gegebene  Funktion  die  Form,  die  man  ihr  aufdringen  will, 
wird  annehmen  können,  und  in  der  That  gibt  es  Funktionen,  die 
^e  Reibenentwickelung  in  jener  Form  nicht  gestatten,  z.B.  log ^, 
cot  a:.  Wenn  man  daher  dennoch  jene  Voraussetzung  macht,  undj 
darauf  gestützt,  die  CoefiQcienten  der  supponirten  Reihe  zu  bestim- 
■ten  sucht,  so  muss  man  es  sich  auch  gefallen  lassen,  wenn  man 
<(abei  zu  unbrauchbaren  Resultaten  gelangt.  So  z.  B.  wenn  man 
setzt 

log  a:  ==  jif^  -H  -eijOr  -H  A^^  -H  . . . . 

ond  nun  zu  beiden  Seiten  die  derivirten  Funktionen  nimmt,  so 
hat  man 

woraus 

welche  Gleiishung  offenbar  für  ein  veränderliches  a:  ohne  Sinn  ist. 
Es  leuchtet  aber  ein,  dass,  wenn  die  Rechnung  wirklich  zu  be- 
stimmten Coefficienten  führt,  die  Voraussetzung  selbst  auch  nichts 
ODgereimtes  enthalten  hat,  und  mithin  kann  von  dieser  Seite  die 
Methode  der  unbestimmten  Cdefficienten  kein  Vorwurf  treffen. 

Ferner  liegt  in  der  Voraussetzung,  dass  ohne  weitere*  Be- 
schränkung 


*)  In  vielen  Fällen  reicht  der  Uebergang  zu  den  derivfrten  Funktionen  in 
dem  beabsichtigten  Zwecke  aus.  Lacroix  in  seinem  Traite  elementaire 
findet  auf  diesem  Wege  vermittelst  der  Methode  der  unbestimmten 
Coefficienten  die  Taylorsche  Reihe;  er  weicht  jedoch  darin  ab,  dass  er 
auch  die  Exponenten  der  supponirten  Reihe  als  unbestimmt  voraussetzt 
und  sie  aus  der  letzten  Gleicbsetzung  bestimmen  will,  welches  begreif- 
lich nicht  angeht,  da  es  ja  zum  Wesen  der  Methode  der  unbestimmten 
Coefficienten  gebort,  dass  sie  die  Exponenten  von  x  bestimmt  vor- 
schreibt 
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sein  soll»  implieite  die  Bedingang  ausgesprochen,  dass  für  jeden 
besoDdero  Vrerth  des  or  der  Werlh  der  FudIUiod  mit  demjenigen, 
dea  die  Reibe  dafür  liefert,  übereinstimmen  soll.  Hier  ist  nun  so- 
fort klar»  dass  diese  Bedingung  aufhört,  ihre  Gültigkeit  zu  behal«  . 
ton,  für  alle  diejenigen  Werthe  von  a:^  für  welche  entweder  die 
Vuoktion  oder  dip  Reihe  aufhört  endlich  und  bestimmt  zu  hleiben, 
weil  in  die^m  Falle  der  Begriff 'der  Gleichheit  seine  Anwendung 
verliert;  und  es  tritt  mithin  namentlich  in  Bezug  auf  die  gefundene 
Reihe  hier  mit  Nothwendigkeit  die  Forderung  auf,  die  Reihe  hin- 
sichtlich ihrer  Convergeni  zu  untersuchen,  um  die  unbrauchbaren 
Werthe  ausschliessen  zu  können.  Aber  dieses  allein  genügt  nicht. 
Der  obige  Lehrsatz  verlangt '  nämlich  zu  seiner  Anwendbarkeit  das 
Stattfinden  der  Gleichheit  innerhalb  der  Grenzen  ar=0  und  ^=(, 
wo  €  also  nicht  über  derjenigen  Grenze  hinaus,  für  welche  der 
Begriff  der  Gleichheit  verschwindet,  aber  der  0  so  nahe  fiegen  darf 
als  man  will.  Es  sei  nun  a  derjenige  positive  oder  derjenige  ne- 
gative Werth  von  or,  der,  wenn  man  von  0  ausgeht,  der  erste  ist, 
mit  welchem  entweder  die  vorgelegte  Funktion  oder  die  gefundene 
Reihe  aufhört  endlich  und  bestimmt  zu  bleiben ,  so  darf  jedenfalls 
€  nicht  über  a  hinaus  liegen;  ob  man  aber  €=a  setzen  dürfe,  dfs 
ist  nicht  ohne  weiteres  klar,  denn  es  bleibt  noch  immer  die  Mög- 
lichkeit offen,  dass  es  innerhalb  0  und  a  Werthe  von  x  geben 
könne,  für  welche  die  Reihe  ein  Resultat  liefert,  welches  nicht  mit 
dem  correspondirenden  Werthe  der  gegebenen  Funktion  überein- 
stimmt. Um  dies  durch  ein  Beispiel  zu  erläutern,  welches  allerdings 
nicht  ganz  hieher  gehört,  so  liefert  die  bekannte  Reihe 

1  f"^ 

-I----  cos  2a? /^  /t^)  cos  2^  dx'^*" 

-1 siu  a:  i     fia:)  sin  o?  djff 

1  Z*^ 

-I sin  2^  /     f{x\  sin  %c  dx  -4- . . .  • 

welche  als  Entwickelung  von  f{/c)  gefunden  vnrd  und  von  — ?r  his 
TT  convergent  bleibt,  wenn  nur  f{jic)  zwischen  diesen  Grenzen  nicht 
discontinuirlich  wird,  für  ;r=±7r  das  Resultat  ifyC^j+Z'C— ^))» 
welches  mit  dem  correspondirenden  Funktionswerthe  f{jv)  nicht  zu* 
sammenfallt,  es  sei  denn  dass  man  habe /l(7r)  =/*( — tt)  (vgl.  I^«®* 
jeuoe  Dirichlet  in  Crelle's  Journal  B.  4.  S.  157.  seqq.).  —  Wenn 
man  nun,  wie  es  gewöhnlich  geschieht,  in  Ermangelung  des  nöthi- 

gen  Kriteriums  geradezu  (==«  setzt,  so  spricht  man  damit  eine 
ehauptun^  aus,  die  erst  noch  des  Beweises  bedarf,  und  dies  ist 
die  eigentliche  schwache  Seite  der  Methode  der  unbestimmten  Coef- 
ficienlen.  Also  nicht  etwa  darin,  dass  die  Methode  diverf^ente 
Reihen  liefert^  —  denn  hierauf  scheint  manche  Aeusserung  hinzu- 
deuten, —  sondern  darin  ist  der  Grund  für  die  Unzulässigkeit  der 
Methode  der  unbestimmten  Coefficienten  zu  suchen,  dass  sie  nicht 
lehrt,  innerhalb  weldier  Grenzen  die  gefundene  Reihe  wirklich  ab 
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Batwiekelang  der  ge^eboien  Fuiktioii  galtig  ist  '  Diestr  Mangel 
finäet  liich  il»i;detijeBigeii  Metliodeii  ni^ht,  wache,  nath  dem  Voi^ 
gange  Ton  Caucl^y  nnd  Ainp^re,  bei  Jeder  Entwickelung  zugleich 
den  ergänzenden  Rest  der  Reihe  mit  m  Betracht  ziehen. 

M.  .      -  ...  '  .  .  .  - 
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Beitrag  2ur  Lösung  des,  im  ü.  Bd.  des  Archivs 

S.  220  angeregten,  Eider-Pfaffsclien  Theorems 

über  geometrisithe  Pfi^tessionen. 

■'.-  '  .^  -»-Von  dem 

1 

t 

4 

Hierm  Döetor  A:  R.  Llichterhandt 

'  zu  Königsherg  i«  d.  N. 


Wir  beabsichtigen  hier  zunächst  die  allgemeine  Entwickelung 
der  GleieVnng  des  «te^  Grades,  ^urch  weleSe  bei  einer  vorgeleg- 
ten Gleichung  des  2i»ten  Grades  die  Hülfsgrösse  u  bestimmt  wird, 

zu  geben.  r  .-  ,  *      ' '     .  *  ^ 

Zu    d^m    Ende    wolleu   wir    die    allgemeine    Gleichung   vom 

2^teD,  ^ade  .N  ^-..-{  * 

■      '  H-r»»-hÄ«»4-^«  +  i=o, 

auf  fojgeilde  Art  schrdiNen:'  ,     - 


•  •  • 


so  dass  also  die  Symbole  [ii]|,  1»]%^ . »  . .  ln]m  den  ersten,  zwei- 
ten . . .  Mteft  ;C(9efficienteii  vom  Anfang  and  Ende  Jn  der  Gleichpnsp 
4es  ^t^n.  Grades  vorstellen.  Solcher  Symbole  sind  der  Zahl  nach 
2firi-l^'ufad'das  mittelste  ist  M»— i. 

Wir  denken  uns  die  Gleichung  (1)  auf  die  Form 

(*»-^a,*-hl)  (*»  +  «,*  +  !)  («•+«,*  4-1) 

t«  .■      -r '    -  .  V  (♦'  H-  «nUi»  *t  l)  •(«••+«»«  + 1)  =  0  ....  (2) 

gebracht,  und  wollen  nun  untersuchen,  wie  die  CoefB);ienten  der 
Gleichung.  (1)   aus  den  Grössen  a^,  a,,  «,,...  dtn  gebildet  sind, 

TheUlll.  ,20 


Wir  werden  dai  Bädnofatfeiels  auf  4tm  Wem  der  ladsctioii 
«uchen»  nad  dann  aeine  al^emeiae  Giltifkeit  darthnn.  Wir  be- 
merken noch,  dass  wir  mit  dem  Sjmbole  Cm  die  Combinationen 
ohne  Wiederbolungen  der  «iten  Klasse  der  p  ersten  "Elemente  a,, 
a,,  a,, . . . .  a^  bezeichnen  werden  und  erinnern  an  die  bekannten 
Relationen 

Cü  =  €/m  +  C*p+1  •  G»— 1  ; 

und  } (3) 

.  Wir  haben  also  zunächst 

1 

.  ferner 

**  ■+•  PI  ,»•  +  PI,»?  ■+•  PI,»  H-«i 

=  (»»  +  C,»  -H 1)  (,»  4-  o,»  + 1) 
=  »*  +  («. -H  Ci)«' +  p +«,  c-, )»» -Ka,  +  r.)« -h  1 

2.33 

= ** -*- C,»' 4- (2 -I- C,)»» -h  C,«  4- 1 ; 

I  I 

ferner 

»•  -♦-  PI.»'  ■+■  P],»*-f-  [3],*»  -»-  PI.»»  +  P],»-I- 1 
«|**-l-^.»'-f-p-l-C;)»»-f-r,»-f.lj  («*4.a,s  +  l) 

=  »• -f- (o, -H  C,  )»••+■  (3  +  o,  C, -I- C,)»* 

+  (2a,  +  2C,  ^  a,  <7,)»* -f- (3  +  a,  C,  +  <r,>i> 

+  («,  +  C.)«  4- 1 
=»•  -I-  C,x*  +(3+  h)»« •+•  (2^.  -h  «?,)»•  -I- (3 -f.  C,)»» 

femer 

* 

»•  -H  (41,«'  -H  Hl,»*  -H  W.»»  + 141«««  -f-  (41,»»  -f-  (41,«* 

-l-(41.«4-l 

=:  !«•  +  4»'  -H  P  +  C,)»*  4-  pr,  +  <?,)»•  • 

-h  (3 -^  €7,]«*  4<  €7t»  •+>  1  {  (»*  4- a«»  + 1) 


1     - 
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=  »•  4-  (««  -I-  <7.)»'  +  (4  •+•  a««?.  +  <7,)J 


>  s        >  t  t  « 

+(3o,-|-3C,-»-o«C,-»-C,)»»-|-(6+2a«C,-f-2C;-|-o«  £?,)»« 


=»•  -4-  C,«'  -|-(4+  C;)«'+(3C',  +  ^.)«' 


(a4  +  «^,)«-l-l 


{§H-2C;  +  C.)*«  4- (8 A  4-  <^.)»»  -4- (4  +  €,)»* 


ferMt 


»'•  +  PI,»*  + 151,»'  +  .......  +  CS],»«  -»7  PI.«  -h  1 

=  {»• -t- c".»' •+-(4-i- c-,)*» -i-(3r,  +  r,)»» 

-♦-{6-+;2C,  -I-  C.)»«  +(3C',  +  C-,)*'  +(4-4-  C,)%^ 

X(*» +«,»  +  !) 
=:*i»  +  C-.»'  _f-(5+  ^,)«»  -1.(4^.  4-  c;)*' 

-t-  (10  4-  3^,  4-  K)»*  4-  («^.  4-  iK  4-  C',)»* 

^  (10+ SC,  -l_  ^J««  +  (4 «7/+  r,)«'  4- (5 4-  C;)»» 

$ 

fcner 


»'•  + 161,*"  4- 161,»'  •  4-,. ...  4-  t«I,**  4-  [61.» 4- 1 
=»' »  4- C-,»"  4»(«4- C;)»«»  4- (5C,  4- <7.)«* 
-I- (15 4-4C,  r^  C.)»'  4- (lo4  4-3C,  4-  C',)»^ 

6  6  6  6  6  6    , 

4- (20 4- 6<7,  +  »C«  4-  C,)%*  4-  (IOC,  4- 3C,  4-  C,)*' 

ferner 


20* 


^f» 


»•*+m.»"-i-m.«" 


•'  •  • 


7  ?  •       7    ■ '    "      "     -  r  ■        '  7 '  7  7    ' 

-H35+10C,+3C«-|-C,)a'-t-(20C,+«C,-i-2C.+C,)x'+H, 
ferner 

-f- (28  +  ec,  +  6*^)»'*  4- (21 V,  -h SC',  -h  C^,)«**      - 

und  endlich 

=  «'•  +  C',«»' +(9h- 6^,)«'- +(8^,  +  C,)»»» 

-^(36+7^.^-cJ*»*^-(28?7,+6c,4,c,K• 

+(84+21  r,+5r^+rj«'»+(56C^4:-15C,^ 
+  (126  H- 35/7,  +  10C;+ 3C; -h  C,)»^» 

-H{7oc,  +2QCj  -I-6C,  +2c;  +  c;)«»  ■ 


•  •  •  • 


•HierDach  eivebeo   sich  also  durch  VergleichuDji^  der  Coefficienteo 
der  gletchen^oteazen  in  den  einzelnen  Gleichungen  die  Reiationen: 

[11.=  C„  [2],  =  C„  [3],  =  r„  [41.  =  C„  [51.  =  <7.  a.  8.  w. 

PJ.=2+^i,  [31,=3+^„  [4];=4-|-r„  [51,=5-|lc„ii.fcw. 

[31.  =2C'.  +  r,,  [41,  ^3^,  +  C„  [jq,  =s4ic.  +  P„  u.  s.  w. 

[41.=:  6  +  2C;+C.=il|+(4-2)4^^«' 

[51. = 10 -i- 3er,  +  c-, = ^  4- (5  -  2)^,  i  r„ 

[61,  ==  15  H- 4  C; -H  <r, = ^ -»- (6  -  2)^, -h  C., 
[71.  =  21  + sc;  +  C,  =  [^  +  (7  -  2)C',  +  r., 


I' 
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t.S'.  5  43S.  S  < 

(5),=  «C,-4-«C,  +  C?,=cl||€?.4-(5~3y<7.  +  C„ 
[q,  =  IOC?.  -H  3<?,  4-2'.  ^^frt^.  +  (« - 3) <?.  +  ^.. 

7  7.7  6.5'  '  *' 

n.  =?  15C,  +  4C.  +  C,  =  ^C.  +  (7  -  3)«?.  +  ^., 


«™        —       *«l,     ,  «^     .    ^        7.6.5    ,    5. 4' 

17].  =  35+10e7,+3C.+  C.=3-^^+|-;2C,  -.     = 

-^  (7 -4)«?. -f.  CT.; 
(8].  =  MH.15e?.+4C',  +  r,=|^+ Jfl^.- 


7  7  7  7frjtA7  437 

t  _1-(7_5)C',  +  C'„ 

8*  8  8  8  7    6    5  S  5.4^^ 

(8),  =  SSC'.  +  IOC?.  +  3£7.  +  C^  ==  f^Cr,  +  ffl«:. 

-i-(8-5)Cr.  +  C?„ 
PI,  =  566'.  -H  15Cr»  -♦. 4C'.  +  T,  =  j^lflc.  +  n|c'. 


181.=  704-20^r.+  e^,  ^  2^.  ^  ^.  =,  |^^J  H- 1^^. 

A     «  8  8  8 

+nic«+(8-6)c.-i-c., 
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»  9  9  9 


t9].  =  126-»-35C,  +  l0cr,  +  3C.H-C,=*y7lf?^-*-  TTlPi 


~C.H-(9-6)^.  +  ^„ 


[91,=70C'.  +  20C. + %h,  +2C, +C,  =  ~~C,  -H  j^lfiC. 

Ans  dem  Entwickelten   lässt  Bich   nnn  ichliessen ,    dass  alkeaeiii 
sein  werde: 

M,—C„ 

H  ' 

H,=:(i»-l)C,-|-C„ 

f-l    _«t(>»— l)(n-2)    .    (w-2)(w-3)»     .    ,  n  « 

1-1    _(«t-l)(f.-2)(w~a)«     .  (!.-»  (.»-4)ji 
l»J,  —  —       f-57^  C,  H ^-^ IC^ 

-|-(»-5)C',  +  4 
*  *•  —  1.2.  ».4  «^'  -♦- 17271 ^' 
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AoffenoMMeD,  dass  dieses  Bildangsgesete  der  Coeffieieat^  &r 
alle  Zahlen  vop  l  hU  n  gölHg  sei,  so  woUeo  wir  zeigen,  dass 
dasselbe  aneh  für  «  +  1  stattfinde.  —  Denkt  mmn  sick  nnn  die 
Gleichung  vom  2iiten  Grade  in  %  Mit  x*  +  0^44«  + 1  Moltiplicirt, 
so  erhellet  leicht,  dass,  mit  Ausnahme  des  ersten  *nnd  letzten,  jeder 
Coefficient  der  neuen  Gleichung  gebildet  wird  ans  drei  auf  einan- 
der folgenden  Coefficienten  der  Torbergehenden  Gleichnng-  nnd 
zwar  nach  folgendem  Gesetze: 

[«  +  1]a  =  Ha^  +  OiM-iM^-i -f^  Mi (4) 

Für  den  ersten  nnd  letzten  Coefficienten  hat  man 


oder  man  kann  sich  auch  allgemein  der  Gleichung  (4)  bedienen, 
wenn  man  nur  [//]o  =  l  und  [i«]_i  =  0  setzt. 

Mit  steter  Beröcksichtignng  der  Gleichung  (3L)  hat  man  also 
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Wir  wollen  nun  wieder  zeigen»  dais,  trenn  diese  Relationen  för 

«  «  «  n  . 

alle  C  von  C»  bis  Ci»;  und  C^uih-\  gelten,  sie  aucb  für  6Wf 2  wd 
QaH-t  gültig  sind. 

Es  ist  aber  naclr  dem  Obigen 
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Sobstitairt  man  hierin  fbr  die  verschiedenen  Clhre  Werthe,  so  er- 
giebt  sich 
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820 

Wir  wollen  nun  wieder  zeigen ,  dats ,  t^enn  diese  Relationen  ffir 

n  n  m  '  n  > 

alle  C  von  C^  hh  C^  und  CstnH-i  gelten ,  sie  aucb  für  Csm+a  und 
CW«  gültig  sind. 

Es  ist  aber  nach. dem  Obigen 
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Sobstitairt  man  hierio  für  die  verschiedeneD  Cihre  Werthe,  so  er 
giebt  sich 
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SeUt  man  oun^dfer  Kürze  wegen  n^2im  +  l)  =  pi  so  erUtt 
für  das  allgemeine  Glied  in  CW4-2  den  Ausdruck: 
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Zieht  man  die  beiden  letzten  Glieder  in  der  JCIammer  zuBaiuneD, 
so  erhält  man  fiir  deren' Summe  den  Ansdriick 

^       "  (>t-2)!  •  k       ' 

fägt  man  dazu  den  drittletzten,  so  wird  die  Summe 

.    ..^.»-l-2^-S)»H-2^~4) (p+k^2)  (p^k^l) 

l-ir-  (ifc-2)! 

""V     *r  of~7irZ"oTi 


2!  (A:-2)! 

X — 5 


^»-f-^-l)»  +  ^-2) 


hierzu  das  yierte  Glied  addirt,  giebt: 

_/     ».    .(/»  +  g*-*)(p-H2<:-S)...f/».-4-*-»-l) 
- t-*J*^  »!  (ifc-3)!  ^ 

X(;»  +  it  — 1)  (^  +  it-2)  (;H-^  — 3); 
und  Bit  Hinzunahme  des  fünften  Gliedes  bekommt  man 

^    ^1  S!(ifc-4)! 

x(p+*-i)  (p+A-z)  (p+A-3)  (^  -  ^;*-y~*) 

-/    »^  .(p-»-2<^-5)»-t-2<^-6)...»+X;+l) 
M-ir-»  4!  (*_5)! 


scliliesst  ans  diesen  Ergebnissen,  dass  man  für  die  Snmme  der 
i  letzten  Glieder  den  Ausdruck 

/    ^<L  ,(P-t-^-g)(P-i-^-(g+i))----(P-i-*'-hl) 

X(p-i-X^-l)(p  +  A  —  2)....(p  +  A:-{g-l)) 

erhalten  werde.    Nimmt  man  biezn  das  vorbergebedde,  das  (^+l)te 
Glied  Tom  Ende,  nämlicb  das  Glied 
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so  «rgi«bt  sich  für  die  SuMae  der  g-+ 1  letitea  Glieder 

(_  1  )i-(r*-i) _____ ^ 


—  (_l)»-<r+« 


(y+a*~(g^-i))  (y-*-at— fr-»-2))...(i»+*+l) 


«lui  «Jitier  Aiis4iiKk  §«kt  «m  4^  T«rk«ffgclMa4cB  hervor,  weu 
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nan  dann  ^+1  statt  g  setzt.  Der  fragliclie  Ausdruck  gilt  also 
aoch  fiir  ^+1>  wenn  er  für  g  gilt;  dud  gilt  aber  derselbe  für  1, 
2,  3,  4,  9,  also  aoch  für  6,  and  daher  nach  einer  bekannten 
Schlossfolge  allgemein. 

Das  aweite  Glied  vom  Anfange  ist  offenbar  das  {k — l)te  vom 
Ende,  und' v^nn  man  also  g'='k — 1  setzt,  so  erhält  man  für  die 
Summe  aller  Glieder,  mit  Ansschluss  des  ersten,  den  Werth 


^  — 2). .  .  .  (;?^3)  (;>-h2) 


Nimmt  man  dazu  das  erste  Glied,  so  ergiebt  sich  für  die  Gesammt- 
Bumme  der  Glieder  in  der  Klammer  der  Ansdrnck 


^ifc-1  k 


(ifc— 2)! 
(p-^k — 1)  (p-^k—2).,,.(p 


) 


2)(;^-f-l) 


k\ 


und  hiemach,  wenn  man  wieder  fdr  p  seinen  Werth  pz=zn--2{m+l) 

n 

setzt,  für  das  allgemeine  Glied  in  C^m+i  der  Wertli 
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dass  man  die  Aasdrücke  fiir  C^m  und  ^Wi-i  in  folgendeD  Eusaai' 
meDfasscD  kaDD: 

/        /         Ä\\    (»  —  (•»  — 1))  (it~-(iii  — 2))  ^ 
+  (-l)*(i»-(«-2^)) 

X jl : -««iw~2*  -H  .  •  t 

wobei  man  hur  in  beachten  bat,  dass  ^^  :;z=  1  und  jedes  A  mit 
negativeni  Index  =*=0  zu  setsen  ist. 

Setzt  mau  hierin  nach  einander  m=l^  ^^  Z  . .  .9,  so  erhält 
nan  die  von  Euler  gegebenen,  im  Archiv.  B.  II.  S.  224  mitgelheil- 
teo,  Wertbe  der  Coefficienten  der  neun  ersten  Glieder  der  Gleichung 
für  die  Hülfsgrösse  «#. 

Nach  der  Theorie  der  Gleichungen  hat  man  nun  zur  Bestim- 
muDg  der  Uulfsgrösse  u  die  Gleichung:  ' 

•*—  ^,ii*-i+  C;ii»-«—  C',«»-»+  ..-*-(—  l)*Ci«»-*db 


XXXVI. 

Ceber  die  Entwicklung  von  «=lim  (1+^)'^* 

Von 

Herrn  T.  Wittstein 

Lehrer  am  Lyceum  zu  Hannover. 


In  dem  ,  ersten  Theile  (2.  Heft  S.  204.  ff.)  dieses  Archivs  ist 
von  dem  Herrn  Professor  Grunert  einer  Einwendung  Erwähnung 
geschehen,  welche  ^iouville  gegep  den  von  Cauchy  gegebenen  Be- 
weis des  Satzes,  dass  - 


1  .   1 


lim  (1+ *)  -  =  1  + -j- -*- n -^  TTäTs 


y 


328 

sei,  während  3ß  gcg^n  0  coDvergirt^  gemacht  hat  Es  wird  dort 
dieselbe  EinwenduDg  anf  den  von  Moigno  gegebenen  Beweis  des- 
selben Satzes  ausgedehnt;  indessen  so  sehr  wir  auch  bereit  sind, 
die  ^n  dem  Herrn  Herausgeber  des  Archivs  bei  dieser  Gelegen- 
heit gemachte  Bemerkung:    „Auf  jeden  Fall  müsste  doch  bewiesen 

werden,  dass  (l+o?)^  sicB  wirklich  einer  bestimmten  Grenze 
nähert,  wenn  sc.  sich  der  Null  nähert^  ....  auch  fürs  Erste  ganz 
abgesehen  von  der  Grösse  dieses  Werths,''  aus  voller  Ueberzeu- 
gung  zu  unterschreiben,  so  scheint  es  uns  dennoch^  es  lasse  sich 
die  von  Moigno  gegebene  Darstellung  —  dagegen  nicht  die  von 
Canchy  in  seinen  l^e^ons  vorgetragene  —  noch  in  einer  Weise  auf- 
fassen, in  welcher  sie  von  allem  Tadel  freizusprechen  ist.  Wir 
wollen  versuchen  unsere  Meinuug  hier  ans  einander  zu  setzen. 

Moigno  beweist  nämlich,  nach  unserem  Dafürhalten,   auf  S.  3 

bis^  5  seiner  Lebens  nichts  weiter,  als  dass  der  Ausdruck  (l+^r)' 
für  a:  =  0  sich  einer  bestimmten  Grenze  nähert,  welche  zwischen 
den  ganzen  Zahlen  2  und  3  liegt.  Der  Gang  dieses  Beweises,  den 
wir  hier  etwas  ausführlicher  darstellen  wollen,  ist  folgender. 

Es  sei  —  =  #1,   und  m  zunächst  eine  positive  ganze  Zahl,  so 
hat  man  nach  dem  binomischen  Lehrsatze 

^  fw  — 1  «1—2         fn— (f»  — 1)     1 
•••"*"  1        2  3     •    •  m  W^' 

oder  indem  man  die  Divisionen  ausführt 

(i+o.)- =i-i-f  +  ji^  (1 -^)+ j^  (i-i)  (i_|)+... 

(»-i)a-^)-.(i-=^)...(i) 


1.2*..i!ii^        «»'  ^        m'*"'^  m 


Wenn  sp  sehr  klein  oder  m  sehr  gross  wird,  so  sind  alle  Glieder 
dieser  Reihe  positiv,  folglich  hat  man  für  .r  =  0,  indem  nur  die 
beiden  ersten  Glieder  der  Reihe  beibehalten  werden, 

i 
lim  (l4-^)*>2. 

Vergleicht  man  aber  jene  Reihe  (1)  mit  der  folgenden 

i-r"l-|--2"  ~T"2ä  "T-2?  +  «»»»  "^^  •  •  •  (*) 

a^  findet  sich  für  sehr  kleine  Werthe  von  a:  oder  sehr  grosse 
Werihe  von  «i,  dass  die  successiven  Glieder  von  (1),  von  dem 
dritteil  Gliede  beginnend,  sämmtlich  kleiner  sind  als  die  correspoo- 
direnden  Glieder  der  Reihe  (2);  die  letztere  aber  liefert  für  «1=» 
die  ^umme  3,  folglich  bat  man 

lim  (1  -f-  Jc)*  <  3. 
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Ist  M  eine  ffebrochene  oder  negpatiTe  Zahl,  so  wird  der  Beweis 
auf  bekannte  Weise  auf  den  vorigfen  zurückgeführt,  was  hier,  als 
QDweseDtlich  für  den  gegenwärtigen  Zweck,  übergangen  wer* 
den  mag. 

2 

Hiemit  ist  also  darg^etban,  dass  der  Ausdruck  (l-fno:)^  für 
a;  =  0  sich  wirklich  einer  bestimmten  Grenze  nähert,  welche  zwi- 
sclien  den  ganzen  Zahlen  2  und  3  liegt,  und  zu  deren  anc^eoäber- 
ter  ^rechnung  man  nun  sofort  den  Ausdruck  selbst  gebrauchen 
kann.  Diese  Grenze  wird  mit  e  bezeichnet,  und  es  ist  wichtig  zu 
bemerken,  dass  hieoach  e  durch  die  Gleichung 

^  =  lim  (1  -i-^)* 
for  a:=0,  oder  durch  die  Gleicbung 

,=Hm|l  +  l+J5(l^i)+...j^(l-±)...(l_=rJ)| 

for  igi  =  oo,  definirt  wird. 

Um  nun  aber  e  durch  eine  von  dem  Zeichen  ,jlim''  freie  For- 
mel darzustellen,  bedarf  es  noch  eines  Schrittes,  der  sich. in  der 
Tbat  in  dem  Werke  von  Moigno  gar  nicht  findet;  eine  solche 
Formel  ist  aber  auch  unwesentlich  und  mindestens  zur  Entwicke- 
lung  der  Lebren  der  Ditferentialrecbnung,  wie  sich  bei  Moigno 
zeigt,  unnöthig.  Verlangt  man  sie  indessen  dennoch,  so  lässt  sie 
sich  leicht  aus  den  Le^ons  von  Moigno  herauslesen.  Es  wird  dort 
Dämlich  durch  den  Taylorschen  I^ehrsatz  die  Bo'twickelung  vf%  e^ 
gegeben;  es  wird  bewiesen,  dass  dieselbe  für  alle  Werthe  von  a: 
convergent  bleibt;  setzt  man  also  in  ihr  ^  =  1,  so  hat  man  die 
(i^ewÜDscbte  Formel. 


xxxvn. 

lieber  den  Satz  vom  Parallelogramme  der 

Kräfte. 

Von 

Herrn  Doctor  Dippe 

Oberlehrer  am  Gymn.  Frider.  zu  Schwerin. 


In  dem  Beweise,  welchen  Poisson  (Trait^  de  M^can.  I. 
1».  4S— 51)  von  dem  Parallelogramme  der  Kräfte  giebt,  kommt  die 
Behaufitung  vor,  dass 


^0 

I 

die  einzige  Fttttctioo  sei,  welche  dei^  Bedingung 

Genüge  leiste.    Da  jedoch 

ist,  80  liegt  der  jSchlnss  nahe,  dass  anch  die  reelle  Function 


jene  Gleichung  befriedigen  müsse,  was  in  der  That  der  Fall  ist. 

Dieser  Umstand  macht  eine  Abänderung  des  von  Poisson  ge- 
führten Beweises  nöthig.  Vielleicht  findet  der  folgende  Versuch 
Beistimmung.  > 

$.  1. 

Von  den  Kräften,  die  in  einer  Ebene  auf  einen  Punkt  wirkco, 
wird  Folgendes  angenommen: 

1)  Wenn  auf  einen  Punkt  zwei  gleiche  Kräfte  nach  entgegen- 
gesetzten Richtungen  wirken,  so  ist  ihre  ftesultirende  Null. 

2)  Wenn  zwei  Kräfte  P,  Q  nach  derselben  Richtung  wirken, 
so  Mt  ihre  Resultirende  P+  Q,  und  wirkt  nach  derselben  Rich- 
tung. 

3)  Wenn  zwei  Kräfte  P,  Q  nach  entgegengesetzten  Richtun- 
gen wirken,  und  P^  Q  ist,  so  ist  ihr^  Resultirende  P —  Q,  und 
i^irkt  nach  der  Richtung  von  P. 

4)  Wenn  zwei  gleiche  Kräfte  P,  P  beliebig  gerichtet  sind,  so 
ist  ihre  Resultirende  nicht  grösser  als  P-^Py  und  nicht  kleiner 
alsP— >. 

5)  Wenn  die  Richtungen  von  zwei  gleichen  Kräften  mit  ein- 
ander einen  Winkel  2a:<;l80^  bilden,  so  halbirt  die  Richtung 
der  Resultirenden  diesen  Winkel. 

6)  Wenn  die  Richtungen  von  drei  bleichen  Kräften  Winkel  von 
120^  mit  einander  bilden,  so  ist  die  Resultireude  Null;  auch  ist 
jede  Kraft  der  Resultirenden  d^r  beiden  andern  gleich,  hat  aber 
die  entgegengesetzte  Richtung« 

§.  2. 

Wenn  zwei  gleiche  Kräfte  einen  Winkel  von  120^  mit  ein- 
ander bilden,  so  stellt  die  Diagonale  ihres  Parallelogrammes  die 
Resultirende  nach  Grösse  und  Richtung  dar. 

Der  Beweis  erg^ebt  sich  leicht  aus  §,  1.  Nr.  6. 

§.3.  ' 

Wenn  zwei  gleiche  Kräfte  P^  P  einen  beliebigen  Winkel 
2^  <!  180^  bilden ,  so  stellt  die  Diagonale  ihres  Parallelegraanies 
die  Resultirende  nach  Grösse  und  Richtung  dar. 
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Beweis,  Die  Kcbtnng  der  ResaHirendeo  it  bildet  «it  der 
Richtang  jeder  Kraft  P  den  Wrokel  a:  (§.  1.  Nr.  5.)«  «"^  ihre  In- 
tensität luinD  Dar  abhängig  sein  von  P  und  a:\  folglich  ist 

Rz=lF(P,  X). 

Aendert  man  die  Einheit,  welche  den  Grössen  Py  R  zu  Grande 
liegt,  und  sind  die  nenen  Werthe   derselben  Kräfte  Pg,  R^^  so 

■088 

PiP,=iR.R, 

nnd  zogleich  * 

R,=zF(P,,a:) 

seil,  weraua  sich  ergiebt 

P:P,=F{P,a:):I\P,,a:) 

for  jeden  Werth  von  a:.  Diess  fordert;  dass  F(P,  a;)=:P./{a:) 
sei,  oder  wenn  man  /(a;)  =  29(0:)  setzt, 

Denkt  man  sieb  nan  jedes  P  als  Resultirende  von  zwei  gleichen 
Kräften  4f»  Ü^  deren  Ricbtangen  mnt  der  Richtung  von  P  de« 
Winkel  %  bUdea,  s»  daMi  P=s%Qfp{»),  mithin 

wird:  dann  kann  man  die  vier  Kräfte  Q  paarweise  zusammen  neh* 
■en.  In  dem  äussern  Paare  bildet  jede  Kraft  mit  der  Richtung 
TOD  R  den  Winkel  a?  +  x,'  und  seine  Resultirende  ist 

lo  dem  innem  Paare  bildet  jede  Kraft  mit  der  Richtung  von  R  den 
Winkel  a:  — «,  und  seine  Resultirende  ist 

R^s=2Qf{ar—%). 

Eodlicfa  ist  die  Resultirende  der  vier  Kräfte  Q  der  Resultirenden 
^er  zwei  Kräfte  P  gleich,  also  R=szR^  +/{,,  ntthin 

Daher  muss  9(0:)  für  jeden  Werth  ^'<§0^  die  folgende  Gleichung 
befriedigen: 

(1)  ...2g>(a;)  9(*)  =  sp(^  +  «)  +  SP(^  —  i)^ 

Nun  kann  R  nicht  grösser  sein  aU  P+Pac^P,  und  nicht  kleiner 
»•P— P=0,  und  zugleich  ist 

R=:z%Pp{a?)j 

folglich  muss  ^{ac)  immer  zwischen  Null  und  Eins  liegen*    Daher 


nnd 
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>."  — I  y*  -»-  ay'  —  »y*  -  *y  -h  4 

d»      j    y» «-  2y  —  2  </y 

dx'     ;        y»  dy 

Addirt  man  diese^rei  Gleicbnngen,  so  findet  man: 
d%         ^      d%'  dz       _^ 6y</y 

ir-3s«  **"»"*-*. 9  ■*"«'» -h"5—(yi^8)V/^^rri ' 

folglich  ist: 


J  {y^ 


8)V/y»  —  1 


oder,  wenn  man  für  x,  %\  V  ihre  W^rthe  substituirt  und  die  Bö^ 
gen  snmmirt: 


•/(y» 


8)^y'-i 


1  .  \/^y»^y-|.|-|,V/y— l.y/S 


Drnckfehler. 

Auf  der  letzten  Seite  des  16ten  Bogens  muss  die  Pagina  ^956  statt  356 
heissen. 


Xli.  ^^^ 

Ueber  die  Berechnung  der  Pmbaxen. 

fl 

Von 

.V  ,  deJB  Herausgeber. 


Tf- 


Die  Formeln  zur  Bere^hnanff  der  Parallaxen  sind  in  jeder  Be- 
ziebung,  natürlich  aber  Vorzügnch  für  die  Asfronomie,  von  so 
grosser  Wichtigkeit,  dass  es  sich  wohl  der  Mühe  lohnt,  dieselbeo- 
in  dieser  Zeitschrift  einmal  vollstäodig  im  ZusummeDhaoge  zu  ent- 
wickeln, wobei  ich  zugleich  beabsichtige,  bei  dieser  Gelegenheit 
einige,  so  viel  ich  weiss,  tMrch  nicht  bekannte  Formeln  zur  Sprache 
zu  bringen.  Aueh  hoffe  ich^  ^asa  die  Entwickelung  sich  insbeson- 
dere durch  ihre  Allgemeinheit  zu  empfehlen  geeignet  sein  wird. 

Durch  den  Bfittelpunkt.  C  .der  Erde,  wekhe  wir  hier  als  ein 
durch  Umdrehung  einer  Ellipse  uin  ihre  kleine  \xe  entstandenes 
Spbäroid  betrachten,  und  einen' beliebigen  Punkte  auf  ihrer  Ober- 
fläche dmke  man  sick  zwei  *belt«hfge  einander  parallel^  mohtwink- 
hge  Coordisatensj^temle  gelegt,)  und  nehme  in  diesen  beiden  Sysie- 
nen,  wie  man  in  der  analytischen  Geometrie  bei  parallelen  Coordi- 
Bttensyntemen  bekanntltch  immier  zu  tbnn  pflegt,  die  positiven 
Tbeile  jeder  ^wel  ifki^hnamigen  Axen  von  den  entsprechenden  An- 
fangspunkten an  nach  äens«Jben  Seiten  hin.  Sind  a:,  t/,  % 
die  Coordinaten  eines  Weltkörpers  in  Bezug  auf  das  System ,  des- 
len  Anfangspunkt  der  Mittelpunkt  C  der  Erde  ist,  und  a:\  ^,  %' 
die  Co ordiaaien ^dieses  Wtitkörpers  in  Bezug  auf  das  System,,  des- 
sen Anfangspunkt  der  Punkt  0  axd  der  Oberfläche  der  Brde  ist, 
in  demselben  Zeitmomeste,  so  heissen  jederzeit  ar,  i/,  x  die  wah- 
ren, dagegen  a:\  f/y  %'  dkie  scheinbaren  Cooi'dinaten  dieses 
Weltkörpers  in  dem  in  Rede  stehenden  Zeitmomente.  Sind-  nun 
ff)  by  c  die  Coordinaten  des  Puiiktes  O  auf  der  Obecfläehe  der 
Erde  in  Bezug  auf  ,das  System,  dessen  Anfangspunkt  der  Mittel- 
^derEt'ile  ist,.so  :luit.man  nach  «|er  911s  der . analytischen  Geome*-» 

ThtUin.  -  22 
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trie  bekannten  Theorie  der  Coordinatenverwandlnng  zwischen  den 
Grössen  a,  dy  ci  a:^  p^  mi  j?',  ff^  %'  die  folgenden  gans  allgemein 
gültigen  Gleichungen: 

1)  ^  =  «-1-^,  ^=^-|-y,  «  =  £?-|-V. 

Jetzt  wollen  wir  uns  durch  den  Mittelpunkt  C  der  Erde  noch  ein 
neues  rechtwinkliges  Coordinatensystem  der  ILYZ  gelegt  denken, 
und  wollen  zugleich,  was  offenbar  versiattet  ist.  Folgendes  anneh- 
men. Die  positiven  Theile  der  Axen  der  sc  und  JC  sollen  mit 
einander  zusammenüallen.  Fel'ner  sollen  die  positiven  Theile  der 
Axen  der  y  und  11  so  angenommen  werden,  dass  der  von  densel- 
ben eingeschifft,  180^  nicht  übersteigende  Winkel^  welcher 
durch  O'bezemB  werden  mag>  ni^ht  grösser  als.  90^  ist,  und 
dass  der  positive  Tfaeil  der  Axe  der  y  auf  der  positiven  8elte  der 
Ebene  der  X  y  liegt.  Endlich  .  sollen  die  positiven  Theile  der 
Axen  der  ;s'ünd  Z  auf  einer  lind  derselben  deite  der  Ebene  der 
asy  oder  auch  der  Ebene  der  X  Y  liegen.  Dies  vorausgesetzt,  hat 
man,  wenn  L^  M^  N  dife ' Coordinaten  des  Punktes  ö  in  Bezug 
^  auf  das  System  der  XFZ  bezeichnen,  nach  den  allgemeinen  For- 
,meln  der  Lehre  von  der  Verwandlung  der  Coordinaten  die  folgen- 
den Gleichungen:  ,  ' 

Ä  =  ir  cos  0  +  JI^  cos  (90«— 0), 
c  =  Jlf  cos  (9O«  +  0J  +  ir  CÖS0; 
d#  i.        '  .        . 

2)  M=»il/ cos  0  +  J»7  sin  0, 
'tf=  —  ilf  sin  0  +  iV^eo8  0.  • 
Folglich  ist  nach  1)  . 

ysail/ cos  0  +  A^siB  0-f.y', 

«  =  — jl/ sin  0  +  iV  908  0-f-«'. 

Nun  wollen  wir  zu  polaren  Coordinaten  übergehen ,  van  denen 
bekanntlich  in  der  Astronomie  ivorzugaweiae  Gebrauch  ^macht 
wird.  Zu  dem  Ende  bezetebnen  wir  der  KüEze  wegen  den  m  Rede 
stehenden  Weltkörper  durch  1^^  die  Frojedtionen.  des  Linien  CW 
und  OW  auf  den  Ebenen  der  jny  und  o/gf'.  respecttve  durch  CP 
und  OP'^  Die  von  CP  und  OP^  mit  den  positiven  iTbeilen  der 
Axen  der  a:  und  a/  eingeachlosoenen  Winkel,  indem  ma«  diese 
Winkel  von  den  positiven  Theilen  der  Axen  der  op  und  ^  an 
durch  die  von  den  positiven  Theilen  der  Axen  der  ^  «nd  y^  und 
der  Axen  der  a/  und  ^  eingeschlossenen  rechten  Winkel  hindurch 
immer  nach  einer  Richtung  hin  von  0  bis  360«  zählt,  seien  X 
und  ^'.  Die  90«  nicht  nbersteigend«i  Winkel,  unter  denen  die 
Linien  CW  und  0  W  gegen  die  Ebenen  der  opy  und  a^y^  geneigt 
stud,  indem  man  diese  Winkel  als  positiv  oder  negativ  betrachtet, 
jeoaohdem  die  Linien  CW  und  O  W  auf  den  positiven  «der  nega- 
tiven Seiten  dev  Ebene»  dw.  sfiy  und  js^yf  Xm^zuj  men  ß  und  ß'. 
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BcieiehMii  wm  q  und  i^'  die  Eitfernungen  CW  nwA  OW  deM 
Weltkörpers  W  rem  dem  MUteljMUikte  C  der  Erde  nod  dem  Orte 
0  auf  ibref  Oberfläche ;  so  bat  man  offenbar  die  folgenden  ganz 
allgenein  gültigen  Ausdrücke: 

^  tjcz=:Q  cos  X  cos  ßf 

\  4)|y=^  sin  K  cos'/?, 

(  %:^Q  sin  ß 
and 

ia/iiszQ'  cos  X'  cos  /y, 
y'z=^' sin  r  cos /y, 
Vt=e'  «in  ß"', 
uod  es  ist  folglicb  nacb  3) 

ig  cos  X  C9S  ß=;i^lj+(f'  cos  V  cos  /^, 
^  sin  ^  C0&  ß:=z3f  ^08  0  + A^  Bin  @  +  «'  siu  X'  cos  /^, 
^  sin  ß=z  —  M  sin  0 -|- iV^  cos  0 H- ^'  sin  ß'. 

Ist  aber  CQ  die  Projection  der  Linie  CO  auf  der  Ebene  der 
XF,  und  ^  der  von  {/Q  mit  dem  positiven  Tbeile  der  Axe  der 
X  oder  ar  eiogescÜossene  Winkel^  lAdem  man  diesen  Winkel  von 
dem  positive«  Tbeile  der  Axe  der  X  oder  a:  an  durch  den  von 
den  positiven  Theilen  der  Axen  der  X  und  Y  eingeschlossenen 
rechten  Winkel  hindurch  immer  nach  einer  Richtung  hin  von  0 
bis  360^  zählt,  g>  der  90»  tiicht  übersteigende  Winkel,  unter  wel- 
chem die  Linie  CO  gegen  die  Ebene  der  XF  geneigt  ist,  indem 
man  diesen  Winkel  als  positiv  oder  negativ  betrachtet  ^  jenachdem 
die  Linie  CO  auf  der  positiven  oder  negativen  Seite  der  Ebene 
der  XY  liegt;  so  ist  auf  ganz  äbnlicbe  Art  wie  vorher >  wenn  wir 
den  Erdhalbmesser  CO::=:r  setzen: 

I£,=:r  eos  ^  cos  fy 
M^r  sin  jä  eon  y, 
'  .  '  ^ 

A^  =  r  sin  94 

und  folglich  ilach  6) 

Q  COS  X  COS  /$  =^      r  cos  A  cos  <jp  +  P^  cos  X'  cos  /^, 
\q  sin  21  cos  /?=      r  sin  ^  cos  (S^  Cod  9+r  sin  0  sin  9 
8)1    .         /  '  •.      +^'al»  X'  cos  ß', 

Q  sin  /9  =  —  r  sin  ^  sin  0  cps  9  +  ^  cos  0  öin  y 

-f-^'sia/J'; 
oder  \  •;  ,.. . 

q'  cos  X'  CO»  ß'^=sf  tos  X  cos  ß'-^r  cos  ^  cos  9, 
/  sin  r  eos  j^'s;;^  sin  X  cos  /?--r  sin  ji  cos  0  cos  9 
9J^  .       •  •  '  — r  sin  0  sin  9, 

$'  :ida  ^'ss^^nn  /9  +  r  sin  uf  sin  0  cos  9       ' 

.  .       j  .^  — r  cos  0  sin  9,. 

22^ 
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Dividirt  mnf.die  zweite  und  dritte  der  Gleiökaogett  9)  durch  die 
erste  Gleichung  in  diesem 'Systeme,  so  erhält  man 

!p  sin  iL  cos  i?  —  r(sin  S  sin  g>  4-  cos  S  sin  A  cos  a>) 
tnnsr  JL  ZIZZ^ .  ■      ■  ^ —  ■■  ^-ij T/. 

o  o^cos  X  cos  ß  —  r  cos  ^  cos  cp 

P^ cos  >l*}g  sin  ß  —  r(cos  S  sin  y  —  sin  O  sin  A  cos  y)[ 
ö^^K  P  ^  cos  A  cos  ß  —  r  cos  ^  cos  9  '     ' 

oder,  wenn 

11)  sin  7r=:  — 

gesetzt  wird, 

1^ '  .^ sin  il  cos  ß  —  sin  7r(sin  8  sin  y  -|-  cos  S  sin  A^  cos  y) 
taog  ^Qg  jl^  ^^^  ß  —  gjjj  ^  ^.^g  ^  cos  flp  ' 
cos  >l'|sin  ß  —  sin  7g(cos  S  sin  tp  —  sin  O  sin  A  cos  y){ 
tang  p  —                   ^^g  j^  ^^g  ^  —  sin  71  cos  A  cos  y           .       * 

>  - 

Auf  ganz  ähnliche  Art  erhält  jnan  aus  den  Gleichungen  8) 

.        0'  sin  V  cos  iS'-i-rCsin  S  sin  y  +  cos  9  sin  A  cos  y) 
iau{5      -^  #  ^Qg  ^/  ^^g  iJ*  -i-  r  cos  ^  cos  9  ' 

13) l  .  • 

'^  *  .^ cos  A{g'  sin  ß^^rjcoa  S  sin  y  —  sin  O  sin  A  cos  y)[^ 

tang  p  ^  ^^^  jj  ^^g  '/J*  -H  r  cos  ^  cos  fi  ' 

oder,  wenn      '  . 

14)  sitiV  =  -^ 

gesietzt  wird,  ' 

I.         sin  X'  cos  ^'  +  sin  TrYsin  O  sin  y  +  cos  9  sin  A  cos  y) 
tan&r  yt  *  '                    1         . .     .  . ,       ^             *  *  ^ 

ö                              cos  iL  cos  ß'  -f.  sin  7^  cos  ^  cos  y 
^  .     cos  AI  sin  iS'4-sin  7r'(cos  S  sin  y  —  sin  S  sin  ^  cos  y)| 
tan  ff  p  = ■ — '    ''  ■'    H/   "  \»  ' — : — -r -^ ^^» 
^  ^           ^               cos  A   cos  ^  H-  sin  jt  cos  ^  cos  y 

Zwischen   den  Grössen   A,  /9,  q   und  ^',  Z?',  ^'  hat  man  nach  dem 
Obigen  die  Gleichung 

16)  r  cos  ji  cos  f  =  Q  cos  ^  cos  ß  —  ^'  cos  X^  cos  ß'i 

und  daher  zwischen,  ^,  /9,  77  und  X',  /f,  tt'  die  Gleichung: 

-•V  ^  cos  A  cos  ß        cos  A'  cos  Ä'  . 

17)  cos  A  cos  y  = :- -^ : —  ,    '  « 

-^  ^  sm  TT  sm  ^ 

'^nch  ergiebt  sich  aus  den  Gleichungen  8),  wenn  man  dieselben 
quadrirt  und  dann  zu  einander  addirt,  leicht 

18)  ^*  =  r*-|-^'*-|-2r^//      cos  X'  cos  /?'  cos  Jl  cos  y 

f^sin  V  cos  /S^sin  0  sin  y 

+  sin  ^^cos  0  cos  j^)^ 

+  sin  /y(cos  0  sin  y 

'  ,— ;sin  -4  sin  0  cos  y) 

und  auf  ganz  ähnliche  Art  ergiebt  sich  ans  den  Gleichungen  9) 

1  ^ 
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19)  ^>  =  r>  +  ^' — TtqI      cos  X  cos  ß  cos  ^  cos  9 

1+sio  X  cos  ^(sin  9  sin  9 

^sin  u4  cos  @  00s  9)). 
-Hsin  /?(cos  @  sin  9  [ 

—  sio  ^.sin  0  cos  y) 

Berechnet  mm  den  Hillfilwittkel  ^  mittdst  der.  Formel 

>  4 

20)  tang  ^  =  mn  u<  cot  9, 

so  ist 

i                                                                     sin  9  sin(0-f-V[) 
sin  0  sin  y-l-sin  -^  cos  &  cos  y  = 55i""^r         * 
_                     .       ^    .     ^                    sin  ©  cos  (0-4-^ 
cos  0  sin  5p— ,sin  -4  sm  0  cos  9  = ^jj-^j ; 

Hüd  folglich 

22)  5*  =  r*-l-^'*4-2r^lcos  ^'  cos  ^  cos  -^  cos  9 

5^[sin/J'cos(0  +  V') 

cos  ^  ■•        '^  ^  , 

+  sin  V  cos  Z?'  sin  (0  +  V)l 

« 

und  ^ 

28)^'»  =: r* -I- ^* — 2r^iCos  X  cos  /J  cos  u<  cos  9 

^5l£^[gii,/?cos(0-l-V') 

1^^  cos  ^  *•    .  I 

f  \-l-sin  ;i  co«/J8in'(0  +  V')l 

Setzt  man  non  noch 

( tang  5  =  sin  X  cot  /?, 
^M  tang  |'=sin  ;i' cot /»';     ^ 

so  wird 

25)  q7  ^:=z r^  +  ^* +2rQ'\co»  V  cos  /S'  cos  ^  cos  9 

sin  e^  sin  y  cos  j^^tp  —  t)^ 
*■"  CQS  V  cos  f 

und'  •    * 

'26)  ^»=r*  +  ^»— 2r^{cos  ^  cos  ß  cos  ^  cos  9 

sin  if  sin  y  cos  fO-l-\^  — l)i 
■"  cos-^  cos  ^ 

Weil,  da  r,  ^,  q'  die  drei  Seiten  eines  Dreiecks  sind,  immer 

ist,  sb  ist  der  absolnte  Werth  von  q-^^q'  immer  kleiner  als  r,  und 
also  auch  immer  kleiner  als  q.    Weil  nun 
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«0  «-C08  «  tanit  «>-        «in  >r  CO,  ^  sin  U-«) 

"  COS  a  cos  cf — sm  w  cos  A  cos  g>' 

^  '-,     •         .  ,       cos  cf — sin  TT  cos  g>  cos  {Ä — a\ 

^  cos  «  cos  cf  —  sm  /i  cos  itf  cos  ^ 

Qod 

•^    A  A  t.^  fl  COS  (f  sia  r^  —  a) 

sin  -rf  —  cos  ^  tanir  a'i=s ^    ■  .    — '     \    ■■ 

°     .y      COS  c(  COS  J — Sin  n  cos  ^  cos  y' 

cos^  +  sin  ^  tang  ^;  — ^o^  ^  ^(/-^sju  »  cQs_g 

o  cos  «Mios  cf — sinjr  sos  ^  cos  9* 

iUso  ist,  wie  Bogleicb  in  die  Augen  i^aUen  wird,  . 

.tp  ^^       ^;)_    ^os  c-  s»^  TT  cos  y  sin  ^l^cy) 
rtg^  1  '^       COS  UE  COS  cf  —  sin  n  cos  J  cos  y* 

cos  (g      a^)z^^^^  ^^^^^  <f— sin  tt  cos  y  cos  (^— <r)t 

,  cos  a  cos  cf —  sin  n  cos  ^1  cos  g> 
und 

(sin  U-^a')  =  ^ cBBa'cmd8\n(ä-a)   [ 

oA\  )  -^        COS  CK  cos  cf-^sin  n  cos  A  cos  y* 

(cos  U       oi')=  ''''^  ""  '"''^  "^  ''''^  U-g)  -  wi  TT  cos  q>{ 
'  cos,  a  cos  cf  T-  sia  71  c«8  M^  cos  9 

Ans  diesen  Formeln  ergiebt  sich  aber  auf  der  Stelle 

ltaiig(a-a')  = ^niL^2L2LÜ!liliif[) 

•  Qjx  J  ■  *<"*  (f— Sin  n  cos  ip  cos  (4  —  a)* 

f  tang  (^  -  «0  = cosJ.sinU-«) 

'       °  '        cos  rf  cos  (^  — a)  — sin  «  cos  »' 

Weil  ferner  nacb  der  zweiten  der  Gleichungen  28) 


cos  ä 


9 


.___ tang  <f 


cos  a  cos  cfr-sii^  71  cos  A  cos  y         sin  <f  — sin.Tr  sin  y 

ist,    so  lassen  sich   die  Gleichungen  29)  und  30)  auch  unter  der 
folgenden  Form  darstellen;  . 

( siD.  («  -  «')  =  !!lLZL^!L2L!!LMr-jO  ^ 

32))  sin  cf— sm  71  sin  y      '»"ö  *'> 

C08  (« -  (O  =  «"»  «^-^in  '^  cos  y  cos  f^-«> 

■^  sm  cf— sm  n  %mtp  ^"o  " 


und 


.sin  (A - «')  =   ,^o«/«in(^^^) 
33>  J        ^  ^       sm  cf--siii  71  sin.  9>  ■  *"?  ^> 

L^ff  f  ^_  ^A—  <^os  <^  cos  (^-~«)-sin  TT  cos  ci>  j, 

^         ^^~  sincf-sinTTsin«    .  ^»»R  ^'^^ 

j.!''*^'"L*L?*''  *'".  ^T"**"  GleichnDgeo  in  diestn  beMM  S«ste>w 
«UMh  Addition  und  Snbtractioo  mit  einander,  und  bemerkt,  da» 
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«0  (tt— aO  +  siD  (^  — o')  =  28m  j|(^  +  a)  — a'j  cos  K-rf  — a), 
«n  (a  —  a')  — sin  (^— a')  =  — 2cos  {i(^-^a)— o'}  sin  i(^  — a) 

ist;  so  erhält  man 

2siD  {J(u<  +  a)  — a'j  cos  i(A^a) 

sin  cf — sm  TV  sin  9           ^  '  d     ^ 
2cos  j^-4-4-a)-r-a'j  sin  ^{A  —  a) 

^co«d--sin>»co8y  ^.^  ;             ^ 

Sin  if-T- sin  ;r  sm  9          ^  ^  o      » 

also,  weil 

sin  (^  — a)  =  2sin  ^(J  — a)  cos  ^(-4  — a) 

ist, 

.     t,r  ^  .     V         .1        COS  <f-4-sin  n  cos  9>.,r^        \^         Ai- 
sin JiM+a)  — a'}  =:-:^ — T-^^ ^"^  «n  tM""«)  ^ng  d", 

tw  ^  -     \       -  »>        cos  d — sin  n  cos  <p  .,  ^        v   .  •, 

cos  \UA+a)  -^  a'j  =z=  ", — 3 — ^:: : — -  COS  4(^— «)  tnoff  a; 

«3^      ■     /  »        sm  o  —  sm  TT  sm  ^  '^  -^        ®     ' 

folglich'  durch  Division  -    x 

nivv  ^  i.r  .#   -      \         r>        COS  cf-f-sin  flp  cos  a>   .  ,/  ^         \ 

35)  tang  |i(^+«)-u'{=:^^  ^t^in  «cos  y  *»"8  4M-4 

Ganz  dieselben  Gleichungen  erhäljt  bau  auch,  wenn  man  die  zwei- 
ten Gleichungen  in  den  beiden  Systemen  32)  und  33)  durch  'Addi- 
tion und  Subtraction  mit  einander  Terbindet, 

Hat  man  mittelst  der  Formel  35)  die  scheinbare  Rectascension 
a'  gefunden,  so  ergiebt  sich  die  scheinbare  Declination  i\  mittelst 
einer  der  beiden  folgenden  unmittelbar  aus  34)  fliessenden  For- 
meln: ' 


34) 


36) 


j,  .    ^in  JK^-H «)  —  «'!     sin  (f— sin  1%  sin  y 

ang  <r  sin  4(^ — ä>       *  cos  (f-i- sin  n  cos  9' 

^ cos  \\(Ä^(i\-^a\     sin  cf^sin  n  sin  y 

tang  o  cos  \{4^<£^       '  cos  <f  —  sin  n  cos  y' 


Wenn  man  die  Gleichungen  34)  quadrirt  und  dann  zu  einander 
aidirt,  ilo  erhält  man  ohne  ttchmeffigkeit  .     .;. 


'    '\        y 
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wo  sich  nun  nocb  fragt,  weleheü  Zeioken  man  su  nehnea  btt 
Um  hierüber  zu  völliger  Gewissbeit  zn  kommen,  müssen  wir  auf 
die  Gleicbnnffen  9)  zurückgeben,  welche  im  vorliegenden  Falle  die 
folgende  Gvalt: 

1^'  cos  o'  cos  i'^=:Q  cos  a  cos  ^  — r  cos  A  cos  9, 
^'  sin  af  CQS  f^zQ  sin  a  cos  ^  —  r  sin  ji  cos  9, 
^'  sin  J'sz^  sin ^ — r  sin  <jp; 

oder  die  Gestalt 
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—  COS  a'  cos  (F  =  C08  a  cos  d  —  sin  n  cos  ji  cos  o), 
38)  {-^  sin  er'  cos  ^  :=  sin  a  cos  d  —  sin  n  sin  u4  cos  9, 


-^  sin  ^=:sin  d«— sin  n  sin  q> 

eriiaUen.  Ans  der  dritten  dieser  Gleichnngen  erhellet,  dass  die 
Grössen 

sin  d  —  sin  tt  sin  .9  nnd  sin  ^ 

immer-  gleiche  Vorzeichen  haben ;  nnd  da  nun,  weil  &^  absolut  ge- 
nommen, nie  90^  übersteigt,  sin  &  nnd  tang  iT  jederzeit  gleiche 
Vorzeichen  haben,  so  haben  auch 

sin  d — sin  n  sin  9  und  tang  i' 

imner  gleiche  Vorzeichen,  woraus  sich  ergiebt,  dass  in  der  oben 
für  tang  &  gefundenen  Formel  immer  das  obere  Vorzeichen  ge- 
nommen« also 
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gesetzt  werden  miiss. 

Hierbei  bemerken  wir  zHgleicb,  dass  bei  a1l6n  obigen  Formeln 
nocb  eine  besondere  Beurtbeilung  nötbig  ist,  in  w;elcbem  Quadran- 
ten man  sieb  die  gesucbte  scheinbare  Rectascensiön  a\  welche  be- 
kanntlich immer  positiv  ist,  aber  bis  360**  wachsen  kann,  endigen 
lassen  muss,  und  es  ist  sehr  wichtig,  im  Besitz  bestimmter  Regeln 
zu  ii^n ,  nach  denen  man  diese  Beurtbeilung  in  allen  Fällen  mit 
Tölfl^r  Sicherheit  anstellen  kann.  In  dieser  Beziehung  bemerken 
wir  daher  zuvörderst,  dass  weg^n  der  beiden  ersten  Gleichungen 
in  38)  jederzeit 

cos  o'  cos  9  mit  cos  a  cos  J— sin  n  cos  A  cos  9, 

.sin  a*  cos  9  mit. sin  a  cos  d-— sin  n  sin  A  cos  ^\ 
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ftllN),  w«il  €08  ^'steti  ^bsitiv  ist,  jederzeit 

'  cf»  o'  mit  CM  a  eo«  J— sin  n  eonA  cos  «), 
sin  o'  mit  sin. 9  .cos  ^r—jin  3f  mn.ji  00s  9  . 

gleiclies  Vorzeidien  hat..  Also  endigt -siiA  a'  isi. ersten »  zweiten« 
ritten  oder  viertel  Qaadrenten,  jenaclidepi  von  den  beiden  be- 
kannten Grossen  - 

C08  a  cos  d  —  sin  7f  cos  Jt  cos  q>y 
sin  a  cos  d  —  sin  ^  sin  ui  cos  9 

die  erste  positiy  mid  die  zweite  positiv^  die  erste  negativ  nnd  die 
zweite  positiv  j  die  erste  negativ  undjdie  aweite  nemtiv,  die  erste 
positiv  und  die  zweite  negativ  ist,  mittelst  werclrer  Regisln  also  die 
verlangte  Beurtheilung  immer  sicher  angestellt  werden  kann. 

Berechnet  maa .  nun  of,  nnd  (T  z*  B.  mittelst  der.  Forindn  2S), 
nämlich  mittelst  der  Formeln  :  ■  .  . 

,    ,       sin  tt  cos  if— sin  n  yn  A  cps  g^ 
o     .~c#s  «pos  J  — sin  n  eoa4  ^f^  y.*.. 

.         j-  cos  a  (slö^— sin  n  sin  o»)- 

tanir  o^s=: s~     .  '  ^  '        % 

°  cos  a  cos  a — sin  ;i  cos  A  cos  9' 

80  mnss  sich  a'  im  ersten,  zweiten,  dritten  vder  vierten  Quadran- 
ten endigen,  jenachdem  in  Bezuff  auf  den  der  Grösse  taug  o' 
deichen  Bruch  der ;  Nenner,  po^tiv  nnd  der  Zäfaleir  .positiv,  AßT 
Nenner^  negativ  und  der  Zähler  positiv,  der  Nenner  negativ  und 
der  Zähler  negativ,  der  Nenner  postt^  und  de|r  Zähler  negativ  ist. 
Der  Ausdruck  für  tang  S*  lässt  keinen  Zweifel  über  die  Art  und 
Weise,  wie  d',  welches,  absolut  genommen,  nie  90®  übersteigt,  zu 
nehmen  ist,  zu.  <•     ^ 

Berechnet  man  af  und  f  mittelst  der  beiden  aus  28)  und  31) 
fliessenden  Formeln 

-. »  sin  7J  cos  Gp  sin  (A  —  a) 

tamit  (u  —  als:: — ^-7 :: ^ ". v-r — ^» 

.  ö  ^  j       cos  o  —  sio^  n  cos  ^  cos  (^-^a)*-    - 

•  «y cos  fc'  (sin  tf—»  sin  n  sin  y) 


oder 


cos  a  cof  (f-r&in  n  cos  A  cos  y 


tähff  tA'^a!\t=z  cosifsinU  — tt) 

7  cos  cf  cos  .(4  —  «/  —  si^  TT  cos  ^^ 

-       .    t.  cos  tt'  (sin  ^ — sin  n  sin  g>) 

o  •  cos,«  cos  o — sin  n  coa.A  cos  y'   . 


\  - 


10  hat  man  zu  bemerlben,^  dass  die  beiden  Werthey  welche  a'  haben 
kann,  immer  von  der  Form  a' fand  o'  +  lSO®  sind,  wo -a'  nicht 
grösser  als  180®  sein  soll  Diesen  beiden  Werthen  von  a'  ent- 
sprechen nmi  nadr  der  zweiten  Vormet  der  beiden  obigen  Systeme  von 
Formeln  immer  entgegengesetzte  Werthe  von  tang  a,  und  da  man, 
Weil  bekanntlich  ian^  ö'  immer  einerlei  ^Vorzeic^en ,  mil^  sin  3 — sin  ;r 
sin  9  hat,  das  Vorzeichen  von  tang  d^  kennt,  so  lässt  Isich  offenbar 


aiich  immer  obbe' Sohwi^rigkait  aijchjBf' bi^nirUieilcAi»  .wekh^n  4f)r 
beiden  Werthe  von  a^  man  zu  nehmen  hat.- 

Auf  gavK  äbtliobe  Art  bat  ma^ttiob  aa  ferbldteiiy  wenn  man 
ol  und  9  mittelst  eines  der  beiden  folgenden  ans  dem  Obigen  be-^ 
kannten  Sjatema  von  ForaielB  bereebnet: 

.*.i^^-     i       .»_^^         1/-^        vcos  if-4-  sin  7f  cos  9 
p  lav.^  .  ■     /  >  o  jv       fc    /  oos,<r-^sm  n  cos  y' 

>,       sin  }^^^^c)  —  tt^j     sin  <f —  sin  n  sin  y 
o      "^       sin  i{A  —  a)        '  cos  cf+sin  tt  cos  ^ 

oder 

.  <!/>#.        \  ri  X  t/"^  \    ^^^  <f-|-Sin  7f  COS  fp 

tang  U(^+ «)  -  o'i  =  tang  i(^  -  «)  .ofc.^^^;,  ,  ,^  ;. 

^        -, COS  |j(^«f-fe)  —  a'\     sin  ^ — '^^^/^  ^^^  T ' 

fang  " --*    '  eos  i(4  — a)       *  cos  (f-->sln  n  cos  jp* 

DUse  l»0iden  let^tete  Systeme  von  Fatmeln  «iBid^:  M  viel  ick  weiss, 
bis  jetzt  noch  nicht  bekannt  gewesen.' 

Sich  die  Rechnnnff  nach  den  obigen  Formeln  durch  die  Ein- 
führung von  HüHswinkeln  zu  erleichtern»  ha^  nicht  die  mindeste 
ScbwierigkeityVnnd  wir  wollen  dies  daher  auch  nur  beispielshalber 
an  den  letzten  Formeln  erläutera. 

Setzt  man  nämlich  -" 

.^.   .  sin  n  cos  o    ^         ^       sin  ti  sin  cp 

SO  hat  man  zur  B^rec^bnung  von  a^  die 'Formeln 

j,  '  *      . 

«)  J»me:  I JM  -+-«)  —  «^}  =  taig  i(jt  ^  a)  taug-  (45«  -#-2) 

oder,^  -.:         *''-".        ,/     '  ■'...,     ^    ;     • 

42)  tapg  J4(Jf-ha)  — a'}  r;=tang  i(-^  — «)  cot  (45*  — j^)^ 

und  zur  Berechnung  von  6'  hat  man  die  Formel^;  „. 

Ifo-*  ^— f«„ö.  rf  8^°  IK^ ■•■«)- «^J  .cosjg>sip(45o-|) 

taig  (T-  twg,  <r        «feiM-«)  •  cos  Isla  (45o+jry 

taug  (T  —  iang  q        ^^  i(^~a)  '  cos  {  sin  (45»— j^)' 
oder  auch 

Ii         Ä       Aw     :»  sin'}}(^-f-g)~g'j  cos  y  f  0?  (45® -f- 1) 
A       ^         j»  *<>s  {i(^-|-«)-^«'}     cos  y  cos  (45® -4-1) 

tanff  a:=;:tanflr  o ^TV       x  ■     •  ■  ^C- \^^       ^ 

o                 ö            cos  4(^-^tt)  cos  I  cos  (45<> +J^) 

Auf^  d^Q  bei4QM  ersten  jBleiichnngien  in  33)  und  33)  «rbäll 
man  leicht  l  ,  .  ,   r 


»1  r      « 


45)  ( 

f««-»  Jt' sin  (^A  T  «  )  /|^^  jt  .    sin  yt  sin  g^^ 
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i 

nad  wenn  man  die  erste  Gleichong  io  33)  daMh  die  eniedtiqhiilif^ 
in  33)  dividirt,  so  ergiebt  sich 

Afi\   sin  (q  —  tt^)     '    sin  n  cos  y 
'  sin  (^  —  «')  cos  <f 

oder 

.-X     .     /  ^         A       COS  <f  sin  (c  — g') 

47)  sin  (ui  — «)  = : 'n 

'         ^  '  sin  n  cos  9 

Die  zweite  der  GleichuDgen  45)  kann  man  auch  unter  der  Form 

,^^^  i sin  M  — c)  ^ j,  .   sin  n  sin  y 

ö  sm  (^  — « )        **        '        COS  <f 

schreiben^  und  weil  nun 

o  o  cos  <f  cos  (f 

ist,  so  ist  ' 

#«««  jy  ■   si"  (<^— <n sin  (J— et)  ^      sinjfsinjp 

**"»  ^"*"coscfcos?— sin(^-a')  **°K  ^^       cos  <f     ' 

also 

sin  {A  —  «7  "^  sin  j(irf  -»  c)  •, sin  n  sinvy        sin  (cf — cT) 

sin  (ii  —  «')  ^  cos  <f  cos  <f  cos  (f  ^ 

d.  i.  ; 

< 

2sin  i(a  —  «')  cos  }^— 4(a^o')f        :^    «^       »in  jr  sin  y        sin  (<f— cT) 
sin  (if  —  a )  ^  cos  (f  cos  a  cos  er 

Naci  47)j8t  ^bf^ 

sin  \[a  —  c/)  __^         sin  yy  cos  y 
sin  (A^  a'l   "^  SJcos  cT  cos  ^(a  ^tS^f 

und  folglich  nach  dem  Vorhergehenden 

sin  n  cos  y  cos  j^  —  Ka  +  a')!   .      ^    ».       sin  ti  sin  y         sin  (<f*— <f) 
cos  cf  cos  \(a  —  «')  ft  cos  <f  cos  «f  cos  (T' 

also 

'^  *  •  ■      -. 

sin  {ß — <}^)=±:sin  %  sin  ^  cos  d' 

•    '   '  sin  7y  cos  y  sif  cf  cos  \A  —  j(g  +  «*){ 

cos  i(a  —  «')  * 

Setzt  man  nun 


•     - 1 


A«\  -.««.  y      cot  y  cos  M  — i(«-Htt')} . 
48)  cot  {;= eosiC«^«') "^' 

so  wird  ' 

49)  «a(J-^)  =  5ia4j^£  ««(?-<>'), 


o^er,  #eiiB  '«rir  d^r  K8rae  wegen 

5Q)i*=: r— rr-" 

setxeo, 

51)  siD  (J— dO  =  /»  rin  (t— ^. 
Nnn  ist  aber 

also 

«in(J— dO  =  /^l««»K-^^  c«i(i»r-*)  +  €<Mi({:— ^sin(*— dOl, 
und  folglich 

Setzt  mao 

Ko\  ^        »in  n  CO«  9 

SO  ist  Dach  31)  ' 

M)  u«  (.-^=.ir..^j:>.).. 

Wenn  man  jetzt  überhaupt  die  Gleichung 

jr  sin  t; 

'  »  •   '   -    . 

hat,  und  der  absolute  Werth  von  u  nicht  grösser  als. der  vierte 
Theil  der  halbpi  Peripherie  ist;  so  ist  nach  einer  Üus  der  Analj- 
sis  bekannten  Reibe 

»=  tang  u  —  T^ang  u*  -f--J*ang  u*  -^^tang  t^'  +  . . . ., 

r 

und  folglich}  weil 

tang  fis^nsin  «^1  —  ^oos  v)—^ 
ist,  ' 

,  u^=:      a:  sin  r(l  —  x  cos  r)— ^ 

—  \3C^  sin  tf»(l  -r  Jr  «os  v)"^' 
'    '  '      +T^*  sin  r*(l  —  o;  cos  r)~* 

' — -J^r'  sin  r'(l  —  o?  cos  r)-^ 


>  .>■' 


/ 


•    • 


Ist  nnn  der  absolute  Werth  voB'  or  cos  v  kleiner  als  die  Einheit, 
so  ist  es  verstattet,  die  sämmtlichen  Potenzen  von  1 — a^  cos  v 
nach  dem  Binomischen  Lehrsatze  in  Reiben  zu  entwickeln.  Tbut 
man  dies,  und  ordnet  dabn  nach  den  Potenzen  von  x^  so  erhält 
man  mittelst  der  aus  der  Trigonometrie  bekannten  Ausdrücke  für 
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tlie  Sinns   der  vielfacben  Bog^n  ohne  alle  Schwierigkeit  die  fol- 
gende merkwürdige  Reihe: 

or  sin  t;    .    x^  sin  2v    .    a:*  sm  %v   ^    x*  sin  hv 


1         ■  2  ■  3  ■  \         -!-••..* 

oder,. wenn  u  in  Secunden  ausgedrückt  sein  soll, 

'  ^  sin  e;    .    X*  sin  2v    .    x*  sin  3t;    .    x^  sin  hv 


n 


sin  1"  ^^     2sin  1"    ^^     Ssin  1"    ^^     4sin  1" 


oder  auch»  wenn  man  nur  einige  wenige  Anfangsglieder  der  Reihe 
berücksichtigt^  ohne  merklichen  Fehler 

or  sin  t;    ,    x^  sin  2v    ,    ^*  sin  3t;   .    x*  sin  4t;  . 


f»       1^  •  • 


sin  1"  sin  2"  sin  3*  sin  4' 

Hiernach  hat  man  unter  der  Voraussetzung,  dass  die  absoluten 
Werthe  von  a  —  o^  und  i-^d*  nicht  grösser  als  der  vierte  Theil 
der  halben  Periplierie,^  und  die  absoluten  Werthe  von  Jh  cos  {Jl — a) 
und  f»  cos  (^ — 3)  kleiner  als  die  Einheit  sind,  nach  54)  und  52) 
die  Formeln 

MK\  ^       *  sfn  {A  —  a)    ^    k*  sin  2M  — «) 

'  sin  1  2sin  1 

k^  sin  3(^  — g) 
^         3sin  r 

,  k^  sin  4(^--tf)' 


•_      IM 


4sin  1 


und 


KAv    .       xß i^  sin  (C  —  cQ    .    i^*  sin  2(C  — <f) 


/ti«  sin  3((— (f) 
Ssin  1" 

/tf*  sin  4(C  — (f) 
4sin  1" 


wo  nach  dem  Obigen 

^^.    .        sin  n  cos  a>  sin  ^  sin  a> 

")^=       cosJ      '^=       sine' 

ist^  und  C  au>  ^^^  Formel 

'  *  cos  ^(a  — «) 

bestimmt  werden  muss« 

Ist  man  berechtigt  mit  hinreichender  Näherung  bei  den  ersten 
Gliedern  der  Reihen  55)  und  56)  stehen  zu  bleiben,  so  erliiUt  man 
Tbeuia.  23 


•4«r,  #etiB  'vrir  d^r  Kdrae  wegen 

•,Ax           tili  w  sin  9 
^  5Q)i*=: r-TT-" 

setzeO) 

51)  sin  (3—  ^)  =  /»  HD  (£  -  d^. 
Nun  iat  aber 

also 

und  folglich 

Setzt  man 

,.«.    :       «in  TT  cos  ip 

SO  ist  nach  31)  ' 

54)  tWg  («^«')  =  i_;teo.(J-V 

'     '    '  '  "  '  '    "  \     I 

Wenn  man  jetzt  überhaupt  die  Gleichung 

jr  sin  t; 

hat,  und  der  absolute  Werth  von  u  nicht  grösser  als  der  vierte 
Theil  der  halbpi  Peripherie  ist;  so  ist  nach  einer  itus  der  Analj- 
sis  bekannten  Reibe  . 


«»r=tang  u  —  itang  ü*  +-itang  »*  ^-|4ang  u"* 

und  folglich^  weil 

\  • 
tang  fi=^r:  sin.  c^l  —  o?  cos  f^)~^ 

ist,  ' 

,  u;=      a:  sin  r(l  — a:  cos  r)— ^ 

—  \a:^  sin  tf'(l  -r  sf  cos  vf^  - 
'     +-J-Ä?*  sin  r*(l — a:  cos  r)~* 

—  yO?'  sin  r'(l  —  o?  cos  vY^ 


•  •  •  •, 


\'  - .  i« 


/ 


Ist  nun  der  absolute  Werth  tob*  ac  cos  v  kleiner  als  die  Einheit, 
so  ist  es  verstattet,  die  sämmtlichen  Potenzen  von  1 — ^  cos  9 
nach  dem  Binomischen  Lebrsatze  in  Reiben  zu  entwickeln.  Tbot 
UM!  dies,  und  ordnet  dann  nach  den  Potenzen  von  ^,  so  erhält 
«MM  mittelst  der  aus  der  Trigonometrie  bekannten  Ausdrucke  für 
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die  Sioas  der  vielfacben  Bog^n  ohne  alle  Schwierigkeit  die  fol 
gende  nerkwördige  Reihe: 

X  sin  V    ^    X*  sin  2t;        x*  sin  Sy    .    ar*  sin  hv  , 

oder,  wenn  t^  in  Secnnden  ansgedrackt  sein  soll, 
[  x  sin  e;    .    j;'  sin  2t;    .    x*  sin  %v    .    x^  sin  4t; 


"  —  sin  r     ■       28in  1"      '       Ssin  1"      '       4sin  1"    "»"••••» 

oder  aacb»  wenn  man  nur  einige  wenige  Anfangsglieder  der  Reihe 
berücksichtigt,  ohne  merklichen  Fehler 

o:  sin  t;  ^^  x*  sin  2t;        ar*  sin  3t;        x*  sin  4t; 

*""  sin  r  "^        sin  2"     "*        sin  3^     "^        siiTF      *" 

Hieroach   hat    man   unter   der  Toraas^etznng,    dass  die  absoluten 
Werthe  Ton  a  —  o^  und  i — &  nicht  grösser  als  der  vierte  Theil 

J         1      II  Tk        ■      1  •  1    ^1*  I  ■      M  «VT        Ä%  »  r     ^  V 


der  halben  Peripheriey  und  die  absoluten  Werthe  von  Jh  cos  (^ — a^ 
und  fi  cos  (^ — ä)  kleiner  als  die  Einheit  sind,  nach  54)  und  52) 
die  Formeln 

-^.  ,       k  sfn  (A  —  a)    ^    k^  sin  2(^  — «) 

'  sin  1  2sui  1 

i^  sin  3M  — g) 
"*"         3sin  r 

.   *•  sin  4(^--tf)'    ■ 


4sin  r 


^  ^ 


und 


^^  ^       j._i^siP  (C-cf)    .    ^»sin2(C-<f) 


(A*  sin  3((~(f) 
Ssin  1" 

/tf*  sin  4(C~(f) 
4sin  1" 


wo  nach  dem  Obigen 

^«v    ,        sin  71  cos  a>  sin  ^  sin  op 

")^=      cosrf     »^=       sine' 

ist^  und  C  aus  der  Formel 

58)  cot  g-'oty  cos  M-J<« +  «'){. 

'  *  cos  J(«  — «) 

bestimmt  werden  muss« 

,  Ist  man  berechtigt  mit  hinreichender  Näherung  bei  den  ersten 
Gliedern  der  Reihen  55)  und  56)  stehen  zu  bleiben,  so  eriiiUt  man 
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,       sin  n  009  Q*     *     ,  a        \  ' 

a  —  «'  = -7—' — p;  sin  iA  —  a\ 

^^,  J  cos  o  sm  1  ^  '* 

59) {  .         . 

*-^— sinCsmF  *'*»t£-*); 

oder  auch  Däherun^aweise 

I,  71    cos   9>      .        -     . 

Weil  aber 

ist,  so  ist*  nach  58),  wie  man  leicht' findet,  wenn  man 

cos  i-^  — i(«-|-aOi 
=:cos  (-4*-«)  c«s  ^(a  — a')  —  sin^^  — a>  sin  |{a  — «') 

cot  t=co*  SPJcos  {A  — «)  — sin  {A  —  a)  tang  K«""«')!f 
also  nach  59) 

d  —  9z=:^^^—. — y~  {cos  d  —  sin  ^  cot  9  cos  (-^  — eO 

+  sin  J.  cot  9}  sin  {A  —  a)  tang  ^(a — o*)!» 

und  folglich,  weil  das  Glied 

^'^^J'^.'^  sin  d  cot" y  sin  {A  -  a)  tang  U«  -  «') 

/ 

offenbar  in  Bezug  auf  sinW  tang  ^(a—a')  von  der  zweiten  Ordnung 
ist^  näherungsweise  .     v 

^_jr_!!S4L^5?  jcos  rf^sin  S  cot  9  cos  M  — a)j, 

also,  wenn  man  den  Bülfswinkel  17  mittelst  der  Formel 

,61)  cot  i?  =  cot  9  cos  {A  —  a) 

berechnet,  ^ 

-«Äv    ft      '  •;       sin  n  sin  9>     •     /  »v 

62)  rf  — J'  =  -j- ;j— f;  sin  (17  — ö). 

'  sm  »iy  sin  1  ^  ' 

Daher  haben  wir  jetzt  die  folgenden  Näherungsformeln 

/  cot  f7  =  cot  gp  cos  {A  —  a), 

I     .       .        sin  TT ,  cos  9    •     ,  jt         V 

<r^«r=''!°'"'!°2;gin(y-«r); 

sin  9  sm  1  ^'       y 

oder  ameh  ,    . 
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cot  i}^cot  9»  cos  {J[  —  a),. 
g^j  ^  a  -  «- =  2^^  sin  (^  -  «), 

Sin  j;y  \'  / 

Die  Voranssetznnffen,  unter  denen  die  im  Vorhergehenden  für 
a—a'  und  ä — dr  gefundenen  Aimdrücke  nur  gältiff  sind,  haben 
wir  oben  angegeben.  Will  man  sich  also  dieser  Ausdrücke  mit 
Sicherheit  hedienen,  so  muss  man  sich  jederzeit  vorher  überzeugt 
haben,  dass  die  in  Rede  stehenden  Voraussetzungen  sämmtlich  er- 
füllt sind.  Vorzüglich  scheint  danQ,  wenn  die  wahre  Rectascension 
a  nahe  0  oder  nahe  360®  ist ,  Vorsicht  nöthig  zu  sein ,  weil  dann 
allerdings  der  absolute  Werth  von  a  —  a'  nicht  nahe  0,  sondern 
nahe  3w®  sein  kann,  was  man  also  bei  praktischen  Anwendungen 
stets  wohl  zu  beachten  und  zu  berücksichtigen  hat. 

Aufgabe.  Aus  der  scheinbaren  Rectascension  und 
Declination  a\  «f^'die  wahre  Rectascension  und  Deaii- 
nation  a,  8  zu  finden. 

Auflösung.*  Auf  ganz  ähnliche  Art  wie  im  vorigen  Paragra- 
phen erhält  man  aus  den  Gleichungen  15)  die!  Gleichungen 

^^  sin  OL   C0S  <r-4»sin  ii  sin  Ä  co»  y 
^„.  -       ^  cos  a   cos  (f -f-sin  i^  cos  A  cos  cp' 

*  « cos  gt(8in*  cT  4-  sin  t^  sin  y) 

^  cos  a  cos  cf-i-sin  li  cos  A  cos  fp 


Da  nun  diese  Gleichungen  a^s  den  Gleichungen  28)  hervo 
gehen,    wenn  man  für  a,  cF,  a',  rf*,  tt  respective  er,  c^,  a,  cF,  — 


hervor- 

setzt,  so  ist  es  sehr  leicht,  alle  zur  Auflösung  der  gegenwärtigen 
Aufgabe  dienenden  Formeln  aus  den  im  vorigen  Paragraphen  ent- 
wickelten Formeln  durch  einfache  Substitutionen  herzuleiten.  Auf 
diese  Weise  erhält  man  aus*31)' 

I*««;*  (^      r^\ sin  ie  cos  y  sin  {A  ~  et) 
tang  \a  —  er j  z^ -rr : — -; ■ t~m — ^i 
°  ^             '         cos  er  .4.  sin  n  cos  y  cos  \A  —  a) 
\          IM         ^                     «OS  cT  sin  (A  —  a') 
tang  (A  —  a)= ^     \    /. rr = — :T ? 
°  ^             '        cos  (T  cos  (A  —  a)-f-sin  li  cos  g>' 

und  aus  35)  und  36)  ergiebt  sich 

ßn\  A.  tif^mß\  I        cos  cf —  sin  7^  cos  y  ^  , ,  -         -v 

67)  tang  liMH-0-«|=,,,  j-^,i„  ^  ,„,  ;  twg  i(^w«') 

und  '     .  , 

.'  •       sin  \iiA  +  a')  —  a\     sin  (f.-4-sin  7^  sin  y 

i  tang  o  =5 r  V/T      ^  ^  •  "  -J^  •    1/ ^5 

^rjx  \       °  sin  i(A  —  a)     '      cos  cT  —  sin  ti^  cos  y 

J,  e \  cos  )iM -♦-»')  —  c|     sin  (T -4» sin  7^  sin  y 

^       ^  cos  i(^  — «')        *  cos  (f -f-sin  i^  cos  y* 

Auch  die  Rechnung  nach  diesen  Formeln  kann  man  sich  leicht 
durch  Binführung  von  Hülfswinkeln  erleichtern. 

23* 


Aus  39)  erhält  man 
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S. 


Nach  37)  ist 

Q  COS  a  cos  S: 

Q  sin  a  cos  d 

Q  sin  S: 


O) 


11 


o 

eo 


s 

ce 


OS 


•     I 


o 

00 

+ 


o 


o 

OB 

k 
I 


S' 
+ 

ce 


0» 


I 


;^'  cos  a'  cos  «f  +  r  cos  ^  cos  y>, 
:q'  sin  o'  cos  d^  +  r  sin  ^  coli  % 
:^'  sin  S -^r  sip  y; 


oder 
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-V  C08  a  cos  ^=€08  af  cos  d'+sio  tv*  cos  J  cos  g>. 

X 

•^  sin  a  cos  <!=;:  sin  af  cos  ^rl-sin  tt'  sin  Jl  cos  9. 

-V  sin  d=:sin  (T  +  sin  ir'  sin  <^ 

Hierans  erhellet,  dass 

cos  a  mit  cos  af  coa  ^+sin  tt*  cos  Jf  cos  y, 

sin  a  mit  sin  a'  cos  ^  +  8in  jr'  sin  jd  cos  9, 

sin  6^  und  also  asch  tang  i,  mit  sin  (T  +  sin  ^  sin  9 

jederzeit  einerlei  Vorzeichen  hat.  Also  endigt  sich  a  im .  ersten» 
zweiten,  dritten  oder  vierten  Quadranten,  jeoachdem  Ton  den  bei- 
den Grössen 

cos  o'  cos  d'+sin  tt'  cos  ut  cos  9, 

sin  a'  cos  c)'  +  sin  t^  sin  Jl  cos  a> 

die  erste  positiv  und  die  zweite  positiv,  die  erste  negativ  und  die 
zweite  positiv,  die  erste  negativ  und  die  zweite  negativ,  die  erste 
positiv  und  die  zweite  negativ  ist,  wodurch  sieb  auf  ganz  ähnliche 
Art  wie  im  vorigen  Paragraphen  immer  leicht  mi^  völliger  Sfcher- 
heit  benrtbeilen  lässt,  wie  man  u  zu  nehmen  hat. 
Ans  55)  und  56)  ergiebt  sich 

70)  a-.a_ gj-p H___, 

.    k*  sin  3(^  — a') 


^         Ssin  1" 

''  k*  sin  AM  — «0 


4sin  1 


M 


und 


«iv  ^       • jti  sin  (C  — cT)     ,   ^»  sin  2({— (T) 

.    .   fA*  sin  Sg-^cT) 
"*"        Ssin  r 

^*  sin  4(t^(f) 
"•"         4sin  1" 


wo 


•A.    ,  sm  71^  cos  CD  sin  n^  sin  a> 

^  cos  (T     *  "^  sin  C 

ist,  nnd  C  oHttehit  der  Formel 

73)  cot  C  =  <^otycos{^-i(a  +  aO} 
-^  •  cos  K«*"«) 

bestimmt  werden  muss« 
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Ditt  ■•  «hes  «ntirickekett  Ansdracke  van  af^a  und  ^— d 
setsen  Torans,  dass  die  absoluten  Wertbe  dieser  Differenxen  den 
vierten  Tkeil  der  halben  Peripherie  picht  übersteigen,  und  dass  die 
absoluten  Wertbe  von  ^  cos  Xjd^^a^)  Und  ft  eos  {t-^i')  kleiner 
als  die  Einheit  sind. 

Aus  ^)  erhält  man    .    :  .<  .:. 

cot  i?  =  cot  9  cos  {jd  —  a'), 

,74)  (    *  C0&  (T  sin  1  .         ^  .  ' 

.j^       ^        .    sin  ^  sin  ^      .     ,    .     ^. 
sm  i|r  am  i  ^^         " 

e4er  tfueh' 

col  97r=cot  9  cos  {A  —  a^^ 

V_rf^-^  .in  (,-:*'). 

In  allen  vorhergehenden  Formeln  kaün  mäti,  Xvi^  wir  auä  f.l 
wissen,  für  tt^  näherungsweise  7V  setzen.  Wollte  man  sich  dies 
aber  nicht  gestatten,  so  würde  man  sich  attf  folgende  Art  zu  ver- 
halten haben. 

Nach  18)  ist  im  vorliegenden  Falle,  wie  maü  leicht  findet, . 

76)  ^*  =  r'  +^'*H^2r^'}iin  J'  sin  y +  cös'^  cos  y  cos  (-4— a')|, 

oder,  wenn  wir  ' 

77)  cot  (r=cot  &  cos  (^  — a') 
setzen, 

78)  ^' — r»  -I-  ^"  -I-  2r(.'  ?iEJli2!j2.=£), 

.    oder 

fax    1%   .   gr  «in  cf  dtfs  (y  — ff)    ,       ,  \/'   .      v 

mittelst  welcher '  quadratischen  Gleichung  man  aus  den  gegebeneii 
Grössen  r,  ^,  et',  d'  die  Grösse  q\  und  daraus  mittelst  der  Fornel 

sin  ^  =  — r 

Q 

die  Gröise  ^  bestimmen  müsste.    Weil 

^=r  cttfleo  TT,  Q'==r  cosaa^ 
ist,  so  kann  man  die  Gleichung  79)  imch  auf  die  F^rm 

.-    ,   Zürn  (f  cos  (g)  —  öS  .      .  *     • 

cosec  7r*H TuTT^ —     cosec  ^:=t::cosee  jr*  —  1, 

SlU    o    ' 

d«  i.  auf  die  Form 


8ft9  . 

0O7  cosec  TT*  H ; — ^^^ cosec  jt  =  cot  w* 


sin  a 


briDjifeB,  iMd  nitiebt  dieser  61eidia»g  «as  ar,  o',  9  unmittellMir  tt 
bestinmen. 

Wenn  man  an  zwei  BeobafihtuDgsorten ,  deren  geographische 
Positionen  als  genau  bekannt  angenommen  werden  können,  so 
änerlei  Zeitmometit  *)  durch  Beobachtungen  die  scheinbaren  Rec- 
tascensioneü  und  Dedinatiooen  a',  (F  und  a',,  ^i  eines  Wettkör- 
pers bestimmt  hat;  so  ist,  wenn  a,  d,  ^  die  dem  in  Rede^ 
stehenden  Zeitmoment' entsprechende  wahre  Rectascensiony.  Decli- 
nation  und  Entfernung  dieses  Weltkörpers  vom  Mittelpunkte  der 
Erde  bezeichnen  und  ^,-9>,  r,^'  und  A^^  f^.^  ^d^'i  ^^^  beide  Be- 
obachtungsorte gleiche  Bedeutung  haben,'  nach  37) 

IQ*  COS  o'  cos  ^=Q  COS  a  cos  d  —  r  cos  jd  cos  9, 
q'  sin  af  cos  9=:q  sin  a  cos  J  —  r  sin  A  cos  9)^ 
^'  ^n  9z=iQ  sin  J*r-r  sin  y 
und 

1^,  cos  a'i  cos  d'i=Q  cos  a  cos  J  —  r^  cos  ^1  cos  ^j, 
^'j   sin  a\  cos  1^1=  (i  sin  a  cos  (f  —  r^   sin  ^^  cos  9)1, 
^'i  sin  rf'i  =Ä^  sin  cF  — rj  sin  y,. 

Durch  Subtraction  erhält  man  aus  diesen  Gleichungen  auf  der  Stelle 
die  Gleichungen 

q'  cos  af  cos  S''—q'i  cos  o'j  00«  ^x^=^i  cos-^x  *w  9i 

,      '  .  — r  cos  -4  cos  g>jf   . 

^  sra  a'  cos  d^  — ^',   sin  a'^  cos  <?!  =ri   sin  -^1  eos  y, 

—  r  sin  ^'cos  y, 
^'  sin  J*  —  q\  sin  if'i=r,  sin  y^ — r  sin  y; 

welche  nun  bloss  nocb' die  beiden  unbekannten  Grössen  q'  und  q\ 
enthalten.  Aus  den  beiden  ersten  dieser  Gleichungen  erbält  man 
ttittelst  gewöhnlicher  algebraischer  Elimination 


0'  = 


r,  sin  (Ai-—a\)  cos  y,  —r  sin  (A  —  a\)  cos  tp 


.  sin  («'  — a\)  cos  (T  * 

,   rj  sin  (^1  -»c*)  cos  y,  — r  sin  (A  —  a)  cos  y 

^  *  sin  (a'  — a'i)  00s  <f|  * 

<  •  > , ,  >, 

and  die  letzte  der  drei  obigen  Gleicbmigen,  pamlich  die  Gleichung 


*)  Dies  ist   möglich,  'weil    man    die  Längen,    wenigstens    die  Längen- 
diffiprens  der  beiden  Beobachtungaorta  kennt. 
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'    84}  q'  sin  &  —  q\  Bin  &i  =rx  sin  jp^  —  r-ain  y 

kann  dann  als  Prüfungsgleicbung  benutzt  werden. 

Ans  q'  nnd  q\  erhält  mas  ^  nnd  tt'^  für  die  beiden  Beobach* 
tungsorte  mittelst  der  Formeln,  .  ^  ' 

85)  sin  ^  =  — 7*  sin  jt',  =-^, 

und  kann  dann  a  und  <f  mittelst  der  aus  dem  vorigen  Paragraphen 
bekannten  Formeln  berechnen,  worauf  dann  ferner  zur  BerechnuDg 
von  Q  die  Gleichipigen  81)  und  82)  Wecce  genug  darbieten*  Die 
leichteste  Berechnung  scheinen  jedoch  die  leicht  aus  den  beiden 
ersten  der  Gleichungen  81)  und  82)  fliessenden  Formeln^ 

sin  (A  —  «')  cos  o) 

Q    ^— ^  f     -  ri     .Ml    ■  if 

o^v  I  sin  (a  —  a)  cos  cf 

OD j 


sin  {Ji  — a'i)  cos  yt 
^  *     sin  (a  —  a'i")  cos  <f. 


zu  gestatten«    Zur  Berechnung  von  tt  und  tt^  für  die  beiden  Be- 
obachtungsorte  hat  man  die  Formeln 

Ir  sin  (a  —  «')  cos  cf 

g  sm  (/^  —  a')  cos  tp* 

Ti  sin  («i— V,)  oosifj 

Bin   TT,  =  —  =  -: 7-7 7-Z . 
'         ^          sin  {Ai  —  a  i)  cos  (p  | 

Man  sieht  hieraus,  wie  man  aus  gleichzeitigen  Bestimmungen 
der  scheinbaren  Rectascensionen  und  Ucclinationen  eines  Weltkör- 
pers an  zwei  Beobachtungsorten,  deren  geographische  Positionen 
als  bekannt  vorausgesetzt  w^den,  die  dem  in  Redi»  a^tebenden  Zeit- 
punkte entsprechende  lEntfernung  des  Weltkörpers  vom  Mittelpunkte 
der  Erde  bestimmen  kann ,  und  in  der  That  ist  das  vorhergebende 
Verfahren  die  allgemeinste  Methode,  zur  Bestimmung  der  Entfer- 
nungen der  Weltkörper  von  der  Erde. 

♦.  6.  :    ^ 

Aufgabe,  Aus  dem  wahren  Azimuth  und  der  wahren 
Höhe  CO,  h  das  scheinbare  Azimuth  und  die  scheinbare 
Höhe  cu',  K  zu  finden. 

Auflösung.  Grösserer  Bestimmtheit  wegen  wollen  wir  anneb- 
men ,  dass  der  Beobachtungsort  in  der  nördlichen  Hälfte  der  Erd- 
oberfläche liegen  soll.  Die  Azimutbe  ^blen  wir  von  Süden  an 
nach  Westen  und  nach  Osten  hin  von  Ö  bis  180^,  und  nebmen 
westliche  Azimutbe  positiv,  östliche  Aziinuthe  dngegen  negativ.  Die 
Polhöhe  des  Beohachtungsorts  bezeichnen  wir  durch.  ^\  Die  Ebe- 
nen der  jcy  und  0?'^.  sind  die  Ebenen  des  Wahren  und  scheinbaren 
Horizonts,  die  Ebene  der  XF  ist  die  Ebene  des  Aequators.  Der 
positive-  Theil  der  Axe  der  x  soll  von  dem  Mittelpunkte  der  Erde 
nach  Osten,  der  positive  Theil  der  Axe  der  y  vom  Mittelpunkte 
der  Erde  nach  Norden,  der  positive  Theil  der  Axe  der  %  vom  Mit- 
telpunkte der  Erde  nach  dem  Zenith  des  Beobachtungsorts  hin  ge* 
richtet  sein.    Nimmt  man  nun^  dies  vorausgesetzt,  alle  in  ^2.  ge* 
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■achten  Yoraassetsniig^B ,  int  w  yerttattet  ist,  als  erfällt  an;  so 
ist  offenbar 

i  =  Wö*  — w  oder  A  sä  (270*»  —  oi)  —  3W% 

V= 270*^  —  Ol'  oder  V  ±=  (270»  —  w')  ^  360*» ; 

©  =  «0<»— ^',^  =  270% 
und  folglich    nach    12)^   wobei    man  nur  zu  überlegen   hat,   dass 


f 


>t     i' 


sin  X=z  —  cos  w\  cos  il  =  — ^sin  oi,  tang  X  =  cot  w\ 
sin  V==  —  cos  o)'y  cos  A,'  =  —  sin  cd',  tang  l'=^cot  ca' 

ist, 

1.      .       cos  «D  COS' A +  8111  n  sin  (9-^9)0 
cot  Ci>'= : T • 
sm  Ol  cos  A                  '     . 
jj        sin  w'jsin  k  —  sin  ti  eo»  (y  -^.y^ { -  - 
^^^^=' sin  a>  cos  Jk ^ 

oder,  wie  hieraus  leicht  folgt, 

), sin  <tt  cos  k . 
°              cos  Ol  cos  A+sin  jf  sin  (y  — yT 

'I  ^ cos  a>'|sin  k  —  sin  ti  cos  (y — y^}' 

(       ö        —  cos  tt>  cos  A  +  sin  ^  sin  (y  —  y')* 

\  -  —     -    I  ^ 

Weil  nun 

sin  w\coB  Ol  cos  A  +  sin  n  sin  (SP^SP')}  "-""sin  <<>  <^os  oi  cos  A 

zs  sin  TT  sin  o)  sin  (jp  —  y'), 

cos  (ii|cos  (o  cos  A  +  sin  ?r  sin  (y  —  y')(  +  sin  oi  sin  oi  cos  A 
=  cos  4  +  sin  ?r  cos  ca  sin  (y  —  y') 

ist,  so  ist,  wie  man  leicht  findet,   wenn  man  diese  Gleichungen 

durch 

cos  Ol  cos  A  +  sin  n  sin  (y  —  yO 

divjdirt,  '  ^ 

sin  »  sip  oj  sin  (y  —  y') 
^  cos  Ol  cos  A  +  sin  n  sin  (^y  —  yj 

,     .  ,       co^  A  -f.  sin  TV  cos  <o  sin  (y  —  y') . 

cos  Cö4-8in  (ü  tang  «'  =  «0«  <»  cos  Ä  +  sin  „  sin  (f-9')' 

d.i. 

I.     ,            ^           sin  71  sin  oi  cos  W  sin  (y  —  y') 
sm  (cü  —  cüO  = 1-: — : ■' — 7 Tfy 
^             '         cos  Ol  cos  A  +  sm  n  sm  (y  —  y  ) 
'              ,.        cos  oiMcos  il  +  sin  n  cos  oi  sin  (y — y*){ ., 
cos   (a>  —  Ci>')  = ^ ^-1 : : —       vy        ^   j. 
^             /              cos  a>  cos  A-f-sm  n  sm  (y  —  y) 

folglich,  wegen  der  zweiten  der  Gleichungen  89) 


sm  cü 
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sin  (« -  «0  =    »i»'»"'!«"^  (»-»')     tang  K, 
j    "  ^  '        Sin  A  —  sm  71  ^08  (y  —  y  )        ^ 

^  ,^       cos  A^sin  ^  cos  •>  sin  (ap-^äpI  .         ,, 

cos  (Ol  —  0)')  = : — T : 7 ,.  taDIT  Vx 

,    ^  '  sin  A  —  sin  7J  co»  (9  —  9 )  .  ^     * 

ond  hieraus  durch  Divbion  .  .^ 

-^        ö  ^  ^       cos  A  + sin  TS  cos  ft>  sin  (y  —  9) 

Nach  den  Oleichungen  89)  ist  ferner,    wie  man  leicht  findet, 
Ao\    .        .  sin  0)  cos  Ä  ^  -, 

t 

Verbindet  man  die^e  Gleichung  mit  der  ersten  der  GleichoBgen 
91)  durch  Addition  und  SabtrBCtien,  so  erhält  man 

/  .     •  .  /  f^       ^^^  ^  +  sin  n  sin  (y  —  y')  ^.  .         ^ 

,        .     /  ,x       <Jos  Ä  — sin  71  sin  (y  — y')    .  ^    '     i,' 

und  folglich 

1-   ,v     ,    .       cos  ft -f. sin  71  sin  (y  9*)  ,       .         ^ 

cos  (w'  —  iü»)  =  -; — >       ' /        ir  cos  4«  tanir  Ä*, 
^  "  V          y/       sin  A  —  sin  jf  cos  (y  —  y )  *  ©     ' 

•     /  *#       1    %       cos.A^sin  n  sin  (y  — y*)     .  '.         x/ 

Bin  (w' —  4w)  = -5--T — ,.    ^  ^^^  Y — 7TT  sm  ^w  tang  n', 
V  *        ,    sin  A  —  sin  7J  cos  {j^"^^)  , 

also  durch  Diyision 

Atfx  X         /   #       1    \       cos  Ä  — sin  71  sin  ((p^tp') 

95)  trag  (a.>-ia>)=:^^  ^_^^  ^  ,.^  (y-y')  *!^  ***• 

Auch  hat  man  nach  94) 

1  ,,       cos  {(o'^^i»)     sin  A— sin  n  cos  (y  —  y*) 

^  cos  ^        *  cos  A-f-sin  71  sin  (y  —  y')* 

j^  __^  sin  (<tf*  —  ^)     sin  A  —  sin  n  cos  (y  —  y*) 
^  sin  ,^        '  cos  A  —  sin  n  sin  (y  —  9^)* 

•  •'       . 
Alle  diese  Formeln  auf  ähnliehe  Weise  wie  die  analogen  Formelo 
in  4.  3.  durch  Einführung  zweier  Hülfswinkel  zur  logarithmischen 
Büechnung   bequem   einzurichten,    hat  nicht   die  mindeste  Schwie- 
rigkeit. .   ' 
Auch  ei^iebt  sich  aus  94)  leicht 
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Nach  9)  ist  nun 
q'  sin  ia'  cos  ^: 
q'  cos  m'  cos  A': 
^'  sin  ^ 


5* 


8 


oder 


Q  sin  ci)  cos  Aj 

\Q  cos  w  cos  A'irr  sin  (gp 

E^  dn  Ä  — r  cos  (gp  —  gp') 


-y')» 
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-^  sin  6)'  cos  ^=:sm  to  cos  A^ 

-^  coso/  cos  A'=:cos  6)  COS  A  +  sin  ^  sin  (so  — SP'), 
-^  sin  A'szsin  A-^sin  9r  cos  (9>  — y')* 

Also  hat  immer  sin  co'  mit  sin  ca,  cos  o/  mit 

cos  CD  cos  4  +  sin  ^  sin  (9)  —  9/), 

und  sin  K^  folglich  auch  tadg  K^  mit 

sin  A  — sin  n  cos  (SP  — JP^ 

gleiches  Yoneichen.     Daher  muss  man  in  dem  obiigen  Auidmcke 
Ton  tang  K  das  obere  Zeichen  nehmen,  und  folglich 
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Betrachtet  man  die  Erde  ah  eine  Kngel,  so  ist  9  =  jpi'^  ^nnd 
ans  den  oBigen  CHeicbungen  erg^ebt  sich  daher  unter  dieser  Tor- 
amsetzung  auf  der  Stelle  C(i'=fai,  so  dass  a!sOy  wenn  man  auf  die 
Abolattong  der  Erde  keine  Rücksicht,  nimmt,  jederzeit  das  wahre 
m  scheinbare  Azimuth  einander  gleich  sind.  Femer  erhält  man 
US  den  obigen  Formeln  für  die  sphärische  Erde  leicht 


98)  tang  ^=       ^,  ^ 


oder 


W)  t,Bg  ^^«"»»^-«je^KA^-,) 


eos  il 
oicr 


«nd  folgiicli 

Wl)  toBg  il-tng  A'=^ 
«od 


d.  i« 


Also  ist 


l-Hf  g  il  te.g  ^=l  +  tMg  A*-S^!^, 


-Htang  ^  tang  ^f= ^jj-ji 


«AA\  A         /#        Yfv   -       sin  n  cos  A 
^        ^  ^  '       1  —  8in;ssinil 


Ans  der  GleichiiDg  101)  folgt  aiBcli  anf  der  Stelle 

103)  sin  (^  — A')^8in  it  cos  K 


oder 


sin  (h-'K) 

cos  Ä       .  ' 


also 

cos  ^-f-gjn  {h  —  k)        l-f-sin  n 
cos  h  —  sin  (h  -^h')        1  —  sin  » 

oder 

sin  (00*>  —  h')  -I-  «in  (h  —  h')  1-f-cos  (90^  — yt) 

sin  (90®  —  h')  ^  sin  (A  —  Ä')         1  —  cos  (90<»  —  w)' 

folglich  nac)i  bekaDoten  Formeln 

104)  tang  (45*»^.^*  — A')  =  tW«  (45«»— ^A)  cot  (45«— ^jr)« 
oder 
105)  tang  (45«  +  i*  —  //)  =  tang  (45«  —  ^A)  tang  (45«  +  |b»)». 

,.  ,Bif  .auf  GU^deir,*  die  in  Bezug-  auf  sin.  7^  \on  der.  ersten  Ord- 
quug  siQdf  ist  iMM^li  103)  für  die  gpbärische  Erde 


,106)  tang  (4 — ^^  A^  3=  sin  ;r  cos  A 
oder  auch 

107)  Ä  — A'cssTr  cc^fl  A,  A'  —  A  =  —  ;r  cos  A, 


I    *• 


welche  Formeln   bekaniitlich   in    der  praktijschen  Astronomie  sehr 
häufig  gebraucht  werden. 
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ü«b€rlegt  man;  dass  4ie  F^rmelft  89)  ans  den  Formeln  28)  er- 
halten  werden,  wenn  man  in  letzteren  fiir 

respectiYe   ,  ,^ 

«,  Ä,  Ol',  Ä',  ^,  0,  90«  +  (y-SPO 

setzt,  8o  ergiebt  sich  aus  45)  auf  der  Stelle 

und  ans  55)  und  56)  ^ 

.  •  .         .  • 

^^^^  ,  Ä;  sin  0)         k*  sin  2a)         ^'  sin  Sw 


^  sin  4<» 
4sin  1 


77^  ""^  ••••«- 


und 


lim  A       A'      jusing-^^)      ju»sin2(C^A) 
110)  Ä  — A'— jr^-p- H        2sin  r 

"*"         3sin  r  ,      l 

'-  ''  '  ft^  sm  kj^-^A) 

'  "*■         4sin  r 


wo  nach  57)  und  58)  .   . 

^^^v   ,        '     sin  71  sin  (a>  — yO  «in  n  cos  (y-r-^) 

A*V'«f  — '^^  cos  A  ^r —   -        smC 

« 

ist,  und  £  aus  der  Formel 


p .' 


bestimmt  werden  muss.  '^ 

Ferner  ist  nach  64) 

cot  i/fc=*— cos  cö  tang  (jp  —  gp')>  - 
^  ,  '    »  «in  «    •     /         _/i 

113)  r  -  " = isrr "'"  ^  ~  s^^' 

•        .-,       n  sin  (17  —  Ä)  ,     •       ,v 

^"~^= siiaiy  ^^  (ff-^SP)- 

Für  die   sp^Srjwicbe  Erde  ist  f=90*»,  f*=r?sin^,   Uttd  folglich 
nach  110) 


S68 

■f,M.\  M.    '  Mj       MB  n  em  i    ,   t»n  n*  mA  Ük 


tm 

28BI  r 

it*  cos 

U 

sin 

Ssin  r 
Tf*  sm 

u 

•  • 

JkaatV 

•  •  •  • 

•9 

oder,  wenn  9r  in  Secnnden  ausgedruckt  ist: 

115)  A'^A'  =  n  coi  A  +  i7r<  sin  2;i .  sin  r 

—  ijr«  cos  ZA  .  (sin  Fj» 

—  ijr*  sin  4A.(sin  1")« 


♦  7. 

Aufgabe.  Aus  dem  scheinbaren  Azimntli  und  der 
scheinbaren  Hdiie  ia\  hl  das  wahre  Azimuth  und  die 
wahre  Höhe  co,  A  zu  finden. 

Auflösung,  Auf  ganz  ähnliche  Art  wie  im  vorigen  Paragra- 
phen erhält  man  aus  15)s  die -Formeln 

1.            cos  Ol'  cos  K  —  sin  li  sin  (y  —  ^0 
cot   WZSl r ,■             i./      *           '           % 
sin  a>   cos  A                    ' 
.    ^      ,       sin  Ol  (sin  ^*-|-sin  7i%  cos  (y  —  yO{ 
*•"«*  = «ii(»'eo8>i'       ' 

aus  denen  Mch' leicht 

!.                                   sin  w'  cos  Ä' 
tanir  ci>=  , — : — t; . ■  *> — : — >         »x% 

®  cos  fti  cos  A  — sin  TT  sm  (y  —  9») 

-        co6'e>|sin  A'-i-sin  yi^  cos-fy^ — y*){ 
o      """  cos  w'  cos  A'  —  sin  li  sin  (y  —  9') 

erffiebt.  Da  diese  Gleichungen  aus  den  Gleichungen  89)  heryor- 
gehen\  wenn  man  j^  den  letzteren  filr     r 

w,  A,  01',  A\  w,  gp,  9' 
respective 

cö',  K,  (o,  Ay  — ;r',  g),,y' 

setzt,  so  ist  es  leicht,  die  der  jetzigen  Aufgabe  entsprechenden  For- 
meln aus  den  im  vorigen  Paragraphen  entwickelten  Formeln  un- 
mittelbar abzuleiten. 

Aus  91)  eriiält  man  auf  diese  Weise 

,^  /  n         sin  »',  sin  w'.  sin  {flp.— flP.O  .  .  » 

--^v  J        ^  .  '  ,    sin  A+ sin  TV    cos  (y  —  9)        P 

\        f  ,.        cos  h'  —  sin  ti*  cos  w'  sin  (®  —  yO  x         z 

COS  (01  —  o/)^ : — T. !--3 7 — '^  >x       tong  A; 

^  ^  sm  il  -f-sin  7^  cos  (y  — y)  ^ 


r 
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Ccberlegt  man;  daas  4ie  F^rmelft  89)  aiis  den  Formeln  28)  er* 
baUen  werden^  wenn  man  in  letzteren  fiir 

a,  Oj  a^y.  9y  Tty  Ay  9> 
respectiTe  ,  ..^ 

w,  Ä,  cö',  Ä',  w,  0,  90»  +  (y  —  spO  ^ 

setzt,  80  ergriebt  sich  ans  45)  auf  der  SteUe 

\i^        LI       «in  Ol'    (^  -       sin  TT  cos  (a  —  yO )      , 

.  nnd  ans  55)  und  56) 

^_v.  ,  Ar  sin  0)        i&*  sin  2a)        ^  sin  3a» 

10»)  "-«'  =  - lüTr  - -äitaP zl^l^ 

^  sin  4t»  • 
4sin  1"    "~  •  •  •  •  '' 

and 

110)  Ä->i'=<i^ii^      ^»siBa({~A) 

-^  Sin  1  2sin  1 

**"        Ssin  1"  .      I 
"*■        4sin  r 


h  r 


WO  nach  57)  und  58) 

mv   y        *     sin  TT  sin  (a>  —  »0             sin  n  cos  («>— V) 
1">  *  =  - cosi     ^»  '»==- si^C  ' 

»t,  und  £  ans  der  Formel 

bestimmt  werden  muss.  '^ 

Ferner  ist  nach  64) 

cot  ly  t=  ♦—  cos  du  tang  (g>  —  ^f/),  ^ 
g  f  '    ^  sin  ai  .  •     ,     .       .^ 

113)  h  -  "  =  isrr  ■"'  ö"  -  s^)» 

sm  17  \T       y  r 

Fnr  die  sp^ftijbctie  Erde  ist  C=90^>  i»rz;ain^,   und  folglich 
nach  110) 
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Für  die  sphärische  Erde  ist  nach  98) 

123)  tangr  A  = ^^, 


oder 


124) 


.       2sin  U^'  H-  71^)  cos  KA'  -  71^) 
tang  Ä  = -— p f 


4iAer^  auch 


125)  tang  A  =  taDg  A'  +  St- 


.In 
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ond  aus  92)  ergiebt  sicli 

119)  taDir  («  —  W')  = S r— 3; ,     .     .^  '^ ;r. 

-'        P  ^  '       cos  ^  —  sui  Tf'  cos  ö>  sin  (y — y  ) 

Ferner  erhält  man  au  9S) 

1AAV  .  r  •    fx       COS  A'4-8in  TT*  sin  (qp  —  0)0  ,  ,    , 

.180)  teng  ((ü->')  =  eosA'-l8Ü.»' .in  ;?-»')  *«"»  *«' 

nnd  ans  96)  ergiebt  sich 

-        cos  (ta^^\fa')     sin  i^-i-sin  ii  cos  (y  —  y^ 
tang  A  —      ^^^  ^,      .  cos  H  —  sin  ti'  sin  (y  -  y')! 


121) 


,        sin  (g»^— ^*)  -  sin  il'^f«sin  li  cos  (y — y*) 
o      "^       sin  i«'       *  cos  A'-4-sin  -Fi  sin  (y — y')' 


Zu  bemerkeB  hat  man   nach,   dass  immer  sin  oi  mit  sin  cd', 
cos  0»  mit 

cos  a/  cos  K  —  sin  jr*'  sin  (y  —  y')', 
ond  sin  h^  also  auch  tang  ^,  mit 

sin  A'+sin  i^  cos  (SP  — 9pO, 

gleiches  Vorzeichen  hat. 
Ans  97)  ergiebt  sich 

N 


TiMaia 


24 


87« 


^  ,       ^m    t  *4 


t 


*  * 


r      • 


ir  die  spkiriscke  Erde  ist  mth  96) 

123)  tmmg  A=z ^^^, , 


oder 


oder  aaeh 


124)  tamg  A_  ^jj-j 


125)  teg  Ä=t«g  *+Srr 


.!•. 
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Ferner  ist  naeh  102) 

m)  fang  (>i->i^=.  f;"■"'J''^*' ^, 

'        ®  ^  '       1 -f- Stil  jiT  sin  aT^ 

und  nach  104) 

127)  tang  (45«  ^\K—h)=^  tang  (45?  —  \h')  cot  (45«  —  ^-n^y 
oder 

128)  tang  (45«'-F4^— -*)  =  tang  (45«— ^A')  tang  (45«H-^7r')». 
Nach  106)  ist  näherangsweise  fiir  die  sphärische  Erde 
129)  tang  (y&  — AO  =  Bin^  cos  N^ 
oder  nach  107).  ,  ^ 

130)  Ä  — >S'=y  CO»  hl,  *'  — Ä  =  — TT'  i^os  h\ 
Für  die  jy»häroidische  Erde  ist  nach  108) 

Iz       fiin  (<P  — <ttO   (  sin  A'  ) 

^°s  ^=    sino,^-   •{ar;riir(5rr^+««*  (sp-sp)}> 
,        sin  a>    C  ^  -,   ,    sin  T**  cos  (ep  —  op') ) 

o  sin  Ol    (       «»  cos  h  ) 

Nach  109)  ist 

4  ««X  /       *  sin  w'        *•  sin  2«'    _    ^"  sin  M 

132)  Ol  —  Ol  =  — : — Tu-  H — o  •  '  1^^     H 5"5 — 7^ 

-'  «in  1  2siD  1        ■      3sm  1_  ' 

^  sin  \fü' 
"*■    4sin  1"     + 

und  Dach  110)  ist 

•  133)^-^'  = jj— p 2sinr 

/i«  sin  3(g~A-) 

sSmr 

>*♦  sin  4(C— ;i') 
4sin  1" 


wo 

.      tt. 

;oA\  E, sin  ^  «in  Up  —  y')    ,^ sin  n'  cos  (y -> yT) 

ist,  und  C  mittelst  der  Formd 

135)  cot  C=-eo8  I(a,r«,')  tong  (y-yO 

« 

beBtiqinit  Werden  muss.  -        '•''/. 

Aus  llS)"ergiebt  sich     '     > . 

cot  ^:;5=^^co8  cjj'.tatig  (gp-^rty'),   ' 
I  ,       71*  sin  Ol'    *     ,  ^ 

136)  r  -  ^  =  "^J^ir.  «*"  (5P  -  SP'), 

X       jr, yy'  sin  (^  — A^  , 

A  — Ä'ss:- — jj^jjj cos  (SP  — 9>9. 

24» 


\     • 


872 


Fnr  die  sphärische  Erde  ist  nach  114) 


137)  Ä  — Ä'  = 


sin  li  -eos  Ä' 


s^ 


sin  1 


t* 


s 

sin  n^«  sin'  2h' 
2am  i^ 

sin  Ti'*  cos  SA' 


.  » 


i*f 


SmT' 
sin  71^*  sin  kk' 


4sin  1 


*/ 


oder,  w^n  tt'  Id  Secobdett  aosgedritckt  ist^ 

.  138)  Ä  — >S'  =  3r'  cos  Ä'  — ^jr'*  sin  2*'.  sin  1" 

—  Itf"  cos  3Ä'.(8in  V)* 
'  +i;r'*  sin  4Ä'.(8in  10' 


Dass  man  in  allen  vorhergehenden  Formeln  für  tv^  näherungsweise 
TT  schreiben  kann,  ist  aus  §.  ^.  liekaoiit.  Wollte  man  sich  dies 
aber  nicht  gestatten,  so  würde  man  sich  auf  folgende  Art  zn  ver- 
halten haben. 

Nach  18)  ist  im  vorliegenden  Falle,  wie  man  leicht  findet, 

139)  Q^  =  r»  -f-  q'*  -I-  2r^'{  sin  ff  cos  (y  —  gp') 

^-  — cos  cd'  cos  ff  sin  (y— SP')i> 

oder,  wenn  man 

14Q)  cot  (r:==co8  (o'  cot  ff 
setzt,  1  • 

^'»%\     «  •'-      /«    .   n     ,  sin  Ä' sin  (tf — a-i-a') 

oder» 

.  2r  sin  Ä'  sin  (tf — w^.«')     ,       ,  .   , 


142)  Q' 


am  c 


/ 1 


mittelst  welcher  quadratischen  Gleichung  man  q\  und  daraus  mit- 
telst der.  Formel 


sin  7r:=i'^ 
9 


,1 


\\ 


7t'  bestimmen  miisste.    Apch  ist,  'wie  man  leicht  auf,  ähnliche  Art 
wie  in  f.  4.  findet, 

*»o\              _f*    .    2sin  h'  sin  (<r — a-|-a')  ,  ^     _ 

143)  cosec  7r'+^^ r^ — ^^  cosec  ;r  =  cot  jt*, 

'  Bin    ^  ' 


Sin  <r 


mittelst  welcher  GleiehungTn'  unmittelbar  ^^efiinden  werden  ksnn. 


«.  8. 


seh 


Aufgabe.    Aus  der  neahren  Länge  und,  freite  Jt» /}  die 
einbare  Länge  und  Breite  V,  /ST  lu  findet;. 
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AaflösuDff.  Die  Ebeaen  ^er  sag  und  XF  aeieii  ^respectiye 
die  Ebene  der  Ekliptik  ond  die  Ebene  des  Aequators.  Die  mU  ein- 
ander zusainmenfallenden  positiven  Tbeile  der  Axen  der  oe  und  X 
seien  von  dem  Mittelpankte  der  Erde  nacb  dem  Anfanffs^unkte  des 
Widders  oder  dem  Früblingspankte  iiin  gericbtet.  Die  positiven 
Theile  der  Axen  der  y  und  JF  gehen  vom  Mittelpunkte '  der  Erde 
respective  durch  den  neunzigsten  Grad  der  Längen  und  den  nean- 
xigsten  Grad  dfer  Beeta^nsionen.  Die  positiven  T|ieile  der  Axen 
der  %  und  ^  sind  Tont  Mittelpunkte  der  Erde  respe^tii^  nacb  dem 
Nordpole  der  Ekliptik  und  dem  Nordpole  des  Aequatars  &in  ^ericb- 
te&  Dies  Torausgeiietzt  ist,  wenn  e  die  Schiefe  der  Ekliptik  be- 
zeichnet, und  A  und  9p  ganz  dieselbe  Bedeutung  haben  wie  in  f.  3., 
nach  \%)  offenbar 

I>,       sin  Jl  cos  />  — sin  yy(sin  %  sin  y-f«cos  g  sin  ^  cos  y) 
"SP                            oos  iL  cos  /)  —  sin  7f  cos  ^  cos  9>                 * 
^       cos  JLMsin  Ä  —  sin  Trfjcos  «  sin  ®  —  sin  «  sin  A  cos  ^\ ' 
tanir  fr  =         »^        — \ ~ : — ~ 3-^ ^ • 
^  ^ ,                        cos  X  cos  B — sin  n  cos  A  cos  «> 

Bezeiehnen  wir  die  Coordinaten  des  Beobachtuiiff^rts  in  Be« 
zog  auf  die  Systeme  der  aeyx  und  X  FZ  jetzt  durch  ^1,  yp  «1 
und  X„  y,,  Zi,  dessen  polare  CoovdinateB  in  Bezug  auf  das 
,  System  der  jpy%  durch  L^  By  r;  so  ist,  weil  A^  y,  r  offenbar 
seine  polaren  CoordinKten  in  Bezug  auf  das' System  der  %.YZ 
«nd*): 

Xx  =5=^  cos  Li  cos  Ä, 

145)  \y^t=zr  sin  //  cos  ^, 

«x=:r  sin  Ä_ 


und 


). 


Xi  ==:r  cos  A  cos  9, 
146)  \  y/=^r  «in  ^  cos  4jp, 
Z|  =r  sin  9. 

Nach  der  Lehre  von  der^Terwandlung  der  Coordinaten  ist  aber 

^i^=»Xi,    ' 

y,  =  Fl  cos  €+Zi  cos  (90«—«), 
«\=  Fj  cos  (90oH-«)  +  Zi  cos  «;       . 
d.i. 

yi=  Fj  cos  €+Z,  sin  «,    * 
«,==— F»  «in  €-»-vZ,  cos  «; 

»Isonach  145)  und  146) 


*i  Um  die  Begriffe  zw  fixiren,'  denken  wir  uns  den  Beobachtungsort  anf 
<i«r  nordlichen  Hälfte  der  Erde  liegende- 


L. 


1 


»74 

\ 

!008  £0  COS  ^zsqoB  jieau  9»,  ' 

SID    L  cos   ^=7  810   S  SID  9p-|-<^08   €  sId  ^  COS  9), 
«in   ^»SOO»  e  »D  9—  BID   €  SID   .^  COS.9; 


und  folglich  nach  144) 

/  ^ ,  ^    sin  A  C08  /?  —  sin.  ?y  sin  L  coi  i^ 

V      o      "^  cos  A  cos  /{ -r^sin  9  cos  £r  cos  Ä* 

^, cos  A*(sm  /t-^iin  »  BJtt  g)       ^ 

^  B  P  *"*"  C08  A  cos  jf  — '  sin  TT  eds  Zr  «os  JT'' 

wobei  wir  bemerken,  dass  Ij  und  ^  eigentlich  bloss  als  itivei  so, 
dass  den  drei  Gleichungen  147)  genügt  wird,  zu  bestimmende  Hulfs- 
winkel  zn  betrachten  sind. 

Ans  den  Gleichungen  147)  erhält  man  auf  der  Stelle 

sin  €  H-  ^oB  c  sin  ^  eot  ^ ' 
cos  -4  cot  9>  '• 

V    sin  17  SS  sin  q>{cou  c  — sin  i  sin  jd  cot  jp); 

und  folglich,  wenn  siau  den  Hiilfswinkel . tp  mittelst  der  Pprsiel 

150)  tang  tassBiu  A  cot  9 

berechnet, 

r sin  (e^-tr) 

8  cos  il  cos  te  oot  g>' 

.      -,       sin  «>  cosX«-*-y) 

sin  ^  = ^^ ^^ — 5 ; 

cos  Uf  * 


149)    *"•«  ^  — cos  i  cot  v'  ' 


.1 


oder,  weil 


ist, 


sin  w 
cosfgcoty=::-,^^ 


1-         tang  ^    .     .     .       . 
smi^ 
sin  B  =    ^         cos  (s  +  ttFl; 
cos  w  \      •       n 

mittelst  welcher  Formeln  L  und  £t  leicht  berechne^  werden  kÖDBen« 
Nach  147)  ist  . 

cos  £»  cos  ^^cos  A  cos  9p, 

152)]«""  ^  «•"  '^  =  ^^  ""  («  +  «')> 

sm  Br^  '     ^    cos  U  +  w)t 

cos  M'  V       ■         /» 

und  da  £/  und  ^  so  bestimmt  werden  nrUssen,  dass  diesen  drei 
Gleichungen  zugleicL  senügt  wird,  so  muss  man,  indem  man  des 
absoluten  Werth  von  B^  was  offenbar  verätattet  ist,  qicht  grösser 
als  in  mflUBl,  mittelst^  der  eisten  der  Mdsp  Fornraln  151)  die 
Grösse  £,  immer  so  bestimmCQ»  dass    ,  .'  • , 


C08  £f  mit  cos  ^ 


liDd 


Bin 


/^  mit  — rrrr- — 


€08  W 


fflcichcs  Vorzeichen  erhält  ^t  .  .  «q.  i.      « 

Die  GleichuDgen  148)  gehen  aus  den  Gleichungen  28)  hervor, 

wenn  man  in  den  letzteren  für 

o,  dy  a',  i'y  n^  Ay  9 

/ 

respective 

X,  /J",  X',  /?,  n,  L,  B 

$ 

t 

setzt'.    Also  ist  nach  31) 

sin  n  co%  B  sin  (L  —  k) 
(tang  (A.  — ^O  =  cos  /^-^sin  tj  cos  B  cos  (I.-A)' 

l^)j  cos  />  siir  (/:>  -  A) 

( tan^  (//—  /.')  =  cos  5  cos  (L  — A)  — sin  ti  cos  iT 

Nach  35)  ist 

xos  ^  +  sin  71  cos  B  ,  \tT       \\ 

154)  taBg  ii(/^+^)-^'i=ro8J-su.«cosif  *«"»  '<^-^^' 

and  nach  36)  ist  j^. 

sin  \\{L-^Vi'-X\     sin  /g  —  sinTtsin  i? 
tang  p  —       gin  ^(/,-^.;i)        •  cos  /9  -I-  sin  n  cos  ^' 


155) 


cosJiClHhiljzil     sin  i9  —  sin  7t  sin  /? 
tang  p  —       cos  4(/.  — A)        *  cos  ä  — sin  7»  cos  B* 


cos  ^L  —  A)  cos  /J  —  sin 

Auch  ist  zu  hemerken,  dass 

cos  V  mit  cos  X  cos  /9  —  sin  n  cos  Xr  cos  ^, 
sin  V  mit  sin  ^l  cos  /?— sin  ^  sin  1/  cos  B^ 

uod  sin  /^«  also  auch  tang  /?',  mit 

sin  /?  —  sin  ^  sin  B 

jrleichfs  Vorzeichen  hat. 
Nach  39)  ist 


<i 


376 


Aas  45)  ergiebt  sich 


II 

51 

A 

O 
«0. 

+ 

80 

5" 


S 


s* 
I 

M 

+ 


I 

OS 

»^» 

D 

g 

o{ 

SO 


OD 


5- 


OB 

-B 


I 


157) 


.  ^       sin  (X  —  X')  ,      sin  Ä 


ain  jL—l') 


*»"»  '^=i^^ET)  (*«»8  /»- 


sin  ;f  sin  B. 


cos  /} 


). 


Nach  55)  und  56)  ist 


377 

'  «in  1"        "*  2sin  i" 

^  *»  sin  %(L  —  i) 


9rn  r 

ife*  sin  A(£,  — A) 
48in  r 


nnd 


15»)  ß-.^=f!JEJtz£l  +eL^%:Ä 


ju»  sin  Slt—ß) 

M^  sin  MC-ß) 
4sin  1" 


wo 


iAA\  r       sm  ^  cos  ^  sin  91  sm  i? 

Iw)  Ä^ T"^^  li= i — r-^ 

'^  cos  Ä      ^  »^  sin  C 

ist,  iiDd  £  miltelst  der  Fonuel  t  \ 


^  wt  ^_  cos  4(A  — A') 


bestimmt  werden  mius. 
NaQh  64)  ist 

c»t  i^i^eot  ^  cos  (Z^A),     ' 


16S)  {    .'  -cosi^ 

:  sin  i 
sin  9 


/»-'^-^«-i?-'»)- 


_     t 


♦•  9.  I 

Amfgobe.  Ans  der  scheinbarep  Län^e  and  Breite  iL', 
f  die  wahre  Länge  und  Breite  A«,  /^  zu  finden.^ 

Aufl(l4MiBig.  Ganz  auf  äbpiltehe  Art  wie  in  der  vorigen  Auf- 
gabe erhält  man  aus  16) 

IA        sin  V  cos  /9'-4-sin  Ti'Csin  c  sin  0-4- cos  <  sin  A  cos  cp) 
tanir  a  :=  *    '  ■    ,v        1 — '"■ .    _j ^  « 

0  cos  A  cos  /T-i-sin  ^  cos  ^  cos  9  ' 

a       COS  il{sin  /y'-f^sin  Tt'Ccos  g  sin  y  —  sin  <  sin  ^  cos  y){ 
^^  r—  cos  A^  cos  /T  -f«  sin  91^  cos  ^  cos  4p    '  ' 

welche  Formeln  aus  144)  hervorgehen,  wenn  man  für 

'  Ä,  ft  X\  ff,  n,  €,  ^,  9> 

respective 


i78 

setzt.    Also  hat  ja^n  nac|i  150)  und  151) 

^  1  '   ^     r 

'   '  1§4)  taDg  ir  =  sin  Jl  cot  f 

und  .^ 

tftDff  £f  =  — r-^-r  sin  («  +  «^)» 
165)'  '  '""^ 


Sin  B  = ^  eoB  (€  +  i^); 

cos   tf'  \       •        /? 


und  mittelst  deH  etsCen  slieser  beiden  Crleicbungen  muss,  indem  mao 
'    4en  absoluten  Wfrtb.von  B  nicht  grösser  als  \n  nimmt,  L  so  be- 
stimmt werden,  dass 

.  cos  Lt  mit  cos  A 

und 

sin«//  mit  — ^ 

cos  w 

gleiches  Vorzeichen  erhält.  > 
Nach  153)  kt 

Iii»      a\—  sin  7^  cos  B  sin  (L  —  X') 

tang  l*  — Aj_  — ^^^  /T-hpin  t^  cos  ;^  cos  (/.-r)' 
/#■       a\  •  .,_      cos  /J*  sinJL  — A*) 

t^^Si^r-^)^     cos  ?  iüi' ^-.i'>Hrfiin  <  oos"g- 

Nach  154)  und  155)  ist  ,: .. 

■i/?i^k  .  ( •  i*  V-    .    A  t\       ti\       COS  iJ*  —  sin  7^  cos  B  ,         , ,  -■      «,t 

167)  taug  {i(/;  -I-  X')  -  Xj  =  tos^'-Hrin^cosg  t»"«  '^^  "  ^' 

un,I  ._  / 

I  sin  {iCLH-A^  — A}     sin  >r4-fe<nyi^  sin  g 

tang  pf—   ^   gj^  ^L~X)      ;  cos /^- sin;*'  cos  Ä' 
'_  cos  \\{L^i:)^l\     sin  /^-srnV  sin  g 
tang  p—       ^^g  4(£.— r)       •  cos  /T  +  sin  7f  cos  Ä* 

Auch  ist  zu  bemerken,  dass  ' 

cos  iL  mit  cos  V  cos  /T  +  ain  jt'  cos  J&  ^os  ^>, 
sin  X  mit  sin  X'  cos  p^^^A^  9f^  m^  JL  4Sfm  B, 

/  '  t  4 

und  sin  ^,  also  auch  tang  ß^^  mit  '  ' 

sin  /J'^^sitf^  siu^ 

ffleicbes  l^orseicbeD  hat«  .    r 

mch^gejjst  .     .    :    ; 


.»•*» 


f 


V  /-  .» 


1  *     ' 


87d 


.^ 


I  . 


-»-  M. 


Nach  157)  iit 


.•. 


s 


B 

il 


'S" 

o 

I 

SB. 

0 


A 

O 

OB 

M 

OB 

0 


I 


O 
SO 


o 

OB 

.Ar 


I 


9 

0> 


OB 

9 


i» 


t     I 


—    .     t 


I  >        ß 


170) 


sin  (L  —  l) 


sin  71^  sin  B, 


Nach  15S)  nnd  159)  ist 


). 


San  V 

r 


ou4 


«an  r 


wo 

*m»\  m  8mi^  CO»  B  tön  7^  am  B 

173)  *= r^JTT"'  '*= üTc— 

igt,  und  C  mittelst  der  Fomei 

ITA^  -.«*  ^       cot  g  cot  ii:-i(A-4-A0t 
174)  cot  £  = CO«  Kl-lO 

bestimmt  werden  mnss. 
Nseb  162)  Ut 

cot  9  =  cot  17  cos  (£f  —  iL'), 
175)j*-^'  =  ^lS7^-(^-*').  .  . 

Dass  man  in  aHen  diesen  Formeln  nähemngsweise  n  für  tt*  setzen 
kann,  wissen  wir  aus  f.,  2.  Wollte  man  sich  diese  Näherung  nicht 
gestatten,  so  müsste  man  auf  ganz  ähnliche  Art,  wie  in  f.  4.  und 
f.  7.  gezeigt  worden  ist,  ver&hren,  was  wir  hier  der  Kürze  we- 
geil nicht  wiederholen  wollen. 


«.  10. 

Bezeichnet  man  durch  D  den  aus  dem  Nittelpnnkte  €  der 
Erde,  durch  ly  den  ays  dem  ,Qrte  0  gesehenen  scheinbaren  Halb- 
messer des  Weltkörpers   IT,  so  ist  offenbar 

176)  (f  sin  Z>s=^  sin  jy^ 
and  folglich 


'">  sin  /»  —  7" 
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Weil  nun  nach  9) 

—  cos  X'  cos  /^  =  cos  A  cos  ß — jin  n  cos  Jl  cos  9> 

—  sin  X'  cos  ß^=z  sin  A  cos  ß^ 

JQ  7 

^'  \  '    —  sin  7^(810  @  sip  9  +  sio  -4  cos  ©  cos  9), 

-^  sin  ß'^zzsin  /}  — «in  ;r(cos  ®  sin  sp 

—  sin  ^  sin  0  cos  9p) 
ist,  so  ist  nach  177) 

170\  ^'°  ^ COS  l'  COS  /f 

^  sin  Z^  ""^  cos  il  cos  ß  —  sin  tt  cos  A  cos  tp 

^^^  sin  },\  cos  /g^ 

""^  sin  X  cos  /3  —  sin  7r(sin  8  sin  9»  <-f-  sin  ^  cos  8  cos  9») 


«n^ ; ^ 

sin  /}*— sin  7i(cos  8  sin  9^*^  sin  ^  sin  B  cos  9)' 

Moltiplicirt  man  die  zweite  und  dritte  der  Gleichungen  178)  re- 
spective  mit  sin  @  und  cos  &,  und  addirt  die  Gleichungen  dann  zu 
einander,  so  erhält  man 

•^  (sin  ß'  cos  0  +  siB  V  cos  /f'  sin  @> 

^sin  ß  cos  ®H-8iB  X  cos  /?  sin  ©  —  sio  af  sin  9», 

und  folglich 

ism  '^'^  -^  ^ sin  fr  cos  0-|-«in  X'  cos  /?*  sin  O 

^  sin  Z^         sin  ß  cos  8  +  «in  X  cos  ß  sin .  8  *-  sin  n  sin  9' 

welcher  Ausdruck  die  Grösse  Jt  gar  nicht  mehr  enthält. 

Aus  diesen  allgemeinen  Formeln  erhält  man,  wenn  die  in  §.3.  • 
gebrauchten  Zeichen  auch  jetzt  ihre  dortige  Bedeutung  hehalten: 

*^*)  «;»  #)  — 


sin  Z^         cos  a  cos  (f — sin  n  cos  ^  cos  9 

sin  a'  cos  cf 
sin  a  cos  <f^-sin  tv  sin  ^  cos  9 

sin  (f 


siD  a  —  sin  n  sin  9 


Ehen  so  hat  man,  wenn  die  in  f.  6.  gehranchten  Zeichen  auch 
jetzt  ihre  dortige' Bedeutung  behalten: 


889 


lflo\  '"^  ^  -«  «n  o>*  cos  A' 
^  sin  /^  '^  tin  tt»  cos  h 


•  » 


i 


■  ,r) 


ofis  V  c^s  A>' 


,  N 


COS  a>  cos  A  <-f-  sin  n  sin  (9»  —  9') 

Ski  A^      ;  . 

sin  A  —  sin  tj  cos  (9  —  9') 


'  *  *    sin  Ä'  sin  a>'  —  cos  w'  cos  A'  cos  a>' 

sin  ^  sin  m'  ^^  cos  «>  cos  h  cos  a'  —  sin  n  sin  ip' 

Betrachtet    maD    die   Erde    als    eine   Küflrel,    so    ist  a)  =  Q)'    und 
folglich  T  ,  ,  y 


oder 


'^  Sin  Z#         sin  A  —  sm  ^   - 


-^.v  sin  Zy    ^  sin  A' 

IM)    .  '■  -^ 


sin  p       ;2sin  i(A— i;i)  cos  ^U^nf 


Unter  der  in  Rede  stehende«  Voraussetzung  ist  aher  nach  f.  0, 
auch  immer  cd  =  (a\  u»d  .iblglich  nach  der  eraten  und  zweiten  der 
Gleichungen  182)  auch 

<oKv  s*n  -ö^        cos  A 
'^  sin  //  cos  A 

Endlich  hat  man,  wenn  die  in  f.  8.  gebrauchten  Zeichen  auch 
jetzt  noch  ihrt  dortige  Redäntwi^  j^ehalttn:'    -n  >    - 

ioÄ\  s^A  ^  ._  \     cos  ^'  cos  f         ,    . 

'  ^m  u     ,    cos  A  cos  p  —  Sin  n  cos  A  cos  9 

^  sin  X  cos  /?*  *, 

.     sin  X  i^ps  ^  —  sin  7r(si|i  c  sin  9»  + sin  ^  cos  c  cos  9») 

'      ,:"  '         \  sin  iJ*  ^ .  - 

sin  /}  —  sin  77(co8  c  sin  9»  —  sin  A  sin  c  cos  9>) 

■ sin  f  co^  s-f-sin  V  cos  f?"  siä  s 

""^  sin  /J  cos  «  +  sin  X  cos  ^  sin  £  — '  sin  n  sin"^* ' 

Wegen  der  Kleinheit  von  D  und  /^.  kann  man  in  allen  yorher- 
gehenden  Formein  näherungsweise 


setzen. 


sin 
sin 

p 

0      ;>^i 

•.1  • 

•> 

I • f  '  <  «1 


XU;   ... 

R^n  geometrische  BehantUiiBg  der  im  Archiv 

der  Mathematik  und  Physik  Th.  III.  Heft  1. 

S.  40  vorgelegten  geodMisdbiea  Aufgabe. 


.    Henn  Fr.  SeydewitB 

Obedehrfr  iin  Gyinnasiuqi'zu-Heilig^nWadi. 


nf^abB. 


B.  8«ifD  (Taf..  V.  Fig.  1.)  zwei  Paukte  M/  ami  M,.  ge- 
...        .    .       ^      .....     •-  .eb«« 


geben;  man  >oll  durch  den  PnnktJf  drei  unter  ge^i 
DCD  WinkelB    gegen    einandflr    geneigte    gerade   Liüicd 
itf^,  JUB,  MC,  durch  den  Punkt  itf,  drei  eEeofallfl  unter 

Eegekenea  Wlnkaln  gegen  einander  geneigte  gerade 
inieu  M^A,  M,B,  M\C  mo  l'egen,  daa»  daa  durch  die' 
DnrchachnittBpuakte  J,  B,  C  der  Linien  MA  und  M^At 
ß^B  und  M^B,  MC  und  M^C  beatinoita  Dreieck  einea 
gegebenen  Dreiecke  übalich  sei, 

^nflösnng. 

1)  Betrachtet  man  eine-iede  der  Figuren  J 
zonicbat  für  sieb  nnd  unabhängig  von  der 
erstere  in  der  Loge  dier  V^%<a,t^wA^B.C:^  m 
einen  beliebigen  Punkt  JV,  der  Linie  MÄi  (o 
A^Bt  und  .4,r,  beziigiicb  die  Parallelen  » 
welche  die  Linien  MB,  und  MCi  bezüglicb  ii 
c  achneiden,  Bo  verhält  alch: 

■  ■      M,b:A,B^=MM^  i  MA,=Mtt)  :  A,C„ 
tXm' 

Ferner  iat  ":'■'' 

l,6M,c^L^,^xC,;f=LBAC.  . 
Da  nun  ^A,B,C.,  »ddr  AffC  ünen  gegebenen  Dreiecke  ihnlich 
ist,  »o  iit  das  Verbühnira  der  Linien  M,S  und  M,c,  und  der  Win» 
kel  Winkel  iMtC  gegaben.  Ea  iat  aber  anok  der  Punkt  M^  und 
die  gerade  Linie  MB,  [MC,),  welcher  derPnnki  £  ■ngebäi;t,  ge. 
geben,    indem    die   Linie   MA^    als   beliebige,    und   der    Winkel 


B,IHA,  ^gebeD  ist;  also  Ut  ancb,  OKch  «inem  beksiiDtcB  LocbI' 
tbeorem,  eine  gerade  Linie  e^  aIb  Ort  des  Panktes  c  gegeben. 
Dieser  Pnnkt  gehört  aber  ancb  der  |Jnle  MC,  {MBA  an,  welche 
durch  den  Winkel  C,  ^.4,  -  gegeben  iat;  aUo  ist  dieser  Punkt 
selbst,  und  somit  sind  unter  anderen  die  Winkel  MM^b  and  MbM„ 
und  die  ihnen  gleichen  MJIB  u^d'  MBA  gegeben.  Dasselbe  gilt 
andererseits  von  den  Winkeln  M,AB  und  M\ßA. 

2)  Dennacb  sind  aach.die  Winkel  MAM^  und  MBM^  gege- 
baa,  «nd,  dii' die  Pnnkta  itf-and  Nt,',  so  sitid  aadi  die'Kreise  am 
MAM,  und  un  MBM^  g^eben,  £>  sind  aber  such  die  Periplit- 
rie -Winkel  M4B  und  itfS^,  fotglicb  d>e  ihnen  zugebörigen  Bo- 
gen.dieser  Kniae,  nUd  samlt  aoTden  Diifange  «nes  jeaen.  ein 
Punlit  S  gegeben,  in  welchem  derselbe  von  der  geraden  Linie  AB 

Peschnitten  wird.  Also  ist  die  'Linie  AB  der  RiehtnBg  nach ,  die 
unkte  A  und  B  nnd  sonach  auch  der  Punkt  C  gegeben  —  oder: 
weil  der  Kreis  nm  ^AM^^  anf  Ceiaem  Cafaüge  der  Punkt  S,  nnd 
die  Winkel  MBS  und  M^BS  gegeben  sind,  so  sind  es  aneb  die 
Kreise  um  MBS  nnd  um  M"BSf  also  ihr  Dnrchschnittapual^ 
B,  die  gerade  Linie  SB  n.  ■.  w. 


KonstrnktioD. 

L)  Haa  gebe  den  geraden  Linien  Mb  und  Me  gegen  MMi, 
nnd  den  geraden  Linien  Mib,  und  M^ei  gegen  Jf,Jf  beznglicb 
die  Üeigungm,  welche  die  Linien  MB  und  MC  gegen  MA,  und 
die  Linien  MiB-  nnd  J!f,  C  gegen  MiA  erhalten  sollen.  Vom 
Pnnkte  Mt  falle  mnn  auf  eine  der  Linien  M6,  Me,  s.  B.  aaf  Mb, 
die  Senkrechte  M,B,  nnd  icongtroire  über  Miß  ein  dem  gegebenen 
übnliches  Dreieck  M,ßy,  mit  Riickricbt  «nf  die  Art,  wie  die  Win- 
kel des  erstcren  den  gegebenen  Neigungswinkeln  (her*  Linien  MA, 
MB,  MC  entsprechen  sollen.  Solcher  Dreiecke  gibt  es  auf  jeder 
Seite  von  Miß  eines.  Auf  MiY  errichte  man  in  ;*  die  Senkrechte 
~'  ''e  die  Linie  Me  schneidet, 

W,5  =  Lr^,ß  nud  ver- 
'.t  Linien  Mi  und  M,£, 
a  ein  Dreieck  Mibe,  und 
en  Pnnkt  M  nnd  die  Li- 
ib,Ci,  welche  beide  dem 

lad  Mbj,  MiC  und  Jfe^, 
dieser  beiden  Dreiecke  mögen  sich  bezüglich  in  den  Punkten  S,  O 
■cbueiden.  Man  beschreibe  nun  um  die  drei  Dreiecke  JV^f, iS  (oder 
MM^O),  MbSmiA  M ili,S  drä  Kreise,  von  denen  die  beiden  leti- 
tern  sich  zum  zweiten  Hai  im  Punkte  B  achneiden,  verbinde  S 
mit  B  durch  die  gerade  Linie  SB,  die  den  Kreis  nm  MSS^i  zum 
■weiten  Mal  im  Punkte  A  schneidet,  endlich  den  Punkt  tf  mit  A 
durch  OA,  nnd  den  Pnnkt  Q  (oder  0,),  wo  die  Seite  6c  (oder 
b^c,)  den  Kreis  um  M8b  {M,S6i)  nach  einmal  schneidet,  mit  dem 
Pankte  B  durah  BQ,  welche  der  Linie  OA  in  £?' begegnet;  so 
sind  die  Punkte  A,  8,  C  die  Dnrobsebbilte  der  gesnchten  Linien. 
Anmerkung:  Da  es  zwei  Dreiecke  M,bc  und  zwei  Dreiecke 
Jfö,«,  gib^  Bo  tat-dle  Aufgabe  im  AlIgemeinM  vier  AaA*aiiBg:en. 
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Beweis. 

1)  Da  LM,YC  =  LM^d  =  R,  und  LY^iß=LcM^b^  also 
auch  ^yJ!#iC  =  £./?i!fi^,  so  ist  ^  M^cy  od  ^  M^dß ^  also  verhält 
sich  cMi  :  bM^  ^zfM^  :  /?^.  folglich  ist  ^  M^bc  dem  ^X  -^i/S*/ 
nnd  somit  dem  gegehenen  DMQcfe/Ihnlich.  Ebenso  4st  ^  Mb^c^ 
dem  i^eg[ebenen  ähnlich. 

.  2)  l)a    nun  ,  LbM,c=l^b^Mc,=L  ^^vP^,  «I   Hegt   der 
Punkt  &  auf  dem'  ümfitinge'  des  Kreises  Mxä  MSM^ ;  folglich  ist 

dnd 

l^CßA  =  LQ^8  =  LcbM,=Lc,b^M.    ^ 

Also  ist  das  Dreieck  ^ÄC  dem  gegehenen  ähnlich; 
3)  Da  einerseits  ;v 

\L^^xS  =  LMAS,  und  LMbS=zLMB8', 

andererseits 

LM^M8=L^iA8,  und  LJ^ib,8  =  LM,BSi 

SO  ist     ..  _         V  I 

.  L Jir;ßis'-L ßr,6,s=^Lifft^s-i, m,bs,  i.  k 

■o  verbäM  iich  '  < 

'  MM.  X  MA  =  bM.  :  BJ=cM.  :  CJt 

M^M  i  M^A-i^b^M  i  BA;^ciM  .  CA\     • 


also  :flfilf,  i  MA=iM^  :  C/^;  .^ 

.    MiM  .  M^At=zc,M  .  Cd.  . 

Aber  auch 

LcMiM—L  €AV,  «öd  Lc.xMM,  =^  CAM^i ^ 
folglich 
;,  ^ilfilf.cco^^JlOC,  und:^,J^^^ 

also 

'    4«  6«  ^  .     •    . 
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B^MAx  gegebeo  iit[  also  ist  luch,  nach  einem  bekannten  Local- 
Iheorem,  eine  gerade  Linie  cy  ala  Ort  des  Punktes  e  gegeben. 
Dieser  Punkt  gehört  aber  anch  der  Linie  MCi  (Jf/fJ  an,  «elebe 
durcb  den  Winkel  £^,Jtfl4,  -  gegeben  iit;  also  ist  dieser  Pnnkt 
■elbat,  und  nmit  sind  nnter  anderen  die  Winkel  MM^b  und  M^M,^ 
und  die  ibnen  gleichen  MAB  usd  MBA  gegeben.  Daaselbe  gilt 
andererseits  von  den  Winkeln  M^AB  nnd  la  BA. 

S)  Denni^ch  aind  auch  .die  Winkel  MABi^  nnd  MBM,  gege- 
ken,  «nd,  ik.  dte  Punkte  itfund  Bf,',  bd  sibd  anoli  die- K  reite  o« 
MAMx  ■nd  npt  MBMi  j^egeben,  £s  aind  »her  aiieh  die  Peripbt- 
rie-Winkel  'tS^B  und  J/B^/folglicb  die' ihnen  zurebörigen  Bo- 
gen .dieMr  ICrQiae,  ttUd  somit  anf  dem  ürifange  etnea  jäen,  ein 
Punkt  8  gegeben,  in  welchem  derselbe  von  der  geraden  Linie  AB 

feschnitten  wird.  Also  ist  die  iLinie  AB  der  Richtung  nach ,  die 
unkte  A  und  B  und  sonach  auch  der  Punkt  ^gegeben  —  oder: 
weil  der  Kreis  um  MAM^,'  ^i  Keiaem  Gmfrage  der  Punkt  S,  und 
die  Winkel  MBS  und  MfBS  gegeben  sind,  sq  sind  es  auch  die 
Kreise  um  MBS  und  um  M,BS,  also  ihr  Dnrchscknittspunkt 
B,  die  gerade  Linie  SB  u.  n.  w. 


KoBStiiuktioD. 

1)  Hbb  gebe  den  geraden  Linlea  M6  nnd  Me  gegen  MMi, 
nad  <WB  geraden  Linien  itfiJ,  nnd  il/,e,  gegen  Jf,J/ bezoglick 
die  Neigungen,  welche  die  Linien  MB  uai  MC  gegen  MA,  und 
die   Linien    M,B'  nnd    JV,  C^egen  M^A    erhalten  aollen.     Von 
^nkte  M,  fölle  man  auf  eina  der  Linien  M6,  Mc,  z.  B.  tai(  Mi, 
die  Sienkrccbte  M,ß,  und  «onstruire  über  Miß  ein  dem  gegebenea 
ähnliebes  Dreieck  Mßy,  mit  Rücksicht  anf  die  Art,  wie  dia  Win- 
kel des  ersteren  den  gegebenen  NeiguuMwinkeln   der  Linien  MA, 
MB,  MV  entsprechen   sollen>     Solcher  Itreiecke  gibt  ea  auf  jedw 
Seite  Ton  Mtß  eines.    Auf  M^y  errichte  man   in  ;■  die  Senkrechte 
ttere  die  Linie  Mc  schneide^ 
CcM,&::^l_.}'M.,S  und   ver- 
l;  der  Linien  Mi  und  M,i, 
man  ein  Dreieck  Mx^c,  und 
if  den  Punkt  M  und  die  Li- 
ik  M&x^it  welcbe  beide  dem 

,6  nnd  Mixt  ^i^  »nd  Mc, 
dieser  beiden  Dreiecke  mögen  sich  bezüglich- in  den  Ponkten  S,  O 
achneiden.  Man  beschreibe  nun  nm  die  drei  Dreiecke' Jf^,  iS^  (oder 
MM,  0),  MbS  und  3/,  J,  S  drei  Kreise,  von  denen  die  beiden  lets- 
tern  sich  zum  zweiten  Mal  im  Punkte  B  schneiden,  Terbiude  8 
mit  B  durch  die  gerade  Linie  iSA,  die  den  Kreis  nm  MSnf^  zum 
zweiten  Hai  im  Punkte  A  achneidet,  endlich  den  Punkt  #  mit  A 
durch  OA,  und  den  Punkt  Q  (oder  Q^),  wo  die  Seite  bc  (oder 
£,«,)  den  Kreia  um  MS&  \M,S6,)  noch  einmal  schneidet,  mit  dem 
Punkte  B  dui«b  ^A$,  welch«  der  Linie  0A  in  C^  begegnet;  so 
amd  die  Punkte  A,  B,  C  die  Dnrohachtaitte  der  geauchten  Linien. 
Anmerkung:    Da  es  xwü  Dreiecke  M^be  und  zwei  Dreieek« 


M6,Cx  gibt]  ao 


lg:    IIa  es  xwei  Dreiecke  JV,Ae  und  zwei  Ureieek« 
Mt.die  Angabe  im  AJIgem'einen  vier  ABAöauBgea. 


XLI.    .. 

Rtin  geometrische  BehandluBg  der  im  Archiv 

der  Mathematik  und  Physik  Th.  III.  Heft  1. 

S.  40  vorgelegten  geodäUscfeten  Aufgabe. 


.-  Henn  Fr.  SejrdewÜE 

Oberlehrer  am  GyumHiuqi  zu'Reiligenatadc 


Aafg'alie, 
Ea  Beies  (Taf..  V.  Fig.  1.)  zwei  PvnkU  M  nsd  M^.  i 
geben;  asn  loll  durch  den  Punkt  M  drei  nater  ge^el 
Ben  Winkeln    gegen    einander    b;aileigte   gerade    Lid 
iU,  MB,  MC,  durch  d«n  Punkt  M,  drei  ebenfallB 
men    Winkeln    gegen    einikndcr    geneigte    a 
M,A,  M,B,   M,C  Bo   ■«ff'Bii,   daBB   dBB  dsrch  di*  ' 


ce^ekenen  Winkeln  gegen  einiknder  geneigte  gerade 
Linien  M,A,  M,B,  M.C  bo  l«geii,  daBs  dBB  dsrch  die 
DnrvkBchDittBpunkte  A,  B,  C  Jer  Linien  MA  mai  M,j1, 


JUB  und  M,B,  MC  und  M,C  bestimiqta  Dreieck 
ltegelie.nep  Dreiecke  ihilich  sei. 

AnflöBUiig. 
1)  Betrachtet  man  einende  der  Figuren  A 
iDnäcInt  für  sich  nnd  unälibänfrig  von  der 
entere  in  der  Lage  der  Vigm '!a^ ,B,C,,  nt 
einen  beliebigen  I^nkr  Mi  der  Linie  J/L4,  (o 
J,B,  nnd  ^,r,  bezüglich  die  Paralteleo  M 
velcbe  die  Linien  Jlffi,  und  ^C.  beziiglicb  in 
c  acbneiden,  BO  Tcrbält  sich: 

M,i}A,B,=MM,  :MJ,=M,c:J,C„ 
aIbo   ■  ■        ■ 

.       ■  M^&  :  M^c=sA,Bi  -.^tC,.  '     ; 

Ferner  ist 

Da  nan  A-^t^i^i  *"^  ABC  ebem  gegebenen  Dreiecke  ähnlich 
iil,  BO  iit  das  VerbädtniBB  der  Linien  Jf,o  und  Jf,e,  und  der  Wia* 
kel  Winkel  ^Af.c  gegafaen. .  Es  ist  aber  auch  der  Punkt  jtf,  und 
4i«  gerade  Linie .^^i  \l^CiS,  welcher  derPunkt  b  angehört,  ge. 
geben,    indem    die    Linie    MA^    als    beliebige,    und    der    Winkel 
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/^,Jtf^,  gegeben  ist)  alioist  «uch,  Duch  eioem  beknpnt»  Local- 
Iheorem,  eiae  gerade  Linie  Cf  als  Ort  des  Ponktea  c  gegeben. 
Dieser  Punkt  gehört  aber  aoch  der  ^nie  MC^  {MBt\  an,  welche 
dnrcb  den  Winkel  (7,Jf</,- gegeben  ist;  alao  ist  dieser  Pnnkt 
ielhiit,  nnd  somit  sind  unter  anderen  die  WinkeJ  MM^b  und  MbM^, 
und  die  ihnen  gleichen  MAB-  u^it  MBA  segeben.  Dasselbe  gilt 
andererseits  von  den  Winkeln  M^AB  und  la\BA. 

2)  Demnach  sind  anch  .die  Wjukel  MAM^  nnd  MBMj  gege- 
ben, and,  ih  dife  Pnnkia  Miaii  M,j  so  sitad  anch  die' Kreise  im 
MAM,  nnd  am  MBM,  gegeben,  Es  sind  aber  aueh  die  Periphe- 
rie-Winkel Äf^B  und  ^J7^,  folglich  die  ihnen  zugehörigen  Eo. 
gen 'dieser  Kreise,_  nAld  somit  aar  dem  ünfange  eines  jeden,  ein 
Punkt  S  gegcbeD,  in  welchem  derselbe  tod  der  geraden  Linie  AB 

feschnitten  wird.  Also  ist  die  iLinie  AB  der  Richtung  nach,  die 
unkte  A  nnd  B  nnd  sonach  anch  der  Punkt  C  gegeben  —  oder: 
weil  der  Kreis  um  MAM, ,'  auf  Seinem  Umfatige  der  Punkt  S,  nnd 
die  Winkel  MBS  nnd  M^BS  gegeben  sind,  so  sind  es  aucb  die 
Kreise  um  MBS  nnd  um  M,BSF,  also  ihr  Durchschnittspankt 
B,  die  gerade  Linie  SB  n.  s.  w. 


KoBstraktioD. 

1)  Man  gebe  den  geraden  Linlea  M6  und  Me  gegen  MMi, 
und  den  geraden  Linien  Mib,  und  M,o,  gegen  Jf,Jf  bfexfigiitÄ 
die  Neigangen,  welche  die  Linien  MB  uaa  MC  gegen  MA,  und 
die  Linien  MiB'  vnd  M^C-  gagea  MjA  erhalten  sollen.  Vom 
Pankte  M,  tälle  man  auf  eine  der  Linien  M6,  Me,  x.  B.  anf  MA, 
die  Senkrechte  M,8,  and  construire  über  Miß  ein  dem  gerefaenea 
ähnliches  Dreieck  M,ßy,  mit  Rücksicht  auf  die  Art,  wie  die  Win- 
kel des  ersteren  den  gegebenen  Neigu anwinkeln  d«r'  Linien  MA, 
MB,  MC  entsprechen  sollen^  Solcher  Dreiecke  gibt  es  auf  jeder 
Seite  von  Miß  eines.  Auf  Mif  errichte  man  in  y  die  Senkrechte 
"     '  '  '  ':fctere  die  Linie  Mc  schneidet, 

^cMi6=;l^yM,ß  nnd  ver- 
t  der  Linien  Mi  und  M,i, 
man  ein  Dreieck  M,6c,  und 
if  den  Punkt  M  und  die  Li- 
;k  M&,Ct,  welche  beide  dem 

,2  nnd  MA,,  MiC  nnd  Mc. 
dieser  beiden  Dreiecke  mögen  sich  bezüglich  in  den  Punkten  S,  O 
schneiden.  Man  beschreibe  nnn  um  die  drei  Dimtdi«  MM,S  (oder 
MM,0),  MiSuad  M,i, S  drä  Kreise,  von  denen  die  beiden  leti- 
tem  sich  zum  zweiten  Hai  im  Pnnkte  B  schneiden,  verbinde  S 
mit  B  durch  die  gerade  Linie  iSB,  die  den  Kreis  um  MSM,  zum 
zweiten  Hai  im  Punkte  A  schneidet,  endlich  den  Pnnkt  S  mit  A 
durch  OA,  nnd  den  Punkt  Q  (oder  Q,),  wo  die  Seite  bc  (oder 
£,c,)  den  Kreis  um  MSi  \M,S6i)  noch  einmal  schneidet,  mit  dem 
Paukte  B  durah  BQ,  welche  der  Linie  &A  in  C  begegnet;  so 
sind  die  Punkte  A,  B,  C  die  Dnrobschbitte  der  gesDchten  Liniea. 
Anmerkung:  Da  es  iwei  Dreiecke  M^bc  und  awei  Dreiecke 
^A,c,  gibt,  so  Mt.die  Aufgabe  in  Allgemeinen  vier  AnflSmageB. 


Beweis. 

1)  Da  LM,YC  =  LM^6:=zR,  und  LrM,ßz=zLcM^b,  also 
auch  LfM^c-rriLßMyhy  so  ist  ^M^cy co ^M^6ßy  also  verhält 
sich  eMi  :  ^üf,  =yüf,  :  /?J!fj^  folglich  ist  2i  ü^i^c  dem  ^  -i^,/?y 
und  somit  dem  gegebenen  Dmtcfe  JFhnlich.    Ebenso  ist  2i  M6^c^ ' 
den  i^egebenen  ähnlich. 

ri)  IDa   lim    r  dM,c=zJi,d^ßfc^r=: L  8M.0,   w^   liejrt   der 
Krakf  &  auf  dem' umfange-  des  Kreises  Um  MSM^ ;  folgnch  ist 

ond 

LCBA  =  LQ^Sz=2Lcd3f,=Lc,d,M. 

Also  ist  das  Dreieck  ABC  dem  gegebenen  ähnlich; 
3)  Da  einerseits  ;v 

L MM^S  =  L J^AS,  und  LMb8=LMB8i 

andererseits 

L^^M8z=iLMi^S,  und  LM,b^8=LM,ßS', 

.  •.       '    '    f      .*•-■,'■       .  ■  .  .       .       • 

80  ist  V  I 

LM^^8r-LMb8z=LLJMAJS^L^B8  und 
LM',M&-LM',i^^8^LM,A8^l^M,B8,A.  U 
Z..ÄiK/!fti  =LJSIMA  nnA  Ll'iM^M^l.BM^A, 
k)1^n^MM\b<SDt^MAB,  t^Mihecot^ABC,  ' 

10  verhält  sich 

Jfüf^  xMA  =  bM,  X  BA=.cM^  :  C^j 
Jf,Jf  ;  M^A^b.M  i  BAJ^c^M  i  CA,     - 
also  MM^  X  MA=iM^  X  CA^^ 

M^Mi  M^At=;:c^Mi  CA. 
Aber  auch 

LcM,M=:L  CAV,  und  LcxMM^  =iL  CAM^i ^ 
fblglich 

^     ^  jlfilf.c  CO  2}^  ilf-^C;  und"A,4^i^^i  CO  A  »^^C, 
also  .  »        . 

^   CcMmI^L  CMA,  und  LcyM^M-^L  CM,A, 


■  .'», 
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XLU. 

Billige  Sätze  voit  Sech^ed^en,  welche  im  oder 
um  einea  Kei^dsdiiiitt  beschrielMm  ivbid. 

Von 

Herrn  Doctor  O.  Sdilömüch 

%u  Weimar. 


Sei  in  Taf.  V.  Fig.  2.  abcdef  ein  Sechseck,  dessen  Spitsen 
in  der  Peripherie  eines  Keirelschnitts  liegen. '  Jede  Hanntdiagonale 
wie  ad  theilt  dasselbe  in  V  Vierecke  a&ul  nni  defa^  In  welchen 
wir  die  einander  gegeniiberli^enden  Seilen  irerläflgerny  bis  sie  die 
Gerade  ad  in  den  Punkten  €(|  iind  a,  schneiden.  Ferlilhren  wir 
ebepso  mit  den  übrtigett  Hauptdiagonalen  und  den  Ihnen  gegenüber- 
stehenden Seiten ,  so  entstehen  im  Gaensen  0  solchiw  Durchschnitte 
^1»  ^s>  ßi>  ß%s  Tu  y%'  ^®n  diesen  liegen  3  und  3  in  einer 
Geraden^  so  dass  es 'zwei  sotefaer  Geraden  t^ißtYt  v<^  ^tßiTi 
giebt,  die  wir  p  und  g  nennen  wollen.  Nach  Pascal^ji  Sats  Uegen 
aber  auch  die  Durchschnitte  der  3  Paar  Gegenseiten,  nämlich  die 
Punkte  (f,,  <lj|,  (^,,  in  einer  Geraden  r,  "Diese  3  Geraden  p^  q^ 
r  schneiden  sich  in  >etBeni  Punkte;^ 

Der  vorstehende  Doppelsat^  lasst  sich  sehr  einfach  mit  Hülfe 
der  -pcrspectivischen  Projektion  erweisen ,  indem  man  die  letztere 
in  ihrer  einfachsten  Gestalt  anwendet,  wie  dies  in  einem  früheren 
Aufsatze  von  mir  (Archiv.  Band  1.  S.  248)  geschehen  ist.  . 

Man  qehme  zuerst  die  Gerade  a^/?^  alsxolare  des  Kegelschnitts 
an.  Dann  lässt  sich  derselbe  so  pro] iciren,  dass  die  Projektion  ein 
Kreis  ist,  in  welchem  die  Geraden  AD  und  BC^  Biß  und  AP 
einander  parallel  laufen  (weil  »ich  die  entsprechenden  Geraden  ad 
und  bcy  de  und  a^  auf  der  Pobre  schneiden).  'Nnn  sagt  aber  ein 
Satz  der  £lementargeometrie: 

,)Zwischen  parallelen  Sehnen  liegen,  gleiche  Kreidiiogen^^ 
und  umgekehrt:'   „Sind  die  Boeen  zwischen  zwei. Sennen 

fleich,  so  laufen  die  letzteren  einander  parallel.'' 
er   in   Ta£  V.  Fig.  3.  AjD\\BC,  BE\\AFi   so   folgt 
daraus 

9Lre,  AB  =s  fhtc  Cß^y^hTC  AB  =  WC  EF  ^ 

mitbin  auch  , 

arc  C!0  =  arc  EF 
so  dass  also  CF  \\  DE  ist«    Der  Durchschnitt  /,  der  entsprechen- 
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in  Gendu  »f  bb4  d»  n  T«£  V.  Vig.  t.  muM  dwber  mit  mf 
der  Poliran  a,^,  liegea, 

NiMMt  Mwi  cbcaa»  o,^,  als  P*l«r«  an ,  4fr  wird  g>i>B  anslo^ 
^•■eigt,  4mis  «ich  ;*,  anf  dieser  G«t«dea  lieg»  bvm{  und  dsnt 
itt  der  cnte  Tkeil  mserM  SatiM  bewieicu,  dui  uüMliali  lowoM 
*iß%Y%  ■'■  '^tßiTt  ein«  Gerade  bildeD. 

Ks  werde  jelxt  die  Gerade  ^lä^i,,  in  welcher  die  Durchschnitte 
der  GegenaeileD  liegeo,  ela  Polare  angeDonmeii  und  demgenäu  der 
Kegelacbnitt  projiiirl.  Ea  entapricht  ihn  dann  in  T«f.  V.  Fig.  4. 
ÜB  Kreia  ^il  einen  SehBeniecDgeck,  deisen  Gegenieilen  einander 
paarweia  {x^rallel  laufen.  Auch  von  dieien  bum  der  obenbewie* 
Moe  Sats  gelten,  dau  nämlich  sowohl  «,/!,;',  ah  ct,ß,/,  in  einer" 
Geraden  liegen.  Die  gegenaeitige  Lage  dieaer  beiden  Geraden 
iit  leicht  an  enaitteln.  Denn  man  hnt  \AItyi<X3^  OH^^, 
^  CHa,  CO  ^  FHa^,  endlicb  j\  ABFoo  ^CMD,  vrornua  der  Reihe 
nach  die  Proportionen  fliBaaen: 

\4Htffrx  =  Off.-Br, 

Cm.Ba^  —  FU.Jia^ 
||i  AH:  DB=FH:  CH. 

Darch  Verglei^ung  der  lettteren  mit  den  beiden  ersten   hat  man 

Hf^  '.  Hf^ssHa^  X  Ha, 
oder 

Hr^  :  Ha,^Hr,  :  Ha, 

voraas  folgt,  daaa  «,^1 1|  «ir»  also  auch  die  Gerad<B  OtßtY*  II  "^fßifi 
igt,  mithin  die  gleich nanigen  Geraden  in  Taf.  V.  Fig.  2.  sich  auf 
der  Polare  9,3^0,  schneiden.  D.  h,  die  3  Geraden  «ij^t/i*  CtßtYi 
Bod  ä^3,d,  sehneiden  lich  in  einen  Puukle  w.  z.  b.  w. 

Vermöge  der  ,  (hjorie  des  polaires  r^ciproqnes"  leitet  man  dar- 
Int  den  folgenden  Sali  ab. 

Sei  aide^  ein  beliebiges  einem  Kegelacbnttl 
Stchseck,  dessen  Seiten  ai,  fic,'..n.s.w.  der  Reihe  i 
e, /heissen  mögen.  Von  den  Darchnchnitten  je  I' 
Itn  a  uoA  d,  6  und  «,  e  und  _^xieLe  man  Gerade 
MiigOB  beiden  übrigen  Ecken  des  SecLsecki;  also  t 
[wl)  nach  c  und  f  u.  s.  f.  So  entstehen  6  Gerade, 
den  sich  zu  3  und  3  in  einen  Punkte,  so  di 
ckcr  Punkte  p,  q  giebt. 

Nach  Bnanchon'a  Satz  schneiden  steh  auch  di«  3  Bauptdtago- 
ntlen  des  Tangentensechsecks  in  einem  Punkte  r.  Diese  3 
Punkte  p,  q,  r,  liegen  in  eiper  Geraden. 

Ein  naderei-  mitlelst  der  nämticheo  Principien  leicht  zu  erwei- 
Knder  Satz  ist  folgender. 

'  In  einem  Sehnensechseck  terlängere  man  diejenigen  Diagooft- 
len,  welche  von  denselben  ein  Dreieck  abschneiden,  bis  sicli  die 
einander  gegenüberliegenden  Diagonalen  dieser  Art  scbneiden. 
Man  nenne  t^  den  Durchschnitt  von  bf  und  ce,  e,  den  von  Ite  und 
dfi  c,  den  von  tid  und  ae.  Je  zwei  dieser  Punkte  liegen  mit  einem 
■er  Durchschnitte  der  Gegeuaeiten  d,,  d,,  i,  in  einer  Geraden. 
Es  giebt  daher  3  soleher  Gerades,  Aämlicb  t^i^i„  (iC>('i)  ■«(i^i- 
25' 


ffl  cfhitBi  TMfettleBtertMck,  dtmtm  8«it«B  >0^  ^,  e,  d;  «,/* 
beissen  mögen,  verbinde  man  mit  einander  die  Dtnobaclinittt  der 
'HÄim  k,  /^mikA*cs  e,  der- Seifen  e,  4»  «nd  <^  ««d  dar  Seiten 
</,  b  nnd  tf,  dr«  iki  entfltc&eo  3  -Gerade  €|,  :€,,  €,.  Sind  ferner 
'  <^i,  ^s,  ^s  die  3  Hanpttfiagxnralen  dei  Seiriuiecksy  M' abmelden  ueb 
je  zwei  der  Geraden  €  mit  einer  der  Diagonalen  d  in  einem  Panktei 
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lieber  aasgezeichnete  tSehnen  im  Kreise, 
darch  einen  bestiibinten  Pnnkt  gehen. 

•  » 

Von  dem 

Herrn  Do<^tor  Büchner 

Lehrer  der  Mathematik  am  Herzoglichen  Gymnasium  zu  Hildborghaasen. 


e 


\. 


Von  den  Ergebbissen  der  folgenden  Untersucbu^g  finden  sich 
bin  und  wieder  einige  in  ffeometrisclien  Werken  angeführt,  der 
Verfasser  kann,  sich  aber  nicht  erinnern,  diese  alle,  und  zugleich 
unter  einem  gemeinsamen  Gesichtspunkt  vereinigt,  vorgefunden  zu 
haben.  Es  waren  sogar  ihm  etlic/lie  gänzlich  neu  und  daher  6rund, 
warum  er  die  Froffe  in  grösserer  Ausdehnui^  der  Untersuchung 
unterwarf.  Auch  oer  einfache  gewohnliche  Weg,  welchen  er  ein- 
schlug, wurde  nicht  ohne  Ursache  gewählt,  da  andere  nicht  so  viele 
Antworten  auf  ein  Mal  darboten. 

Wenn  durch  einen  beliebig  zu  wählenden  Punkt  C;',  d)  ein6 

gerade  Linie  so  gelegt  werden  soll,  das»  sie  einen  gegebenen 
Teis  durchschneioet  und  dass  die  so  entstellende  Sehne  einen  aus- 
gezeichneten Werth  erhält,  welchen  Winkel  muss  sie  mit  der  Ab- 
0ci8sena2(e  bilden? 

Ist  die  Gleichung  des  gegebenen  Kreises  vom  Mittelpunkte  aus 
genommene  y*H-W'=;=r*,  y,  d  Ordinate  und  Abscisse  des  will- 
kührlich  zu  bestimmenden  Punktes,  und  nimm|:  man  letzteren  noch 
zum  Anfangspunkt  eines  rechtwiifkligen  Coordioatensystems,  so 
wird  aus  der  ersten  (y-4-y)*  74-(ä:  +  (J)»  ==r*.  Die  trigonometri- 
sche Tangente  des  Winkels,  unter  welchem  die  Sehne  die  A1^3Cis- 
8enu:ie  schneidet,  heisse  kurz  ^,  so  folgt  für  die  Gleichung  der  in 
Rede  stehenden  Geraden:  y=%a:^  wofern  ^  «  jkl^einei;  als  »0**  vor- 
^usgese^t  wird.    Dann  folgt:    .  . 
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daher 

(«* -H  l);r» -H  2(«y  H- J)^  =  r»  r- (T»  —  y% 

daran?  ergaben  sieb  die  zwei  Abscissifeti  der  Dni^ebsebibittdpatikte  der 
eingelegten  Linie  mit,  dem  Kreise,  oder 

somit  die  zugebörigen  Ordinaten: 

Die  Länge  T  der  Sehne  fm  Kreise  aber  wird  durch 
T=  V\{y  -  y')«  +  (o?  —  ^')*] 

=2l/lr»  — {y  Cos  »-*dÄn  »)»J 

sich  ausdrucken  lassen.  • 

Bieraus  folgt:  ,       ^ 

dT \/(xa  ^  1)   [y^^  .^  ((f»  ~  ya)g»  ^  (yg  ^  <r^)g  -^  y<q 

^«  V^[(r»  —  cfa)x*  -f.  2ycfe  -f-  (r»  —  y'>t      ^      ^' 

Setzt  man  dieses  =4),  so  folgt,  wofern  man  die  positiven  Werthe 
Yon  T  berücksichtigt: 

1)  a5«  +  l=:0;  *  =  V/=T, 

2)  Sec«»==0.  ^' 

Der  Nenner  bringt  . 

^* —  r»  — c^  "^  r*  — (f* 

Dieser  letzte  Werth  ist  die  trigonometrische  Tangente  des  Winkels 
einer  von  dem  Punkte,  (y^  d)  aus  an  den  Kreis  geilenden  Berähren- 
den.    Ist  aber  -  ^ 

4)  Y.i%^  -4-  ((J»  —  y»)««  —  (y»  —  *»)»  -^  y^  =  0, 
so  wird    diese»  Wertb    sehr  Terschiedeite  AiitwOrten   auf  unsere 

Frage  geben ^  je  nachdedi  ^fs^^  angenommen  wurde.    Es  sei  fürs 

Erste  J> y,  also  yd»*  H-  (J»  —  y^W  +  (/*  —  d»)at— yd  =  0.  so 
folgt:  a)  «r=H-l;  b)  »t=— 1;   c)  »=2—,^ ^^^^j     ^      ^        - 

Dieser  letzte  Ausdruck  bleibt l)raucbbar  so  lange:  (;>»— (f»)*>4y»(J» 

ist.  •  •.  • 

üeber  die  Art  der  emiienten  Werthe  in  diesen  Fällen  jgibt: 


^  I 
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£T_  —  kyd^*  —  8(<r»  —  Y*y%^  -I-  (<y» — y*) 
ä**  T 

Beiobeiil.    Für  <  =  -Hi  wird;  ff  =  ^^""^y""^,  ffir  ii  =— 1 

aber:   ^-^  =  ^         y .     K»  ergiebt  sieb  demDacb  in  ersten 

Falle  wofern:  (/  — ^)»^2d»  oder  wofern  y^d(=b  1/2+1),  in 

zweiten  PaHe,  woferfi:  Or-4-<J>*^«**  oder  y^*(±V/2— 1)  ist, ' 

für  das  obere  Zeicben  ein  Maximum,  für  das  untere  Zeichen  ein 
Minimum,  sobald  T  positiv  ist,  wie  vorausgesetzt  wurde. 

Hier  gibt  es  demnach  sowohl  Maxima  als  ^ünima ,  je  nachdem,  y, 
d,  »  daii  Zeichen  ändert.  Der  Werth  (y»  —  (^)•  -^^d*  muss 
stets  positiv  bleiben,  damit  x  möglich  wird,  T wurde  positiv  vor- 
ausgesetzt, und   es   hängt  somit  das  Zeicben  von  -^xT  hiosa  von 

denen  dids:  f^  d  nnd  %  ab.  Die  Grösse  der  aufgezeiiibneteii  Sebne 
wird  hierfür  aber: 

Für  «=;=±1  lässt  sich  die  l^e  der  Sehnen  dnrcb  eine  ein- 
fache Construction  leicht  anschaulich  machen.    Der  allgemeine  Aus- 


druck: r=2l/[r»  — (/  tos  »  — d  Sin  *)*]  kann,  je  nachdem 
nämlich  ^  oder 'd  positiv  oder  negativ,  angenommen  WirOr  durch  die 
einzelnen  Quadranten  nur  folgende  Formen: 

T=2V/lr*  - (±/  Cos  *±  J  Sin  %Y\ 
oder 

T=c ^Vlr'^—idhr  Sin  Ä± J  Cos  *)»!. 

haben.    Ist  nun  in  Taf^V«  Fig.  5.:  rDzs:/,  CDi=^i  und  i^^ 

die  unter  dem  Winkel  « =  i,  FED,  durch  den  Kreis  gehende 
Sebne,  CM  so  wie  Dij  perpendikulär  za  dieser  Linie»  läuft  fernec 
CJL  parallel  derselben,  so  wird:  DK^sy  Cos  «,  DL^no  Sin  «, 
somit  KL±=  CM^^isY  Co«  x^^i  Sin  «, 

.^^äi2i/^^»— </  Cas  %^i  Sin  «)')=»=  T*        , 

Legt  üian  ahtr  Sehne  PQ  unter  dem  Winkel  nv^LüBS  «in« 
indem  T6^  =  ri  CT=:3  genommen  wird«  fällt  von  C  das  P«i^ 
pendikel  €W  n^jPQ  und  nicht  7it  piirallel  hiefmity  TITaber 
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perpendiknlär  sn  CN^  lo  folgt:  CWrszi  Sio  «,  TAs/^  Goi  «, 
also  CN:=z8  Sin  »+/'  Cos  «,  daher  ferner 

.     /^=2V^[r»  — (*  Sin  «  +  /  Cos  a)»). 
FSr   iL«=45»    wird    Co8«  =  Sin«  =  ^   TBng«  =  l; 

T=2]/[r»  — ^^"^"^^'l.      Ffe   Tang   ä  =  — 1    kommt   aber 

r=r a\/[r»  —  ■  ^ "^ ^^*1.     Zieht  man  deqmach  ^^  dnrch  den  ge- 

S ebenen  Punkt  (/,  d),  oder  auch  PQ,  durch  denselben  parallel  mit 
en  Seiten  eines  im  Kreise  gezeichneten  Quadrates,  so  sind  dieses 
die  gewünschten  eminenten  Sehnen  für  Fall  a)  und  b). 
Weniger  kurz  wird  die  Gonstroction  für: 

y^^e^^  V\y^  —  (f)*  —  4y»cf»l 

*—  2ycf  ' 

oder  für  c)  unter  Nr.  4.;  indessen  gelingt  sie,  wenn  man  die  Be- 
dingung: (/•  —  J*)»>4y*J*  einhält  und 

auf  die  Form: 

«=:«•  — ii±l/((«»  —  «)-Hl)  ((«•  — ü)  — 1) 

bringt,  oder  wofern  man,  und  was  noch  mehr  Klarheit  über  die 
Lage  der  durch  diesen  Wertfa  bedingten  "Sehne  yerbreitet,  folgen- 
der Betrachtung  folgt.  Nennt  man  den  Winkel  der  Geraden,  wel- 
che den  Mittelpunkt  des  Kreises  und  den  Punkt  {y^  S)  verbindet, 

mit  dem  der  Abscissenaze  parallelen  Radius  r,  so  wird  -^rr^Tg  v^ 
daher: 

^^Tyt.^Cott.^j/^^Tgt.-CotT^^ 

=  —  Cot  2c^=fc  l^((Cot  IvY  —  1). 

Wäre  in  Taf.V.Fig.5.  nun  CE:=EF^  LFCE^=LEFC=iw^  so 

2Tir  w 
fblgtiB  LFED=i2w  =  L%,  somit  Tg  Ä=Tg  2tg=  ^ _ (f^ ^^,, 

woraus  ferner  Tff  fr=r  — Cot  2«F±l/((Cot  2«?)»  +  !)  sich  ergibt 
Der  obif^e  Werth  von  %  lässt  sich  leicht  auf  diese  Form  zurück- 

fahreih,    sobald   man    nur:    Cet  2y^=sd=V^((Cot  2<g)*  +  l)   setzt. 

Dann  kommt:  =jp:l^((Cot  2«^)*  + l)±Cot  2«r-=«.  Da  nun  w 
ein    ganz    willkührlicher    Winkel   ist^    so    gibt    die   Substitution* 

Cat8r:?==fcl^((Cot  ?«^)*W-l)=dbgj~5^  oder  db Sin  2«F=tg  2v 
für  V  «acli  alle  möglich^  Grössen,    Es  entapricht  demnach 
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Allgeaein,   da  immer   2«'  =  5p^-^  >g  [^  _  ^    2f;V^^^'  ''^  ^ 

/f's::^— ijr=  Iflr  [ 1 — ■  ■  ^  /^-^i-^K  >-wov»n    zw»r.  bier' timmer  nuf 

f^ -^X  l=FSiD  ß«?>r  — 1._  '    -/      ,^ , 

der  eiDjB  Werth,  weiter  unten  aber  auch  der  andere  seine  Verwen« 

düng  nndet.     Lässt  sich  mit  dieser  Substitution   noch  dte  Bedin- 


gung: (Cdt  2«;)» ^1,  Somit:  (Cot^«r)»^0,  vereinigen,  si»  Ist  di^ 
Lage  der  Sehne  ihtmbr'iäiögticfa.  Letzteres  veriangfl 'aber  nar: 
2f9^;^90^y  und  es  wird  ilx  der  Aussenwinkel  in  einem  gleich- 
schenkligen Dreieck,   von    dessen   gleichen  Winkein  jeder   v  ist. 
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Metfes  alle»  trilt'  eb,  vrMnm  ;'<:^geietst  wird,  wm  «eh  i«ekt 
gut  mU  (/»  —  (f»)»  >  Ay*3^  verträgt 
Nimint  man  in  «ler  Formel: 

aber  y^iy  so  genügt  derselben:  «  =  -^  und  a=: ,  nebst: 

__Cot  y  — Tg  y_,^l/r/Cot  y  — Tg  t^p_|i 

=  Cot  2ff  ±  V/[(Cot  2«^)»  —  1], 

nach   den   oben   genachten   Voranssetzupgen.  ■  Die   ersten  beiden 

Wertbe  geben  fiir:  T  stets  ^  and  2l^[r»  —  (/»  H-  J»)].  Auf  den 
letzten  lassen  sich  aber  die  oben  angegebenen  Betrachtungen  wie- 

itfr  >i  AlMtdun^  brrog««;  'T=2l/[r»  — (f»  ^J»)]  ist  ^lie 
kleinste  Sehne,  wie  arch  leicht  an  Taf.  V.  Fig.  6.  zeigen  lässt. 
Ist  nämlich  CD'=.i,  DE:±=y^  so  entspricht  die  auf  ^J? senkrechte 
Linie  M^  dem  eben  genannten  Werthe  von  71  Jede  andere  Sehne 
sber,  wie\PQ  hat,  wegen  CJL-^EC^  wofern  CJL  perpendikuiär 
10  QP  steht,  auch  eine  grössere  Länge  als  MN,  Dieses  ist  der 
Fall,  welcher  in  manchen  Lehrbüchern  allein,  als  eine  ausgezeich- 
nete Sehne  gebend,  angeführt  wivd. 

Endlich    bringt  noch   fiir  die  vorige  Gleichung  4).  c):  Y^=^3^ 

»  =  =*:: V^ — 1  und  »  =  ±1  und  somit  T=2r. 

Liegt  der  Punkt  (/,  6)  auf  der  Peripherie  des  Kreises,  oder 

ist  y'{y*+d*)  =  r,  folglich  -7  =  «,  Tt=%ry  ebenfalls  ein  be- 
kannter FaH. 

Die-  ganze  lJntei;suchnng «  gibt  nun  unter  d^r^  Voraussetzung, 
dass  ^»^90®  ist,  iia  Allgemeinen  drei  wesentlich  verschiedene 
von  demselben  Punkte  durch-  den  Kreis  gehende  ausgezeichnete  Seh- 
nen, abgesehen  vqn  dar  aar  unter  Umatiinden  ras  kleinstes. i^izfif 
Bebenden  Berührenden.  ^ 

Setzt  man  gleich  anfänglich  L»  grosser  als  90^,  also  etwa 
sOQo+x'  voraus,  so  kommt  (lir  Tang.«  nun  öberall:  — Cot  »\ 
was  zwar  4).  a)  und  4).  bl  nicht,  wohl  aber  4).  c)  wesentlich  ändert. 
Wir  erhalten  im  letzten  Falle: 

-2ycf 

Tansr  «':^ ' — ,  >  1  i-u-^*  ,    . 

*  y»  —  (f  ±V/[(-^»  -  ^a)a  •  I^d^\      .    . 

Aus  3^  der  Berührenden  wird  jetzt  eine  NorniaU,  ein  Res^ltat^  was 
in  menren  Lehrbüchern  wieder  als  einzige  ausgezeichnete  Sehne  an- 
gefahrt sich  vorfindet.  Es  ist  leicht  dieses  auf  andere  Weise  auf- 
infinden.  Aus  T=  j/[(y ^  y)»  -+-  (^  —  df\  folgt  näiilicÄ,  wcnii 
y  uad  ap  Coordiaaten  der  Pesi^erie,  wie  oh^>  bedeuten,  wegen 

,      .      .    .  ^  ^  rfr     (y-r)gH-(x-^ 

jf»4-^»=r%  also  wegen  y=A^)-,S  " V/t(jr^y)»-f.(ar-#)«J' 
««TTOB  der  Ztiiier  =cO  genonmeB,  lUe  Gieichnng  einer  vo*  PanlUe 


SM 

i/,  i)  mut  mu  den  Kreis  gewogne  Nornüki  wi^  belMnal^  damtsÜt 

W®8>®°  ^  ==^  ""  "f*  ^^E^^^  "c**'  ^7— y<f=i=Ä,  -^  SÄ  -^j  WM  r:=±2r 

l>nDfft. 

'  Läsit  man  ^;t>>180®  werden,  so  ändert  sieh  in  den  anfi&ng- 
lichen  BesHminuDgea  (für  den  ersten  Quadranten^  nichta,  wohl 
^iber  {Qr  ^x^^/t)®,  was  alles  leicht  zu  iibersehen  ist. 


\  ' 


XLIV. 

Anderer  Beweis  f&r  die  beiden  Theorame  in 

Till.  III.  Nr.  XXXV. 


Von 


B^rrn  A.  Göpel 

zu  Berlin« 


r 


-->..  .'"■'.  .' 


\       I 


Wena 

{»»-ha.Ä-H)  (a*-{-a,aH-'l) («»•f-Hr^-f-l) 

gesetzt  wird,  so  ist 

2)  Cn  =  ^«. -- [(•-•»+ l)|+(i»-«»U  -^«►-^ 

+  ((#»  —  Jitl+ 2)«  +  («»  ^  SRI  + 1),}  ^M^ 

^[(ä  — ii»H-3),^(»  — *»-f.2),l  ^«.-6-4- .> 

wo  Cm  die  Summe  der  Producte  in  m  aus  den  Elementen 
iXii  ce«,  •  •  «'ccji  ist« 

Beweis«    1)  Man  hat  bekaüstlieh  - 

(*•  -f- «,* H- 1)  (»•-!-  «a*  + 1)  . . . « .  («••+•  ««*  + 1)  =E 

Da  tion  Jim  der  Goeffizlent  von  «^  ia  der  Batwiekelnng  dieses 
Ausdrucks  ist,  so  darf  man,  um  Am  zu  finden,  nur  die  mit  «"*  be- 
hafteten Glieder  in  der  fintwickelong  jedes  einzelnen  Summanden 
j^oes  Ausdrucks  ausscheiden.  Es  enthalten  aber  die  auf  dad  Glied 
€m{M* -^  Ijn^M'^  folgenden  Glieder,  offenbar  «ur  hdhara  Potenzen 
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T«ti  %  ftifl  die  «IM.  Dai  ffeaaiinte  Glied  enthält  die  Potenx  ^x»; 
da»  Veriiergfeliende  Glied  Cm^\i»*  +  iyf*-»>^H'^-'i  enthält  keine 
Potenz  »"«,  weil  («•  H- iy*""«»+i  nur  gerade  Potenzen  von  m  ent- 
hält Das  näcbstvo^hergehende  Glied  Cm-^»*  +  1)i»--m44xm-8  ent- 
hält  die  Potenz  (#f  —  iMi  +  2),  Cm~3«'>;  und  so  abwechselnd  weiter: 
0,  (»  — «i^^4),li.-4«-,  0,  (»  — «»•f-ÄKO.-e»-,  0,...,.  Folg- 
lich hajt  ma^n  '.  ^ 

2)  Pugt  man  in  der  vorgegebenen  Gleichung  links  die  gleich- 
weit von  der  Mitte  abstehenden  Glieder  zu  je  einebi  Gliede  zusam« 
men,  dividirt  dann  beiderseits  dfirch  «*  und  setzt  zur  Ahkür* 
mang  s-^«— i  =  a:r^  so  erhält  nian^  wenn  der  Gleichförmigkeit 
wegen  1  =  ji^  gesetzt  wird,  <  ' 

^o(*"  4- «-*)  H- ^,  f*«-i  +  »-^») +  ...•  H- ^i.-i(* +  *-»)  + ^ 

ssstäP  +  a,)  (a:  +  a,)....(a;-+-aÄ) 

=  Ä?» -f- C'i^p«-! -f.  C,a;r«-2  4- . . . -f.  r,^_iÄr -f- d. 

Um  nun  Cm  zu  finden,  darf  man  nur  den  ersten  dieser  Ausdrücke 
nach  Potenzen  von  a:  entwickeln.     Zu  diesem  Behufe  setze  man 

anstatt  ^o,  A^  .. .  ,:Mn  bezieblich  »»,  u'^\ u^.    Es  ist  klar 

dass  wenn  man  den  so  entstehenden  Ausdruck 

in  Bezug  auf  jc  und  p  entwickelt  und  dann  für  u^^  »,...«"  be- 
zieblich wieder  ^nt  -^n— i  •  •  •  •  A^  einsetzt,  die  verlangte  Entwicke- 
lang erhalten  werden  wird.  Die  beiden  geometrischen  Progressio- 
nen des  letztgenannten  Aasdracks  sind  leicht  zu  annunirenj  und 
man  erhält 

"*"        1  —  %u         "*"  1  —  x—hi 

oder  üach  ansgeführter  Addition 

l~i#» ^  {%n  ,|,ar-»)ign+ttl.(a8«-H-|-ar-^-l)tg>«+l 

1  —  xu^u^  1  —  xu-i~u* 

Der  zweite  dieser -Brüche  hat  in  seiner  Entwickelang  nnr  höhere 
Potenzen  von  u  als  die  nte.  Da  aber  der  ganze  Ausdruck  keine  sol- 
chen Potenzen  enthält,  so  folgt  dass  dieser  zweite  Broeb  sieh  gegen 
die  höheren  Potenzen  von  u  in  der  Entwickelang  des  ersten  Bruchs 

1 — ü* 
l  —  xu-^u*  hebt,  uod  dass  also  die  verlangte  Entwickelang  des 

Ausdrucks  {A)  aus  den  ersten  Gliedern  der  Entwickefnog  von 
1 — ^    .  ^ «    bis   zur   itten  Potenz  von   u  einschliesslich  besteht. 

1  —  XU  -f-  •*' 

Diese  Entwickelung  ist  nun 

l+ii(ar  —  u)  +  u^{äc  —  ii)*-f-ti«(a?  — •»)•-!-•.. . 
—  •#»  —  u*{jc  —  u)  —  u\jc^uY — »»(^  —  u)*  —  . . .  • 

Sammelt  man  in  diesem  Ausdraek»  die  {n  —  «i)ten  Potenzen  von  ar 
zusammen,  so  findet  sich  dass  in  den  beiden  Reihen  die  Glieder 


SM 

i/^  i)  mu  mu  den  Kreb  gei^gev«  Nornüki  wi^  belMnal^  iatrttllt 

Wegen  ^  =  —  -^  ergibt  sich:  ^7—^(^=6,  -^  sä  ^,  was  Tssstr 

bringt.  /    , 

'  I^äsit  man  L*^  1^^^  werden,  so  ändert  sieh  in  den  anfäng- 
lichen Bestimmungen  (für  den  ersten  Quadranten^  nichts,  wohl 
4iber  fOr  ^«^2'a)®,  was  alles  leicht  zu  Übersehen  ist. 


'S 


XLIV. 

Anderer  Beweis  f&r  die  beiden  Theorame  in 

Tbl.  III.  Nr.  XXXV. 

ZU  Berlin, 


Wena  _    ''    .'■    ,- 

ycitetsft  wird,  so  iit 

—  [(ä  — «  +  3),  i-h (»  —  *»-+- 2),1  ^«-6-4-  • -i^ 

wo  Cot  die  Summe  der  Producte  zn  m  aus  den  Elementen 
a|y  «9,  •  •  «'(Xu  ist« 

Beweis.    1)  Man  hat  bekaustlieh  - 

(*•  -f-  «,*  H- 1)  (»•-!-  »a«  H- 1)  .  /. . .  (*•  +  ««*  + 1)  =E 

(»» 4. 1  +  «,«)  fa* -+- 1  +  «a»)  .  • . . .  («•  + 1  -+-(?,^)=  ^ 

(«»  H-  !)?•  -*-  C,(«*  r*r  l)f'-^*  +  C^^*'  -I- 1)»-«»»  ^-  .....  •+•  C««*. 

Da  tion  jäm  der  Goeffizlent  von  «^  i*  der  Btttwiekelnng  di^es 
Ausdrucks  ist,  so  darf  man,  um  j^m  zu  finden,  nur  die  mit  %^  be- 
hafteten Glieder  in  der  fintwickelung  jedes  einzelnen  Summanden 
j^oes  Ausdrucks  aosscheiden.  Es  enthalten  aber  die  auf  dad  Glied 
€m(M*  '^ly^'^M'^  folgenden  Glieder,  offenbar  nur  hdhera  Potenzen 
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vn  M  als  die  «iM»  Das  geoannte  Glied  enthätt  die  Fotenx  Qi«*"; 
das  veriiergfelitade  Glied  Cm^iC»«^  l>*-'»^4"i~i  eatbäU  keine 
Potenz  »*»,  weil  ^«' -f- 1)«— «»+i  nur  gerade  Potenz^t^  von  x  ent- 
hält Das  näcbstvo^hergehende  Glied  Cm-^M*  rf-  i)'t-m-^%m-^  ent- 
hält die  Totenz  (#i  — «*  +  2)|Cjgi~3«*";  und  so  abwechselnd  weiter: 
0,  (»  — «n^4),li.-4«-,  0,  (i»  — «i-f-ÄKCJU-e»-,  0,...,.  Folg. 
lieb  bajt  man  ^.  , 

2)  Fugt  man  in  der  vorgegebenen  Gleichung  links  dfe  "gleich- 
weit  von  der  Mitte  abstehenden  Glieder  zn  je  einebi  Gliede  zusam- 
men ,  dividirt  dann  beiderseits  durcb  «*  und  setzt  zur  Abkür- 
zung 4 -f- «—1  z=  oir,  so  erhält  man^  wenn  der  Gleichförmigkeit 
wegen  li=z.At,  gesetzt  wird,  * 

=Är*-f-  r;^p«-i4.  ^,a7«-2+ . . ,  ^^  6^-1^?-+-  c«. 

« 

Um  nun  Cm  zu  finden,  darf  man  nur  den  ersten  dieser  Ausdrücke 
oach  Potenzen  von  a:  entwickeln.     Zu  diesem  Behufe  setze  man 

SDstatt  ^o»  ^1  . . . .  i^n  beziehlich  »»,  ci'*-i, ü®.    Es  iit  klar 

doss  wenn  man  den  so  entstehenden  Ausdruck 

(-^) ...  ti«  +  (ä -f- ar^)»  4- («»+*-»)«»  4- .... -^- (»* -h  »-«ji«* 

in  Bezug  auf  a;  und  ;v  entwickelt  und  dann  für  sr®,  »,.«.«"  be- 
ziehlich wieder  ^n%  ^n—i  • .  •  •  ^o  einsetzt,  die  verlangte  Eotwicke- 
hiDg  erhalten  werden  wird.  Die  beiden  geometrischen  Progressio- 
Bsn  des  letztgenannten  Ausdrucks   sind  leicht  zu  snnuplrenj  und 

»an  erhält 

*■ 

***        1 — XU         "■  1  —  ar-i« 

oder  jiach  ausgeführter  Addition 

Der  zweite  dieser  -Brüche  hat  in  seiner  Entwickelang  nnr  höhere 
Potenzen  von  u  als  die  ute.  Da  aber  der  ganze  Ausdruck  keine  sol- 
chen Potenzen  enthält,  so  folgt  dass  dieser  zWeite  Broeb  sich  gegen 
die  höheren  Potenzen  von  u  in  der  Entwickelung  des  ersten  Bruchs 

1 — u^ 
F— jrii^i^ti»  hebt,  und  dass  also  die  verlangte  Entwickelung  des 

Ausdrucks  {j£)  ans  den  ersten  Gliedern  der  Entwickefung  von 
1 — :^^  .  ^  a   1)is   zur   itten  Potenz   von   u  einschliesslich  besteht. 

1  -^  XU  -f-  u^ 

Diese  Entwickelung  ist  nun 

—  •!»  —  «•  (ar—«)  —  ii*(^  —  ii)»  — ii»(^  — «)•  —  . . . . 

Sammelt  man  in  diesem  Ansdroeka^  die  {m  —  «s)ten  Potenzen  von  ap 
zusammen,  so  findet  sich  dass  in  den  beiden  Reihen  die  Glieder 
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««»«^«»(^— «^y*-«*  unti  — i^*^«*+»(;5i?  — «r)>»-*  bezkfalieli  •  die  erstta 
sind,  welche  eine  solche  Potenz  eifthaUien,  und  das»  der  Cbeffiziest 
von  x^"^  daher  folgendermassen  ausgedrückt  igt: 

—  «»-*^-|- (*  —  «»  Hh  l)!»"""*"^  —  •  •  • » 

wo  die  Potenzen  von  u  nur  bis  zur  liten  einschliesslich  fortzusetzen 
sind.  Setzt  man  endlich  filrt««*-^,  ti»»— m+a^  ,  , . .  beziehlicfa  wieder 
Am  9  -^jvH^^  . .  • .  ein ,  so  ergiebt  sich  der  Coefißcient  von  .^r'*-*', 
nämlich  Cmi 

G«  =  ^i,  —  [(ü  —  «H- 1), -H  (»  —  •»)  J4»-^ 

4- [(«  —  •»  H-2),  +  (»  —  «» -H 1)  J-^.,-4  —  . . , . 

Anmerkung^  Setzt  man  u^i  =^,  =  .  «^  =^»  =  0,  wäh- 
rend Jfo  =  1  bleibt,  so  erhält  man  ^ 

CV  =  -I(ii-.3),-*-(i»-4)j;:.... 
folglich  die  bekannte  Entwickelung 
.*^H- »-•  =  ;»'»  r-.  [(»  — 1) ,  4*  (/#  — 2)o]ä?»-2 

oder  j;  =  2  cos  y  gesetzt,  wodurch  x  =  cos  y+t  sin  ^  wird, 

2co8  ii^=(2cos  y)'»  — [(»—  l)»H-(«*-2)ol  (2cos  j^)»^ 

-h  [(« -^  2),  +  (jp'-t.  3)  J  (2cia  yy«^  -  . . : 

welche  ^nch  hätte  zn  Hülfe  genommen  werilen  könnflO)  «m  unmit- 
telbar zum  erwünschten  Result<ite  zu  gelangen. 

Zusatz.  In  den  oben  bewiesenen  :bfidea  Formeln  sind  die 
Summen  der  Producte  der  Wurzeln  der  einen  Von  den  beiden 
Gleichungen 

%^^A^:a^-\'^4t%^^'^+  .  . .  +  A^%^  -4-^1»  + 1=0, 

jp« -4-  C, ^-1 4-  C;^»-2-4-  . . . -4-  G,-Kr-4-  C  =  0 

durch  dte  .der  ai^dern  atiBgedrückjt.  Die  Formeln,  für  die  Potenz« 
summen  der  Wurzeln  derselben  Gleichungen  sind  eben  so  leicht 
herstellbar  uM  einfach.  Bezeicbnet  nämuch  8m  die  äuinme  der 
«•ten  Potenzen  der  Wurzeln  der  ersten  Gleichung,  #m  die  der  zwei- 
teo>  so  findet  sich :  .x  - 

H- [(«» —  2),  +  («» —  3),]*«,_4— . . . . 

In  der  ersten  muss  das  letzte  Glied  um  die  Hälfte  Vermindef t  wer* 
den,  wenp  «•  g>erade  ist.  .  ^^ 


t  , 


XLV. 

Bemerknng    Ober    eine    von    Ivori    gefiindene 
Eigenschaft  convökaler  ElHpsoide. 


'  Herni_ Doctpr  Haedenkamp  ' 

Obirlcfarcr  am  Gymnasium  zu  Haoim  in  Westpitalen, 


BeksDotlicIt  bat  Ivori  gefondeo ,  dnaa  ci  auf  zweien  convoka- 
leo  IfIlipBoiden  je  2  correspoodirende  Punkte  gebe,  welche  die 
Ei^BSchaft  haben,  dass  die  vqd  diesen  Punkten  üacb  zweien  an- 
deren cnrrespoQdirenden  Punkten  gezofrenea  Radien  inner  wieder 
gleich  sind,  leb  will  hier  zeigeu,  dosa  diese  sogenannten  correspon* 
airenden  Punkte  die  DurcbBcbnittspun^te  der  beiden  conrokalen 
Hyperboloide  (nit  K^brncheDer  und  ntiunterbrocliener  Höhlung)  mit 
den  beidfu  convokalen  Ellipsoid^n  sind.  Man  kann  diesen,  Satz 
leiebt  auB  der  von  Ivori  selbst  geführten  Analyse  herleiten.  Der 
ftlgende-Beweis  deckt  noch  einige  merkwürdige  Beziehungen  der 
3  convokalen  Oberflächen  zweiter  Ordnung  auf. 

Bezeichnen  a,  b,  c  die  Quadrate  der  halben 
soids  und  X,  y,  x  die  Coordlnaten  irgend  eines  F 
Legt  man  durch  den  Mittelpunkt  des  Kllpsoids  ei 
lalfel  mit  der  du^cb  (vr^s)  gcleglen  Tangenten -E 
den  die  Quadrate  der  halben  Asea  dieses  Schoill 
r,,  r,  bezeichnen,  durch  die  Wurzeln  der  Gleichung 

bMliniiat.     Drückt  man  die  Coordinaten  xyx  durch  diese  Azen  ans, 


Legt  nau  nun  durch  den  Pnnkt  {a;ya)  die  beiden  Hjrperboloiden 
■it  gebrochener  und  ununterbrochener  Höfaluog,  die  dem  gegebenen 
£llipsoide  convoknl  sind,  und  nennt  man  die  Quadrate  der  halben 
Azen  derBellkeii  a,^,e,  und  0,A,c,,  so  -werden  dieselben  folgender- 
uuen  durcli'  die  Asen  des  Schnittes  ausgedrückt,  "' 


daher  wird  aucb  oncb  (1):    ^ 

,        .  «a.g.  «■*,  ... 


Nennt  man  die  DelernioiinleD  dieser  Lioieo  (die  AbaciBsea  der  Win- 
kel die  dieae  Llaien  nit  dea  Azea  bilden  ,  Si;C  pnd  £,«i,Ci>  ">  arbilt 
Man  leicht 

?  =  !;©.  ,  =  |;0.C=fö. 


«I*  •.'  ^,*  Cl'  «.*.c, 

0  und  0,  sind  die  auf  die  ^nannte  Tangeotei} - Ebenf  ge- 
fällten Per|iendikel. 

Da  die  DurclischnittBlioien  der  Byperbnloiden  mit  dem  Eilipsoide 
>  ergibt  sich  uus  den  Gleicliungea  (3), 
urven  die  eine  Ase,  und  für  die  andere 
r  CDtsprecbeoden  Schnitte  conit'ant  isL 
m  der  Projeetioneo  dieser  KrümmifBgs- 
ins  den  Gleichungen  (1)  in  VerhioduDg 
(eilen..  Die  Pnijectionen  der  Fiirven  in 
1  folgende  GleicIiDDgeD  ausgedrückt: 


Dia  eine  dieser  Cnrren  iat  «ine  Ellipse,  die  aidcre  •!•«  Bfperbeli 
da  die  eine  der  Axen  r,  und  r,  zwischen  0  aud  £  nnd  die  andere 
xwisciieo  6  nnd  c  liegt.  Die  Hathroeaser  der  grSiaten  nnd  klein- 
steö  KrüBBung  !■  Punkte  (^rya)  sind: 


Hit  Hülfe  der   varbergehenden   Coordinatan -Tranfformatinn   findet 
■an  auch  leicht  die  voa  JMobi  gefunden«  Glaj^kvag  4w  käntiUm 
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LiDie  aaf  tiutm  draaxigen  BlKpsoidc(,  wie  ich  im  2S«  Babde  d.  J. 
t  d.  r.  0«  a.  M.  S«  188  gezeij^  habe. 


steo  cottTokal  ist,  deasea  Quadf^te  4tr  halben  Axen  durch  a^6oCt 


Denken  wir  uns  ferner  ein  zweites  EUipsoid, -welches  dem  er» 

itr  halbi 
bexeicbnet  werden  sollen /s«  |ric{  wcses  die^  genannten  Hyperbo« 
loide  in  einem  Punkte  schneiden»  dessen  Coordinaten  oTf^y^Xo  nwch 


*•  *•  —  {a—i)  {«— ^'  y» 


JiM 


(*-•)  {A-ey 


c^c^c^ 


ic^a)  (c^by 


Die  Relationen  twischen  den  Coordinaten  der  beiden  Durchschoitts- 
punkte  (;ry«). und  (^«y«««)  sind; 


'^?=V5.?=V^.^=V'^ 


•Pä    ■*"  Ä» 


yo*  —  jf*  +*o*  **  *•  ««  <^< 


^oW,~^SE0^o— r. 


Denken  Wir  uns  jetzt  zwei  andere»  ^en  gsrnbenen  Eiripsoiden>^eo»r 
Tokale  Hype^olaidea  mit  gebrocfamier  und  ununterbrochener  Böh- 
long,  die  das  erste  und  sweite  SIKpsoid  in  PimkteB  sefaneideii) 
deren  Coordinaten  durch  aßy  ^nd  »oßot^o  bezeichnet  werden»  so 
hat  mau  ebenso  zwischen  diesen  Coordinaten  die  Relationen: 

Hieraus  erhält  man  in  Verbindung  mit  den  GleicbODgen  (S): 
ind  folglich 

(«,  -  «)•  H-  (y.  —«» +  («•  -  y)' 

=  (*-«,)»-t-(y-/?,)»H-(«-y.)»; 

I 

welche  Gleichung  den  Ivorischen  Satz  dusdriickt» 


^  r 


J' 


•    ;  t 


t        t 


•  i 


'.  .  t    ,' 
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XLVI. 

Mechanische  Constmction  der  Lemniscate. 

\  Ton  dem 

....     Herni  jDoctor  Haed/enl^aiqp 

Oberlehrer  am  Gymnasium  zu  Hamm  in^Wesfphalefi. 


1 

I 

t 


.  -  (H»kt  man  sieb  sw«i  gleifbeKreiife^.fleranMtttelppiikte  Cuni 
Oy  und  bewegt  eine  Liniie  gleich  der  Axe  C6^  so,  ^ass  deren  Ead- 
fNMkte  sieh  In '  enigegengeaeitter  Rkhtung  in  den  Pttriptieritil  der 
hMißn  Kreide  bewegen,  so  beschreibt  die  MUtci  4er. Linie  6^6)*  dif 
FiMspunkteneiinre  einer  Hyperbel, '4ereB  Gkeichnngp     • 

ft'  '      d^ r* 

.     i  .      rj-  cos»   V^( i"^)  »^D*  ^=S^it^ 

ist;  in  welcher  r  der  Radius  der  Kreide,  d  die  Entfernung  der  Mit- 
telpunkte und  Q  eint  Radius  4^r  (CttrVe^    N^cbft  man 

rf*  =  2r», 

SO  wird  die  Curve  eine  Lemniscate.    Diese  lasät  sich  hiernach  leicht 
mechanisch  construiren^  -^        , 


I        T 


XLVII. 

Allgemeines  Tlieorem  fttr  die  Yerwandlang  einer 
Funktion  ii|  eine  unendliche  Reihe. 

Von 

Herrn  Doctor  O.  Schlömilch 

zu  Weimar. 


Die  DiffereuBialrechnung  gieht  bekanntlich  die  Metboden  ai, 
dorch  welche    «an   eine   beliebige  Funktion  JF\x)  in  eine  Reihe 


401 

entwickeln  kaon,  die  nach  den  steigenden  Potenzen  einer  antieren 
wHIköhrlichen  Funktion  %li(a:)  foftXHVLhy  so  dass  das  Resultat  die 
Form  hat 

_3  ^S 


F(a:y^=iJ^-^AM^)  +  ^M<^)'^^M^) 


•  •  •  • 


Hierher  gehört  besonders  der  von  Bürmanu  gefundene  Satz*), 
ans  welchem  sieh  für /'(o?)  =  ä*,  tlt(a:}  tas  a:a^  folgende  Reihe  ab- 
leiten lässt:  • 

Diese  gieht  spezieller  für  a  =  if  =  e 

'^— *+    1        ^1.2^'^       1.2.3      "*     1.2.3.4  7^ l*i- 


Davon  kann  öian  folgende  elegante  Anwendung  machen.  Man 
■nltiplizire  durchgängig  mit  ^{x)dap^  wobei  q>(a;)  eine  ganz  belie- 
biji^e  Funktion  bedeutet,  und  iotegrire  zwischen  den  willkührlichen 
Gränzen  a  und  b^  so  wird 

.  y[ «*j(jp)<to  ===y^ SP(a?)cte H-y^ a?«*Sf<Är^  -         . 

Setzen  wir  jetzt  '  \ 

worin  p  eine  willkiihrliche  Constante  bedeutet,  so  gieht  eine  itma- 
lige  Differenziation  nach  p:  ' 

oder,  wenn  wir  nach  geschehener  Differenziation  p  =  n  setzen  und 
<len  Uten  Differenzialquotienten  von  /{p)  mit  f^p)  bezeichnen, 

/»{pz=:ti)z=:/^a:*'e'^^(a:)dar. 

Nach  dieser  Formel  und  der,  vorhergebenden  (3)  lassen  sich  sämmt- 
liche  Integrale  iA  (2)  an^hren  un4  .Kic  erhalten  sogleich  den 
Satz: 


*)  M.  8.  hierüber:  Lacroix,  Traite  du  calcul  «liff^rentiel  etc.  Tome  III. 
pag.  623,  oder :  Supplemente  zum  math.  Wörterb«  Art.  Bürmannische 
Reibe. 

Thtu  ui.  26 
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Ob  diese  Reihe  nach  den  PoteDzeo  einet  in /*(/!)  enthaltenen  Cod« 
stanten  fartschreite  oder  nicht,  hängt  von  der  Natur  der  Fpoktion 
/{p)  ab»  wie  man  aus  den  folgenden  Beispielen  erkennen  wird. 

1)  £a  sei  /(p)  =  (a  +  py^,  so  i^ 

also 

/^i»)=MOi*-l)....(/ii-ii  +  l)(a  +  i»y^ 

und  demnach: 

(a-f- ly*  =  o^  +  ^  (a -f- iy*-i 

oder,  wenn  wir  die  Binomialkoeffizienten  mit  /i»«,  /t^i,  /*,  n.  8.w.  be* 
zeichnen : 


Aus  diesem  bemerkenswerthen  Satze  liesse  sich  eine  Reihe  Eigeo- 
Schäften  der  BiDomiulkoeflizienten  ableiten,  wenn  man  nämlich 
Alles  auf  beiden  Seiten  nach  Potenzen  von  a  ordnete  und  die 
Coeffizienten  gleicher  Potenzen  vergliche«  So  sind  z.  B.  die  Coef- 
fizienten  von  a^: 

oder: 

l  =  lA'/i*,«i^2^/i*,+|^a"/i*.-J^4"/ii,  +  ..    (6). 

Will  man  die  Reihe  (5)  für  andere  als  positive;  ganze  p  brancbep, 
so  muss  man  darauf  sehen,  dass  sie  convergirt,  was  ttbrigens  io 
den  meisten  Fällen  statt  findet.  . 

2)  Es  8ei/*(/i)=s/(a+/>),  so  wird 

also 

und  folglicb 


i 
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Die  Reibe  conTergirfc  für  jedes  positive  a  nui  giebt  z,  B.  für  a=:l: 

1  1*  i*  S* 

sin  (op+iiiTr), 


irlic 

>Bs  sei 

h 

/(^)«=ri« 

a/f. 

80  bat 

mon 

/>•(;»)=»*.  .1 

• 

COS  a   .    ^ , 

2! 

• 

sin  2a 
1.2 

-2> 

ff'  cOs  3« 

8IB 

ass  *^ 

1     '^ 

•    ^.2.3 

1 

.,      «•  sin  4« 

•  1.2.3.4^ 

wobei  das  Zeicben  von  Paar  xn  Paar  wecbselt. 
Man  erbäl(  gmc  äbnlicb  (ir  /(p)  tsz  cob  ap: 

^       a  sin  a       ^ ,      a'  eos  2a   .   A«    <*'  **n  3a 
eo.a=rl j 1«  '      1.8      -*-^     TräTT 


(9) 


3.    "*  "»»  *«  (10) 


Beife  Reihen  eoDTemren  nnr,  wenn  a  ein  äclter  Bradi  ist.    Nimmt 
■u  /(p)  s:  ^f,  86  Kommt  man  auf  die  Gleidtong  (1)  zarfick. 


XLvra. 

Auszug   aus   einem  Schreiben  von   Herrn  A. 
Göpel  zu  Berlin  an  den  Herausgeber. 


Ew.^  u.  s.  w.  baben  in  dem  Aa&atze  Tbl.  III.  Nr.  XXIX  eine  ele- 
gante  Eigenschaft  des  Kreises  bewiesen:  dass  wenn  ^|,  ^s«  ^9» 
^«  irgend  vier  auf  einander  folgende  Punkte  seiner  Periplierie  be- 
zeichnen, dann  für  jeden  andern  Punkt  0  seiner  Ebene  immer 

ist.  So  wenig  man  auch  diese  Eigenschaft  zu  verallgemeinerD 
•trebt,  so  gelangt  man  doch  zu  einem  Satze,  der  keineswegs  einer 
besond^rn  Hlirvej  sondern  beliebigen  fünf  Punkten  ^i,-ä^9;  ^»9 
-ä^  und  O  in  einer  Ebene  zukommt  Man  erhält  nämlich  jeneji 
Atsdtnck.  • 

26* 


\ 
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d.  b.  aBgbbängig  tob  der  l^age  det  Puaktes  O^  Cm  dies  zb  be- 
weisen, befolgte  idi  deB  Voü  IbaeB  gebraacbteB  GaBi^«  iaden  icb 
Bor  stuft  r  bezieblich  r,,  r,,  r,,  r«  setze,  bm  der  BedingBB|r,  dass 
•Ue  4  Pankle  Auf -eiDes  Kreise  liegea,  sb  ^eatgebea».  .Aaf  diese 
Art  erbält  maa 

^.' +  y.' -i- (fl^*  H- ^')  —  2a^.  -  2^y.  = '•.' 
^4*  H-  y«'  -I-  (fl^'  H-  ^')  —  2aar4  —  2^4  =  %'. 

MBltiplicirt  bisb  diese  OleicbongeB  beziebKeb  Bilt* 
^A^A^A^,  -^^A^A^A^y  /^A^A^A^^  —^A^A^ 

so  ergiebt  sieb,  wegea  der  ia  Ibrer  AbbaBdlnng  bewiesesea  Glei- 
chppgeo: 

^A^A^A^  —  iS^AjA^A^  -^[^A^A^A^  —  ^^1-4»^»  =  ^ 
{A)  o?,  .  /^A^AfA^  -^^4  i^A^A^Aj  -Ha?^  •  ^A^AiA^    , 

—  a:^  ,  ^AjA^Af=0 
y,  •  ^A^A^A^  —  y,  .  ^A^A^Aj-+-  y,  .  ^A^A^A^  • 

scliliesslicb  die  Gleicbung 

(^1  *  +  yi  ')  .  l^^i^t^A  —  (^a*  +  ya') .  liA.A^A, 

+  (^,'+y.') .  A^4^,,;^»^fri^  jP^y*') .  Mx^2^. 

I  ■  '-r,^\^A,A,A,.,     '].'        • 

Da  nun  die  AusdrückG  ^,'-f-y,  *,  ^t'+y»',  b.  s.  w.  die  Quadrate 
der  Abstände  der  Punkte  A^,  A^i  u.  s.w.  vom  Anfangspunkte  der 
Coordinuten  sind,  da  ferner  dieser  letztere,  so  wie  oucb  der  Punict 
(a,  d)  ganz  willt^ülirlicb  sind,  so  erhellet  aus  dieser  GleichuDg'*  die 
Wahrheit  des  Behaupteten.  Um  den  Werth  jener  Constanten  zu  fin- 
den, darf  mon  nur  dem  Punkte  (a^  l/)  eine  solche  besondere  Lage 
geben,  welche  den 'obigen  Ausdruck  möglichst  vereinfacht.  Liegen 
z.B.  die  vier  Punkte  im  Knise,  so  sei  (<7,  ^)  der  Mittelpunkt  des- 
selben; alsdnnn  ist  r,  =#*,  =r,  =r^  und  mon  erbält,  wegen  der 
ersten  .de;*  Gleichungeq  (^),  Null  als  den  Werth  i^tt  Constanteo, 
womit  Ihr  Lehrsatz' bewiesen  \9t.  Liegen  die  vier  Punjcte  Bicbt 
im  Kreise,  so  sei  (ir,  l)  z.  B.  der  Mittelpunkt  des  durch  A^s  A^y 
A^  gehenden  Kreises;  dann  bat  man  rg=r^:=zr^  und,  wegen 
der  ertteu  GUeichuBg  (A)^  .,.,.( 

A,0^  .^A^A^A^^  B.  s.  w-  =(r,»  — ri»)  A^j^a^ä. 
Hier  ist  offenbar  ri»— r^»  gleich  der  Potesz  des  Kreises  A^A^A^ 
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^o,  r*^ — "'^  "-"    "-'>'  ''" 


'       }n.(^z:^).^.(^).(  tn-(£r-^)»-K^).)| 


.a  —  a 

c  —  y     '  ^c  —  y  •   '     '  "a  -—  c '     '    X  —  c 

oder  •  • 

„.  \(a-«)  (x-a)  +  (i»^/»(y-3)-f.(c-y)(»-c){« 

«•«»'  —{(«_«)» +(*-/9)»+(c-y)«}  j(x-«)»-Ky^Ä)»-|.(»-r)»(' 

und  folglich  nach  dem  Obigen 

cos  F*  =  l,  cos  *F=±1, 

also  Fs=  0  oder  F=  180®,  welches  f^ffenhar  nur  für  den  iScheltel 
der  Parabel  gilt.  Daher  mius  man  in  der  oben  gefuDdenen  Glei- 
chung das  obere  Zeichen  nehmen,  folglii^ 


9)  y  («_«)»+(Ä-/?)»-|-(c— y)»  .  V/ (a:-a)*-i'{y-6)*+{x—e)* 

=  («-«)» -f- (*- jJ>» -H  (c  -  y)» 


setzen^  wo  blo^s  noch  zii,  untersuchen  ist,  oh  diese  Gleichung  auch 
für  den  Scheitel  der  Parabel  gilt^  was  aber  offenbar  der  Fall  ist, 
da  diese  Gleichung  eine  identische  Gleichung  wird,  wenn  man 
ar  =  a,  y=/?,  xn^/  setzt.  Also  gift  die  Gleichung  9)  oder  die 
Oleichunir 


für  jeden  Punkt  der  ParabeL  ' 

Um   die  Gleichung  9)  rational  zu  machen,  quadrire  man  auf 
beiden  Seiten  des'  Gleichheitszeichens,  so  erhält  mau 


Ka-ay+iA-ßy+icr-rri  {(*-«)*+(y-*)'+(»-<'ri 

+  2|(«-o)'  +  (Ä-/?)»-|-{c-y)»|   \{a-a)  (^-a) 

+  (*-«  (y_/J)-|-(c_y)  (,^y)j 

ri~fHi^ß)ic-r)iV'^ß)i*''r)    • 
■H-  2(c  —  r).  (a  —  a)  {»  —  r)  i^.—  «)• 

Der  Theil  auf  der  Unkeu  Seite  des  Gleichheits^ichens  kann  auf 
folgende  Art  dargestellt  yverden: 


•;  ' 


l   '  \\        - 


/- 
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«B.den  Ton  Herr»  Verf.  geg^bese»  B^ispi^len ^  a«th  qocIi  «b  t\m 
an^fern  Stellen  4«]itlidi.  Auf  Seifee  125.  wird  näflilicb  als  eiofadi- 
ster  Fall  der  nitUlst  der  VariatioDsreehnmig  x«  behaDdelodcB  Auf« 

fabe  vom  Grössten  und  Kleinsten  die  A«%aae  ang^eAbrt:  dkj^nift 
unction  y  von  a:  zu  finden,  welche  den  Werth  des  Ausdrucks 
/'(or,  y)   für  jeden    beliebigen   Werth    des  jp  sn    einem  Maximum 
macht.    Diese  Aufgabe  lässt  sich  aber  bekanntlich  vollständig  ver- 
mittelst der  Differentialrechnung  lösen;  denn  sie  ist  nicht  verschie- 
den yon  der  Aufgabe,  Aai.MMxininm  von /^iv,  of)  oder  wenn  man 
will  /(3,  jc)  für  veränderliche  Werthe  von  a:  zu  finden.     Wenn 
daher  der  Herr  Verf.  S.  120.  sagt,  dass  er  die  Probleme  der  ersten 
Abtheitang  seineti  Werke«,  die  nur  auf  Urfundionen  fuhren,  alte 
seltNit  zusammensetzen   und  ausführen  musste^    so  kann  man  ihm 
hierin  nicht  ganz  Recht  gebefi.    Es  gehören-   vielmehr  alle  In  den 
l^lftwöbnlicbien    Lebrbücbern    der   Diflferentialrechniing    «nd   in   den 
Sammlunffen   für  Maximumsaufgabeo^  enthaltenen  Beispiele  in  seine 
erste  Abtheilung.  —    Die  Unterscheidung  S.  12&.  zwischen  primä* 
ren  «nd  seeundären  Grössten  und  Kleinsten  muss  nach  dem  Obigen 
für' unwesentlich  gehalten  werden.    Man  wird  bald  gewahr,  d&sA 
sie  auf  eine  Eintheilunff  der  Aufgaben  in  solche^  die  einen,  und 
solche,  dre  mebrere  unabhängig  Variable  enthalten,  hinausläuft.    Bs 
wikde  ebenso  passend  sein ,  sie  je  «lach  der  Anzahl  der  letzteren 
in  primäre,  seeundäre,  tertiäre,  u.  s.  w.  eintutheile^.  —    Die  Fol- 
gen   der    gerügtim    Ungenügend heit   der  Unterscbeidmigen   ziehen 
sich   $is'  in   die  Beispiele  hin.     Wenn  in  Aufgabe  2.  die  €l6i«hung 
y^ssifx^  derjenigen  Curve  gesucht  wird,  bei  weldier  ^ec  Ausdruck 

Ü^= y(ar  — y)  +  ^(a  —  or) 

sowohl  fnr  alle  Nachbarwerthe  des  /r,  als  auch  fiir  alte  N^ao'hbarcurren 
von  yz=Lfx  ein  Maximum  wird,  und  wenn  hierauf  als  Resaitait  yi=|ar 
erhalten  wird,  so  mvrss  dies  geradezu  für  unrichtig'  erklärt  wcvden; 
denn  die  Aufgabe  wird  durch  jede  Curve  gelöst,  wdlclw  durch  dea 
Punkt  (4?±=fa,  1^=1»)  geht.  Die  beiden  Gleichungen  ir~^24$pss0 
und  jf  +  dr  ^2.rz^0,  zn  denen  man  gelangt,  bestimmen  in  der 
That  nur  die  beiden    geiNinnten  Coordinalenweftbe  für  ^  und  f 

und  lassen  den  Difierentialquotienten  j-  völlig  unbestimmt.  —  Ein 

Gleicfies  gilt  von  den  folgenden  Angaben  17.  31.  32.  •^  Bei  die- 
ser  Gelegenheit  muss  ieh  darauf  ammerksam  machen,  dass  einige 

>von  den  Bestimmnugsgleichuneen  dieser  Aufgaben  ohne  ^augen- 
scheinlichen  Grund  identische,  die  andern  nicht  identische  Gleich«»- 
gen  genannt  werden.  So  heisst  z.  B.  in  der  Aufgabe  2.  die  Glei* 
chung  x — 2^=0  eine  identische,  die  andere  aber  yH^^y-^S^ssO 
eine  ,  nicht   identische.     Diese  Benennung   hat  vermuthlidi  irgend 

.  einen  Zusammenhang  mit  der  vorhin  besprochenen  Distinction  zwi- 
schen Werthen  una  Fundtionen,  Differential-  und  Variationsrech- 
nung, primärem  und  secundärem  Maximum;  weicht  aber  dermasses 
vom  Qbliehen  Sprachgebrauch  ab,  dass  eine  desfalsige  Krklärting 
^es  Herrn  Strauch  erwünscht  gewesen  wäre.  *—  Die  Behandluog 
der  Aufgabe  52.  scheint  eher  zu  dem  f.  24.  von  Ohm's  Lehre  des 
Ch'össten  und  Kleinsten  zu  gehören,  als  zu  dem  citirten  f.  V^ 
weil  in  der  Aufgabe  zwar  urspriftnglieh  3  \%riablt  eingeführt  siod^ 
^e  ders^4»en  aber  veirmiltielst  einer  der  Bedittgung8gleiebuD|(eii 
^imintft  wird,   ehe   zur  VariationenbecachMMig  gMchnftteo  «tfd. 


r 
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« 

In  der  xur  xweiten  Abtheiluog  gehörigen  Aufgabe  70.  wird  derje- 
nige Werth  von  y  verlangt,  welcher  f7==^I^^^*  für  alle  der 

Gleicbnng  •—  .  or  —  je^:=z  A    genügende    Nacbbarwertbe    von    y 
ZU    einem    Maximum    macht.       Es    findet    sich    ein    Werth    von 


y=[/ — I — ,  wodurch 


entsteht.  Diese  Wertbe  sind  beide  doppeldeutig,  um  nun  «wischen 
Maximum  und  Minimum  zu  entscheiden,  sogt  <rer  Herr  Verf.,  pflegt 
man  sich  in  solchen  Fällen  dahin  zu  entscheiden,  dass  ein  Klein* 
stes  stattfinde,  wenn  U  und  <f'/7  einerlei  Zeichen,  ein  GrössteSj 
wenn  sie  entgegengesetzte  Zeißben  haben.  Ein  solcher  Usus  wäre, 
schwerlich  zu  rechtfertigen,  da  er  der  gewöhnlichen  Bedeutung  der 
Ausdrücke  Maximum  und  Minimum  widerspräche;  auch  kommt  er, 
80  viel  mir  bekannt  ist,  nirgends  vor.  Bekanntlich  findet  im  vor- 
liegenden Falle  iBin  Minimum  statt,  wenn  of  und  y  dieselben 
Zeichen,  ein  Maximum,  wenn  si«  entgegengesetzte  Zeichen  haben. 
Jene  willkührliche  Entscheidung  veranlasst  den  Herrn  Verf.  zu 
ein^r  kleinen  Uebereilung  in  Betreff  des  zweiten,  jmt^  Aufgabe 

genügenden  Wertbes  von  y.    Dieser  ist  y=V^ — o:* — ^,  woraus 

hx 
U=:zO^    3*Uz=z  —  r-;====r .  dy*    entsteht;   und    es   wird   nun, 

wegen  der  Zeicbenlosigkeit  von  U^  behauptet,  dass  weder  ein 
Maximum  noch  ein  Minimum  stattfinde.  ^  Diese  Behauptung  meint 
der  Herr  Verf.  auch  noch  durch  den  Umstand  zu  bestätigen ,  dass 

nicht  allein  für  den  gefundenen  Kreis  jf=l/^ — jc^ — ^,  sondern 
auch  .für  alle  andere  Kreise  U^O  wird,  und  mithin*  von  einem 
Maximum  oder  Minimum  nicht  die  i^ede  sein  könne.  Allein  hierge- 
gen kann  wobl  mit  Recht  eingewandt  werden,  dass  die  besagten 
Kreise  keineswegs  die  bedungeneil  Nachbarcurven  sind,  sondern 
dass  die  letzteren  vielmehr  in  der  vom  Herrn  Verf.  selbst  weiter 

nuten  gefundenen  Gleichung  y  =  \/£(a:*  +  J)  enthalten  sind, 
und  folglich  im  vorliegenden  Falle,  wo  JB=:  —  1  ist,  beiderseits 
Ellipsen  werden. 

Im  Allgemeinen  könnte  noch  in  Betreff  der  Aufgaben  der  zwei- 
ten'Abtheilung  ang-emerkt  werden,  dass  man  in  den  Fällen,  wo 
das  y  durch  mehr  als  eine  Gleichung  bedingt  wird,  meistentheils 
weit  leichter  zum  Ziele  gelangt  (z.  B.  bei  Aufga1)e  8^.),  wenn  man 
^  und  p  eliminirt  und  mittelst  Differentiation  versucht,  ob  der  für 
y  gefundene  Werth  tUen  Gleichungen  genügt >  als  wenn  man  eine 
der  Bedingungsgleichungen  integrirt  und  das  Resultat  derselben 
Probe  unterwirft. 


I 
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13)  (H-^»H.Ä»)  {(*-/»)  (*-*«>-^«r-».)  (y-/J)j» 
oder  unter  der  Form  .^ 

-    \  ^ 

darstellen.     ^ 

Weil  V\a  —  a)»  +  (b  —  /?)«  ^-  (<?  —  y)»  die  EntferDUng  des 
BreoDminkts  vom  Scheitel  ist,  so  ist,  wenn  wiiT  den  Parameter  un- 
serer Parabel  durch  /c»  bezeichnen:  ^ 

und  die  CJeichuug  13)  kaoo  daher  auch  auf  folgende. Art  ausge- 
drückt werden: 

16)  (H-^.-|-Ä>)  !(*-/»)  {w-a)-(m-u)  (y-|J)f« 

=^  {(a-a)  V-a)  +  (Ä-/?)  (y-./?)+(c-y)  (»-y)| 

oder. 

17)  4(H-^»-^i?»>  i(*-/?)  (ar-a)-(a-«)  (y-/?)|» 

=  |t.»|(«-«)  (^-«)  +  (*--«  («r--/S)H-(c-r)  (»-r)|. 

Wenn  die  Ebene,  in  wcffchfr  die  Parabel  liegt,  die  Ebene  der  ;ry 
ist,  so  verschwinden  die  Grössen  A^  B^  e^  y^  x,  und  die  Gleichung 
der  Parabel  wird  , 

18)  4|(Ä^/J)  (^-a)-(*-a)  (yl/?)}» 

Nimmt  man  den  Scheitel  der  Parabel  ala  AnCaug  und  deren  Axe 
als  Axe  der  ^  an,  so  verschwinden  die  Grössen.  «,  ßt  b^  und  die 
Gleichung  dar  Parabel  wird 

Weil  nun  aber  4iar=/ii  ist,  so  gebt  diese  Gleichung  in  die  bekan|ite 
gewöhnliche  Form 

20)  y^^^x 
der  Gleichung  4er  Parabel  Aber. 

■  ••».2.       ■  '■•     :    '   ;     "■ 

Wir  wollen  nun  die  Gleichuqg  dei  PjrojecUon  unteier  ParaJM 


t  , 
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cof   r*  ;= T — 3 — ' ' 7-1 — 

'      '    V — y'    ^^V  — y'   '    '     ^^^a^C      ^^^% — c " 

•der  •  ' 

«•»»'  — !(«_«). +(«_^).^.(c_y)»j  {(x-«)»+(y-*)'+(»-<^)M' 

and  folglich  nach  dem  Obigen 

cos  F*=sl,  cos  F=±l, 

alio  F=  0  oder  F=  180®,  welches  fiffenbar  nur  für  den  iScheitel 
der  Parabel  p\t*  Daher  oiuss  man  in  der  oben  gefundenen  Glei- 
chung das  obere  Zeichen  nehmen,  folglidi 


—  [a^aY^(b^ßY^{c^YY 


setzen^  wo  bloss  noch  zn.  untersuchen  ist,  ob  diese  Gleichung  auch 
für  den  Scheitel  der  Parabel  gilt,  was  aber  offenbar  der  Fall  ist, 
da  diese  Gleichung  eine  identische  Gleichung  wird,  wenn  man 
jr=za,  y :==/?,  x=:/  setzt.  Also  gift  die  Gleichung  9)  oder  die 
dleichunir  > 


=  (a-a)  {a:^a)^ib^ß)  (^^ - /?)  +  (c - y)  («-r) 


für  jeden  Punkt  der  ParabeL 

Um  die  Gleichung  9)  rational  zu  machen,  quadrire  man  auf 
beiden  Seiten  des*  Gleichheitszeichens,  so  erhält  man 


^2(c— /)(«  — a)  («-y)  (o?.— a). 

Der  Theil  auf  der  Unken  Seite  des  Gleichheits^ichens  kann  auf 
folgende  Art  dargestellt  yv^den: 


•;  ' 


'    I    ' 
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Weil  DUO  der  Radius  ?ector  eines  jedeo  Punktes  (.^r^)  der  Par»- 
M  der  Summe  der  Entferouog  des  BreDupuakts  Tom  Sclieitel  uni 
der  Abscisse  des  in  Rede  stehenden  Punktes  in  Besug  auf  die  Ase 
der  Parabel  als  Axe,  und  deren  Scbeitel  als  Anfang  der  Abscissen 
gleich  ist;  so  haben  wir  die  Otelchung 

y(a:  —  «)»  +  (y  —  ItY  -f-  (»  —  cY 
=  V^(«>-«)'-t-(^-/?)*-Kg^^7F 

d.  i.  nach  7) 

V\a:  —  uY  +  (y  —  by  +  («  —  c)» 
=  »/(«-.ar  +  (Ä-/J)»H-(c-.y)» 

oder 

wo  sich  nun  fragt,  welches  Zeichen  man  zu  nehmen  bat,  worüber 
auf  folgende  Art  eine  Entscheiclung  gegeben  wer^len  kann.  Nähme 
man  nämlich  das  untere  Zeichen,  so  wäre 


>' 


-}(flr-a)  {^_«-(-(«_a))  +  (Ä-/?)  (y_ *  +  («-/?)) 

I 

+  («— y)  («— c-H(c— y))t 

und  folglich 

'  I (<»-«)(a;-<i) -»•(/>-/>)  (y -*) -h (g -- y)  («-e)|»  _. 

}{a-«)»  +  (A-/J)»  +  (c-y)»j   t(ar-«)»  +  (y-A)»+(j(-c)'j  — '■ 

• 

Die  Gleichungen  de^  dem  Punkte  (a:y%)  der  Parabel  entsprechen- 
den  Radius  Vectors  sind,  wenn  wieder  X,  y>  Z  die  veränderlicheo 
Coordinaten  Jbezeichnen :- 

Bezeichnen  wir  also  jeden  der  beiden  von  diesem  Radius  Vector 
mit  der  Axe  der  Parabel  eingeschlossenen,  180**  nicht  übersteigen« 
den  Winkel  durch  F;  so  ist  wegen  der  Gleichungen  1)  und  8) 
nach  den  Principien  der  anatytiseltien  43eometrie 


I  , 
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«•,   F«;= r-y     «-r       c-r     :.-c 

oder  •  ' 

.„.  r-  Kg-«)  (ar-<>)-H(A~0)(y-*)-l-(c-y)  («-c)(» 

cos»-  —  {(«_«)»H.(*-/»)»+(c-y)»|  }(*-«)* +(y^*)'+(»-<^)»r 

ood  folglich  nach  dem  Obigeo 

cos  F*=:l,  cos  ^=±1, 

also  F=:0  oder  F=180®,  welches  fiffenhar  nur  für  den  iScheitel 
der  Parabel  gilt.  Daher  muss  man  in  der  oben  gefundenen  Glei- 
chung das  obere  Zeichen  nehmen,  folgii«^ 


setzen^  wo  bloss  noch  zn,  untersuchen  ist,  ob  diese  Gleichung  auch 
für  den  Scheitel  der  Parabel  gilt,  w«s  aber  offenbar  der  Fall  ist, 
da  diese  Gleichung  eine  identische  Gleichung  wird,  wenn  man 
x=ia,  y^=zß^  x=:/  setzt.  Also  gift  die  Gleichung  9)  oder  die 
dleichunir  > 


für  jeden  Punkt  der  ParabeL 

Um   die  Gleichung  9)  rational  zu  machen,  quadrire  man  auf 
beiden  Seiten  des'  Gleichheitszeichens,  so  erhält  man 

\{a-a)*  +  i6-ß)*  +  {cr-r)*\  l(^-«)»-^(y-Ä)'+(«-«')'l 
+  («-a)»  (^_«)»H-(Ä_/?)»  {y-ßy  +  {c^y)>  {x-r)* 

+  (Ä-ft  {fj-'ß)-t-(e-r)  (*-r)! 

2(«-^«)(*-/?)(*-«)(y-/») 

2<*^)(?J<«'-r)^(y-/»)(*-r) 

■4- 2(c  —  y).  (»  —  «^  {»  —  r)  (^  — «). 

Der  Theil  auf  der  Unken  Seite  des  Gleichheits^ichens  kann  auf 
folgende  Art  dargestellt  iverden: 


I 
I 


'    I   ' 


t., 
*  ■  1 
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.     U)(l^ui'  +  B*)  }(*-./?)  (« _ o) - (« -. a)  (y -  «j» 

o<lcr 

=  /*»!(«  — a+-^0)  (^-a)  +  (Ä  — /?  +  ^0)  (y  — /?)j 

ist.. 

Nehmen  wir  d«a  t^blieitel'  [aßy)  der  Pambel  im  Raome  als  den 
Anfang  eines  deifi  prüaitiyen  Syste^nn  der  a;f/»  iiarallelen  Coordi- 
natensystens  der  ;r,y,x,  an,  so  ist  nach  der  Lehre  von  der  Ver- 
wuidlHng  der  Coordinaten*. 

.  26)  or,  =^  — a,  y,  =y— /?,  «,=«  —  /?; 

and  die  Gleichun^^en  24)  ui^d  25)  lassen  sich. also  auch  unter  der 
folgenden  Form  darstellen :      '  • 

27)  (1  +  ^»  +  B*)  {{6 -  ß)^,  -  (a-  «)y.  j » 
=  4j  (a -^ «)»  H- (Ä  - /»)» -H  0' I 

und  .      ■  -i.  •   . 

.      28)  4(1 -f. .^«+Ä«)  j(Ä-ftar,-(«-«)y.l> 
=  /ii«|(«-«  +  ^©W,+(Ä-./r^-^0)y,}/ 

Noch  wollen  wir  bemerken,  dass,  wenn  t  den  Neigungswinkel  der 
Ebene,  in  welcher  die  Parabel  im  Räume  liegt,  liegen  die  Ebene 
der  opy  bezeichnet,  nach  den  Principien  der  analytischen  Ceome- 
trie  bekannllieh 


cos  f*^ 


l^A*^ß' 


ist,  so  dass  man  also  die  Gleichungen  27)  und  28)  auch  unter  der 
folgenden  Form  darstellc^n  kann: 

29)  {(Ä~/?)ar.-(«~a)y,}» 

==  4cos  i»  ((«  ^  «)•  +  (^  —  ?)• -H  ®' ) 

X|(a-a  +  ^0)^.+(^^/?  +  ÄÖ)y,l 
und 

30)4j(^-/?)ar,-(«  — a)y,}» 
=  /ii»  cos  i*\(a^ä'{-J0)a:^  +  (d  —  ß-\-B0)y^\. 


Denkt  man  sich  dies<^  Gleichung  gehörig  entwickelt  und  auf  Null 
gebracht«  so  sind  die  Coefficienten  von  ^,'*,  y,*,  «^i^i  respective 

4(Ä  -  /»)»,  4(«  -«)»,-  8(a  -  «)  (*  -ß), 

und  dft  nun  offenbar 
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ist,  so  iit  nach  der  allffeMeiBen  Theorie  der  Linien  des/ 
iweiten    Grades    die    Projeciion    unserer    Parabel    m 
Raame  auf  der  Ebene   der  soy^   und   eben   so   natürlick, 
ascb  deren  Projeciion   anf  der  Ebene   der  sex  nnd   auf 
der  Ebene  der  y%^  eine  ParalieL 

Üb  nnn  die  Protection  Imf  der  Ebene  der  xy  etwas  genaaer 
sn  UBtersocben,  müssen  wir  zuerst  .die  CrMgaaden  allgemeinen  Be- 
trachtuDgen  voransschicken. 

♦.3. 
Wenn 

die  sllj^eaeine  Gleichnnff  einer  Parabel  für  rechtwinklige  Coordi* 
Datea  ist,*  und  man  will  die  Coordinaten  p^  q  des  Brennpunkts, 
nsd  die  Gleichung 

y  =  Mo:  -H  N 

der  Directrix  dieser  Parabet  finden;  so  bemerkt  man  soffleich»  dass 
nach  den  Principien  der  analytischen  Geometrie  das  Quadrat  der 
EntferouDg  jedes  Punktes  (^y)  der-  Parabel  von  dem  Brenn^ 
piiokte  ipq) 

«ad  das  ^nadrat  der  E^emnng  dea  Punktes  {a^y)  der  Parabel 
TOB  der  Directrix  ' 

iit.  Weil  nun  bekanntlich  jeder  Punkt  einer  Parabel  vom  .Brenn* 
pQokte  eben  so  weit  entfernt  ist  wie  von  der  Directrix^  so  erhält 
■SD  die  Gleichung 

oder  nach  gehöriger  Entwickelung  die  Gleichung 

or*  +  J!#*y  • 
'^%Mapy  ' 

^^q(\-^M-)^X\y 
+  b»  +  ^')(l-H^*)-^' 
welche  offenbar  mit  der  gegebenen  Gleichung 

Twi  III,  27 


' 


■    I 


4» 


N  = 


D^^E^ 


35) 


]P  = 


k(AE  —  CDY 
~~       h(A^ß)  (AE^CD) 

^~       h(A^B)   (AE-^CD) 

__  Uig  -  CD)E  -(AD-h  CE)D 
—  \{A^JS)  (AE^CD)      • 

Von  dieien  Formeln  wolten  wir  nun  .die  folgenden  /Inwendnngen 
nnf  die  Projection  unserer  Parallel  in  Rauae  anf  der  Ebene  der 
jpff  aaclien«  ^^^P 

Die  Glekhang  30)  der  Projection  raf  der  Ebene  der  «y  giebt 
gehörig  entwickelt 

36)0=     4{*  — |8)»a?,» 

-f-4(«!-«)»j^.»  - 

—  8(»— «)  (*,-|J)^,y, 

—  f»*  cot  i*  (a  —  a-i-ji9)a:, 
—/»•  cos  ♦»  (*-^^-4-,Ä©)y„ 

wofSr  wir  der  £ürze  wegen 

37)  0  =  SU?!»  +  »y, »  +  2«^?,^» -♦- J)a?| -+^  Cy» 

sehreiben  wollen,  wo  die  Bedeutung  der  Symbole  Sl»  Sj  S,  Z)t  QE 

Ton  selbst  erbellen  wird. 

Um  zuerst  die  Oleicbung  der  Directriz  der  Projection  auf  der 
*   Ebene  der  o^y  zu  finden,,  haben,  wir  nach  35)  die  folgenden  Glei- 
'  chungen: 


Ml 


Föhrt  man  nun  filr  %  %^  ^,  9^  ihre  aus  dem  Vorhergehenden  be- 
kannten Ausdrucke  ein«  ao  erhält  man  auf  der  Stelle 


JI/=  — 


a  —  g 


und 


jj.^(gt_^«  cos  <♦{(«  — a  +  ^0)»M-(Ä  —  i»  +  Ä©)M, 


so  wie 


\ 

l 

iP*  +  9'X  (1  -*-  «P)  =  j-i-Jf^, 


alio  i  ...       I 

ist;  80  ist,  w|e  a\c\  ;^uf|  ^erv  Sf^elle  ci^ebt^  wenn  'mnii  dies  mit 
dem  Vorhergpeheadfttti  yei^eiffiitß 

i 

also  -'  '    '  -      *,  » 


Nach  dem  ObTgeii  ist,'  wjemäilefcht  nodet,"  **  *^\, ,  i 


Bndlich  erhält  man  nun  mitU^t  4e^  GUichungen 


»      V  '   .     -\     .   '^^'  U 


2J 


.,    V  ?y(t.+.-ii#i)-c-a$5^^iir 


fär  die  Coordinaten  py  q  des    Brennpunkts   leicht  die   folgeoden 

Ausdrücke:.     ,  "    i  ■'  ..         ■'-  w  ..  -   ,#  t--' 

oder  .         ,  -  '       . 

Für  f  =50  ist 


\ni  i' 


i^'    I       *   "       N-,   -J-       ;v  ,-  JA  -:  ,     ;*.        T»     '  ^.    -   .   '   :>     -|-        i^ 


27* 


,     ;    .    '  -^»      _;  fi>  €bs  >tM*^lf^e»  -     \   -'    ^ü-.   ^    ' 

TT^+COSi»  16C0S  t»  \ 

Qifd  folglicli  auch 

AQ\  Ä  g  — «^  X         ^»   COS   t»  -I-  160» 

43)y-/y  =  -g3^(a;-a)-^^     16(^-/yV 


•    r. 


oder'  tj-,    *^i■(    ^;.*,--    .!   j-*,..--     ^.''*\z.-'^\ 

oder 

45)  (a^a)  (^Tr-^^i^T^Ä  (j^-Ä«5r-(6^!  +  iVi^'  cos  t») 

die  Gleichung  der  Directrix  der  Projectiqp, .49^  ^,E^tt^e  der  ^jr. 
Die  Gleichung  ^r  durch  die  Punkte  {ab)  und  (ap)  gehenden 
geraden  IjiUieV  -4.  i.~  dieiii^lfeibhaiog  46^:  P^c^ection  der  Axe  der 
rarabel  itiH'aume  auT  der  ^^hene  der  ^y,  Ist     %     •"    ■» 


a 


46)y-/J  =  |-^(a.-.a), 


ti  .        ■  •  •:. 


-        g  —  a     b  —  ß  ^^  |v 

Ä  —  ß     a  —  a     ^ 


'•  / 


ist,  so  steht  nach  bekannten  PHnxifilen  ^^  ■:«ftjly^sol^«ii 
Geometrie  4ie  Directrix  der  ProjecHon  der  Parabel  im 
|U4UiU*-4ÖilJlf£t  Jfebkii^' r^^^^  der  Projection  der  Axe 

der  Prarabel  ini  'R^ume  auf  der  Ebene  der  a^y  senkrecht, 
und  die  Projection  der  Axe  der  Parabel  im  Raume^i^uf 
der  J^bene  der  a;y  ist  daher  jederzeit  ein  Durchmesser 
de^^^*^^^e^44  4^:F!aj^4^^  Gbe^^  4er 

a:yy  olier't^er3txy  tfiVsVr  Projection  [rtfrrflleir 


*'»tMi 


'^  V\  *     '\'     ^     *'i  -■    '^-*    i»"  -  -  '*;'  .  It 


,^'XIm  npn  fi^rner  die  Coordinaten  des  Brennpunkts  der  Pro-. 
I^dtion  tfer'Päi^^lir  itn^llalhh^  mif  Her  Bfel^ire  der  a:y  zu  finden, 
nahen  wir  nach  36)  ^.j.^ 

1itl4\jWJlidi\)  -+-  *i'  \.  .„..-. 

.»    'S.',   'iw    \   -i;t(j*.    1.1.    noT.'»;-.    •   -.         .i   ,.«^-;'J  -.  .?,    </r  -.j  *      1. 
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aad  folglidh,  weil  s»ch  f«  2. 

f 

I  I 

Bod  nach  15) 

/»»s=l«|(*-o)»-|-(*-^)»+(c-y)*j, 

•Uo  .• 
(•  -  o)*  +  (*  — /»)•  +  ©•  =  ,»rf»' 

iit: 

Jl€—«t>  =—i^*^  cos  <»  (*-"/»). 

Abo  ist  iiacli  dem  Obigen 

N=^ ■ JUp 

md  folglielt  I 

a-a  tos«»  \{»-a-^AB)*^{b-ß-^B«y\ 

oder    ' 


3»)  y-/»=:-y35  («*-*') 


cos <»  Ug-«»  +  ^»)*-l-»-tf+^»)M 


oder 

40)  y-/»:^- jr^C*-«) (^_^)(i  +  >+>)     '• 

oder 

41)  (« -a)  (ar— a) -t-(*— I»)  (y— W  = 

oder 
4«)  («-«)  (^-a) +  (»  —  !»)  (y—«« 

die  eieichttng  der  Directrix  der  Projection  der  Parabel  im  Räume 
anf  der  Ebene  der  jpy. 
Ancb  ist 
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e 


$ 
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I    I 

+  + 


+ 
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I 
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^  I  I 
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I 
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« 

I 
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I 
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i  + 
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M 
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?i 
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l 
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I 


.1  I 

»      8 

+  + 


««•■ 


Ans  den  vorhergehenden  Formeln  erhält  niati  dnith  leichte  Rech- 
nung^ ^ 

ia^u)  {p-ay-{6-ß)  (9-ß) 

rs^co.  i'  {a-a  +  J@)  {6-ß-i-B6f); 


oder 


■  .     I 


i 


t 
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(«  — «)  {p—:a)  —  {6~ß^y-ß) 

l-i-Jt'^B*  ' 

52)    j      ^6-ß)(p-a)  +  (a-a){^,-ß) 

Auch  findet  man  leielit        ^ 

(;»-«)»  +  (y— /O*  =1 (ar^«)»4.(^-/»)» ' 

also  «  •        : 

oder  *'',."  '        .'.*•;■ 

54)  i/(y^a)>-^t^J>)»=:  <^^-«^^^);j^-^-<'+^^)'  , 

und  folglich  '    ..    :  ä  •     ' 

Daber  kann  mati  nacli  42)  die  Gleichung  der'Directrix  der  Pro- 
jectioD  der  Parabel  im  Eaume  auf  der  Ebene  der  ^y  aucb  unter 
der  folgenden  Form  darstellen:  -  ?    ' 

56)  {a^a)  (g;  ^  g)  +  {6  ^  ß){p  ^  ß) 


Die  Axe  der  Projection  der  Panibjßl  im  kaiime  gebt  duscb  den 
Brennpunkt  (py)  und  ist  nach  $.  4.  der  durcb  die  Punkte  (al)  und 
4^ß),  g^hendei^  Xwe  parajlejj,  A^9  ji^lj  .  ;  ,    ,, ,       .:     . 

V,-         57)jr-(jr=ji:7£Rr-->»)  ^ 

oder     .'  "••'••Kl  -vN;.     ■■..•       .,^,     „,;     .  ,-i 

?8)  (a-a)~(y-/J)-(^-/?)  (iti-^«)  • 

''        '•'  -(a^a)(^~ß)-^{g-ß)(p~a) 

die  Gleiebung  der  Axe  der  Projection  auf  der  Ebene  der  sy. 
Fübrt  man  nun  fiir  p  —  a  und  ^  —  ß  ibre  oben  gefundenen  Aus- 
drücke ein,  so  erbält  man  für  die  Gleiebung  der  Axe  leicbt 


■5»)  («-«)  (y-/?)^  (*-/»)  (^-«) 
2{(»  — «)  {a  —  tt-hJ0)  +  {&  —  ß)  (jl,  —  ß  +  B@)\ 

_'X\(a  —  tt)  {d  —  ß  +  B@)  —  (6  —  ß)  (a-a  +  J0)\ 
(l  +  A*  +  ß')\{»-ay  +  {6-ß)*\ 
oder ' 

60)  (a-a)  (y-/?)-(3-|S)  (^-«) 

2co8  f»  {(a--a)  («  —  a  + 1^©)  +  (Ä  — /J)  (Ä  — /JM-.ä©)) 
_  xi(^-a)  (3-<g+ig0)~(^--/g)   (a-«  +  ^&)} 

Es  ist  aber  .    .l  , 

(a  — a)  (a  — a  +  ^0)^(Ä  — /J)  (Ä  — /J-+-Ä0> 

and 

(ä  — a)  (Ä  — /J-|-.Ä0)^(Ä  — /?)  (a  — a-Hu40) 
=  j  (a  —  a)i&  -  (Ä  — /JM4& 

also  .  •  • 

61)  («-«)  (y-:^I.(Ä~/J)  (^-a) 

_^«  cos  f^  }(g  — a)^4-(^-rg)ig|    \(a  —  a)B  —  ß  —  ßU\ 

die  Gleichung  der  Axe  der  Projection  der  Parabel  im  Railme  auf 
der  Bbene  der  j^y, 

-§-.7.. 

Naeh  56)  ist  . 

^a^a)  {a,^ay^(6^  ß)  (y^ß)    

die  GleicbuDg  der  Directrix  der  Projection  der  Parabel  im  Raame 
aitf  der  Ebene  der  ^y,  und  fol^tch,  wenn  wir  den  Parameter  die- 
ser Projection  durcb  fi^  bezeicbnen,  da  die  Entfernuög  des  Brenn- 
punkts Von  der  Directrix  der  halbe  Parameter,  d.  i.  ifi^  ist,  nach 
<len  Principien  der  anf4F^i^^l^ft>^  Cinoilieitrüe!*,  «ia^.^i^  Ij^iH  ^^UV. 

'*   .  ^    i^x    '\  ■      .-*.-'  .1  .1  .    <    .    -    V  'f     ,  ■  '       -  -       f  ,4-    'I    .  -i», , 


'.V'V     \    t     -^\\--M*:'»V    -H''^    --^^'J    1    .r-.-i^,^      •'»?.> 


...  ^  t'    — 


t  ^  .    <         w  tU\\      lt.       ..I  r.        v\  I  <M  .    -.N  'f    I 


i^    .      I 


M  t<-^\     I    M       .X)  ''.       ^'  (vM  -    -o'r    ; 


t  -'     »' 


J'j  ••  hii', 
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+ 
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I 


I 


NttR  ist  »ber,  wie  mab  leicht  findet,  neck  49) 

COf  t* 


4-4(a- 
und  nach  53) 


^9)  (6-ß 


ß-hBßy\ 

B@), 


4S0 

cos  t' 

Alio  iit,  wie  man  durch  leichte  RechnUDg  findet, 

i±zit±!^i:^\    (^— «)  (;>— «)  +  (^  — ft  (9—ß)  

cos  f»  I ^ \/(«-.a)^-f.(^-.j5p  .V(#i— «)»+(^— /?)• 

~  128  '*  » 
«nd  folglich                                                ^^ 
(a_«)  (p  — a)-K^~j>)  (y-/?)       ,         _^^__ 

' /«*  eos.  t* 

'     —  128t(«-«)»-|.(4-«'i" 

Daher  iit  mch  §2) 

/<♦   CQS   t* 

oder 


*'oos  »• 


$.8. 

Et  iit  nnn  noch  übriff»  die  Coordinaten  des  Scheitele  der  Pro- 
jectiop  der  Parabel  im  Kaumc( ,  auf  der  Ebene  der  ory  zu  finden, 
wozu  nan  auf  folgendem  Wege  gelangen  kann. 

Wenn  wir  der  Kürze  wegen  ^      * , 

ud 

letzen,  so  sind  nach  41)  und  ^) 

(a— a)(a?  —  a)4-(Ä  —  /J)  (y— /?)  =  —  -*  cos  f» 
und 

(^-/^  (^  — «)  — (a  — a)  (y  — /J)  =  — -^  cos  i* 

die  Gleichungen  der  Directrix  und  der  Axe.    Bezeichnen  wir  also 
dvreh  p'^  /  MÜe  Coordhiati^  des  Durcbsehmttspunkts  der  Directrix 


4» 

8eke  des  CtoiekMltaMelMiB  dieter  GMdMigra  rniOA  glekh  NvH 
•ein,  fODdern  »ndere  reelle  oder  inegiaäre  Werthe  habea.  Beieidi* 
Ben  wir  diese  respectire  nit  p'^y  p*^^  p\  ••  baben  wir  aHgeaein: 

Dadurch  gebt  aber  die  Gleicbnag  l.  in  folgende  über: 

Diese  Gleichung  kant,  wie  wir  so  eben  gezeigt  baben»  jede  Fläche 
«weiten  Grades  amdrücken. 

II.    Führen  wir  die  in  I.  5.  gefundenen  Wertbe  von  «,  b^.  r» 
«', .  • .  in  die  Gleichungen  7.  ein»  so  erhalten  wir:    > 

„       2\AB'  —  JJ'C  dbi^  «r «  —  AB)  (jf*^  —  AD)\  y  ^ 

p  =  -: ji — ^ /  •  f  •  •   ». 

2\AC"^  AJ  ^V{B^^  AC)  (^»  -  AI})\ 
P    —  jT- 

Daher  folfft  aucb,^  dass   die  Gteicbuoff  1.  h   ein   Sjstem  zweier 

reellen    oder   imaginären   Ebenen  ausdrilckt,    wenn  diese  Werthe 

von  p\  p*\  p"'  gleich  NuU  sind« 

Betrachten  wir  die  Gleichungen   in   f.,  3.  ^twas  genauer,  so 

ist  uns  klar,  dass  zur  Bestimmung  der  Coefficienten  m^  b^  e^ 

nicht  beliebige  sechs  von  jenen  nenn  Gleichungen  ausgelesen  wer« 

den  können,  sondern  dass  eine  solche  Wahl  getroffen  werden  mnss, 

dass  jeder  von  jenen  Coefficienten  zum  wenigsten  in  zwei  von  den 

sechs  zu  wählenden  Bestimmuogsgleichungen  vorkommt;  dass  daher 

eine  allgemeine  umgeform^^e  Gleichung  für  die  Flächen  des  zweiten 

Grades  nicht  nur  allein  die  Form  8.  haben  kann.    Wie  viele,  und 

welches  diese  Formen  sind,  wollen  wir  jetzt  untersuchen.    Setzen 

wir  daher,  um  abzukürzen: 

B   ' 
den  Buchstaben  Sl  statt  der  Gleichung    at^z=z-jri 

'  C 

*  •       '    1^     •       •  •  bh^yscz'-jf\ 


a       -       -  •         -     «t-f-a' 


t   > 


A 

T  A 


9 


<.  /     .     iL/  2^* 

b      -  -  -     Ä  +  Ä'=--p; 

^  » 

C       -  -  -     c  +  c'issy^? 
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die  Bnchstsben  {aß)  statt  der  GleicboDg  aA'-t-t^Asss-^-; 

2S" 
(oy)     -       -  -  •e'-l-a'c^— !-; 

gnd  bemerken  besonders,  dass  jede  der  Grössen  a,  6,  e,  ,.,. 
wenigstens  in  zirei  von  den  secbs  auszuwählenden  Gleichungen 
Torkomnien  muss.  so  e^^ben  sich  uns  folgende  Combinationen  je- 
Der  sechs  Qieichungen,  die  den  eben  gestellten  Forderungen  ge- 
Dügen. 

assoJc . . . .  r. 

fl^iiaf'l,  2l»e«c!;f,^  8UB(Eic!!"^J; 

l(«y)  «0*r)  K«r)  .        y, 

c(«y)  Hßr)  '(«/) 

a«ß)  («yl  {(aß)  («/)  ((«ft  («y) 

«»Eal(a|8)  OJy);    «SS^JK)  (/Sy);    «»Sc  j(o/?)  (|Jy);[. . . .  III'. 

'm  0»y)           H«y)  (/»/)           '(«/)  (/Jy) 
Söje  (o/?)  («/)  ißr); iv. 

«»«*  («y)  tfy);  8t»acj(a/?)  ißr)',  WßuUaß)  {ßr);..-\ V'. 

U«y)  (i»y)  '(«y)  (i»y) 

((«« («y)  i(«/?)  («y) 

«Jac  («/J)  (ßy) ;  aSoS  j  (o/?)  (ßr) ;    «Sic  [(«/»)  (i»y) ...}....  VI'. 

«(«y)(/»y)  *(«y)(/»y) 


/(«/»)  («y)  ((«/?)  («y) ) 


f(«y)(i»y)  '(«y)(^y)J 

((«/»)  (ay)  i(«<»)  («y)  i{«ß)  («y)     i 

**cj(«ft  (/»y);  .S5«^c !(«/?)  (i*y)>  ®<*c  [(«/»)  (ßr);  •  ■[  •  • .  viii' 

u«y)  (/?y)  .         '(«y)  (/?y)  l(«y)  (M     ' 

ät  (aß)  (ar)  (ßr) ix'. 

Die  Anzahl  dieser  Verbindungen  sind  in:  r 

r.;  ir.;  lir.;       IV'.;  V'.; 

i      *1   6.5,4.3.2       o    Li?      ^  '2.1       (3 .2.1       ^    3.2) 
'     ^1.2.37475'     ^•1.25     1.2.35      jl.2.3'*"*-1.2P 

VI'.;  Vir.;  VIII'.;  IX'. 

{3.2.1       o     3.2)       (3.2.1        ^    3.2)       „    3^      - 
U.2.3'*"^' l-2rl»    ll.2.3"^     •I.2P     '*1.2'     '• 
Th#  in.  28 
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Diese  54  Bestimvuiiffsarteii  der  CoefBcienlen  a^  b^  c,  <»',.... 
sen  eben  so  viele  Formen  zu ,  unter  welcbe  die  Gleichunff  1. 1. 
gebraokt  werden  kann.  Bezeichnen  wir  daher  »-f-«y+Äa:+c 
mit  jlf  and  »  +  ii^y+^^  +  ^  mit  N^  so  sind  diese  Gleichnogs- 
formen  folgende: 

Y)  üfA^-h ;>'^ry 4-^"« +>>">  =  0; 

T)  lfiV+;?'y+|^'a;  +  ;>"  =  0; 
»)  J!fiV+/jry  +  ;?''ar  +  ;i^"*  =  05 
d*)  üf JV  -♦-  ;»';r »  -H  fy  •+-  ;»">  =  0; 

W)  JtN^ffos^  -H|»'4?y-4*/^">  —  0; 

ll')  JfcW+  py^  +  ;»>  -h  ;^" -r  =  05 

V£\  MN-^-py^-^focy^-fw^^S 

\%)MN^p'a:%^p'%'\-p'a:  =  ^\ 

14')  i/3^+  pa:%  + 1>"«  +  ;i'"y  =^  0 ; 

15)  üf A -h p'a:%  +  jp' .ry  +  ;p"«  =  0 ; 

18)  J!liV+|^>  +  ;i'»  +  p'"^=sO; 

IT)  BiN^  p*y%  +  ;i"«  +  ;*'> = 0 ; 

18*)  Ml^'\'p'y%'\-fa:y'\'p"%  =  ^s 

ly)  Jlfiy+j?'j«  +  />>«H-;p">  =  0; 

20')  JIM^+;!?V8+;>"4?a8^-/»"V=0; 

21')  MN + ^'y»  + 1^ V«  -i-  ;E>'"^y = 0 ; 

22)  MN^ p'y%  +  p'a:si -H;»"'«  =  0; 

2a')  MNr^p'a^yA-p'x+p'^^^*, 

24)  4fiV+;>'^«  +  ;^"^+;?'"  =  0; 

25)  ilfiV+;^'Är« +;>>  +  />"' =  0; 

26)  MN+p'jcx-^-f^'asy-i-p'z^^', 
2T)  ilfA + py»  -i-  ;>"a?  +75?  '  =  0 ; 
28)  MN-^ py% -+- /i"y  +  p^"  =  0 ; 
2^)  3iJV+p'y»+p"a:y  +  p'"  =  0; 
30')  ^^ + pa:^  +  p'a;»  +  ;E>'"y = 0 5 
ai)  üfi^  +  pa;^  +  p"»  +  f'x  =  O5 
32)  iI!fA^4- ;?'^»  +  p'% 4- ;^"y  =  0 ; 
aa)  HIN + /? .r »  +  ;?"a?y  +  ;>'"5J. = 0 ; 
a4')  MN-^ px^  +  p"y%  +  /i"*^  =  0; 
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30-)  MN+  p'x^  -+- p"a:y  +  p"y%  =  0; 

37)  MN+p*y^^p'y%^p''a::=i^^ 

38)  MN  +  p'y*  +  ;/ Ä  +  ^i^'o?  =  0 ; 

390  MN-^pY  •+■  ;>"«  +  ;/> = 0; 
40')  üfA^-h;/y» -h;5>"^ry-|- ;»'*'«  =  0; 

42')  Jlf iV  +  ;^'y * + Z'"^«  +  f^'V  ==  0 ; 
43')  MN^p'y^  +  ;>"^«  +  Ji^'^a^y  =  0; 
44')  JlfA^ + ;>'^»  + /J*'^  +  ;^"  =  0 ; 
45')  J!f3^+^'^»+;E>>+/i'"  =  0; 
46')  MN-^^  p'a:^  -h  ;i"^y  +  />'"  =  0; 
470  -afiV-i- ;i'3^»  -+- p"a:  +;>'*'  =  0; 

480  üfiV+;/3^»+;»'V+;>'"=0; 

490  MN+p^y^  +  /^''^y  +  ;>'"  =  0; 
W)\M:A^H- ^y  +  ;»'';r»  +  ;i'''a?  =  0; 
510  MN+p'y^  +p"a:^  4^;>'"y  =:  0; 

520  JHJV-hp'y*  +;/'^»  +/^"'^i?y=0; 
530  J!fiV+  pY  +  p"a^^  +  ;i'"  =?  0; 
540  ilfiV-h;>'ary-+-;i"y-H;E>'"a?  =  0. 

In  jeder  dieser  Gieicbuogen  haben  jedoch  die  CoefGcienteB 
^!)  Z'"»  /''"  wieder  andere  Werthe,  welche  jedesmal  ähnlich  wie 
die  bei  I.  7,  8,  und  l|.  9,  bestiniBit  werden  müssen. 

III.  Wir  w^ollen  untersuchen,  zu  welchen  Resultaten  diese  Um- 
wandlungen der  allgemeinen  Gleichung  1. 1.  der  Flächen  des  zwei- 
ten Grades  führen  können,  und  daher  jene  auf  die  Bestimmung  der 
Durchschnittscurven  zweier  solcher  Flächen  anwenden. 

Es  seien  daher: 

»» -I-  By*  -+-  C»*  4-  lA'a^ -*-  2^'ar«  +  IC'y»  1 

+  2r«4-2»"y-f-2£^^  +  2)=;:0l  •  *    '  ^*- 

die  Gleichungen   zweier  solcher   Flächen,    welche    wir  wie   in  I. 
unter  die  Formen: 


(a  +  ay+/J^  +  r)  (a-Ha'yH-/J'a:-h;0 

+  7r'^y  +  3t"y+^'"^  =  ^ 


•    •    •   •    1  w« 

•  •  •  •  lo» 

28*      . 
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geliracht  haheo,  uod  wo  die  Coefficienten  a^  by  er,  o',  h\  c\  p\  f^\  pf" 
hier  von  den  in  1.5.  und  11.9.  ffefundeucn  Werthen  nur  darin  ver- 
scliieden  sind,  dass  in  diesen  Az=^\  gesetzt  wei'den  muss,  um  die 
Wertbe  von  jenen  zu  erhalten.  Die  Wertbe  von  a,  /?,  y*  ^'^  ?i  i) 
7^y  tf",  t^*  ergeben  sich  ans  jenen  von  a^  6,  c,  u;  s.w.,  wenn  wir 
respective  93,  S,  %\  u.  s.  w.  statt  B^  Cy  A',  u.  s.  w.  schreiben. ' 
Machen  wir  bei  lien  Gleichungen  12.  tfnd  13.  die  BediDgUDgen 
dass: 

p'  =  n\  f/'  =  n",  p"'=zn'''\ 14. 

sei,  so  lassen  sich  diese  nach  II*  9.  auch  durch  folgende  Glei- 
chungen ausdrücken ; 

85'«"  —  B'A'  +  C"  —  d"  ±  V  {&*  —  €)  {A"*  —  B)\  _ 

,  , 1  =  0...  16. 

=F  1/(5'»  —  33)  (ä"»  —  2)) ) 

aj'g'  —  B'C  +  ^'  —  a'  ±  W  {B'*  —  C)  ( C»  —  iO )      ' 

=F K(23'»  —  S)  (^'»  —  »))""    '*' 

Wir  erhalten  unter  den  in  14.  oder  15.  16.  17«  gegebenen  Bedin- 
gungen, durch  Subtraktion  der  Gleichungen   121  und  13.  folgende: 

(«  +  «y  +  ^^  +  c)  {»^a'y+d'a:-\-c'))_ 
-(«  +  «y  +  /Ja;  +  y)  i%  +  a't^  +  ß'a:  +  rV 

Dieser  Gleichung  wird  Genüge  geleistet,  wenn  zugleich: 

a)  «  -1-  «y  +  6a:  +  r  ==  0  und  *  +  «y  +  ßj?  +  y  =  0 

b)  Ä  +  i/y  +  ^'^+c'=0    -     «  +  a'y  +  /^'^  +  /  =  ö| 
c)*  +  «y+^^+c?=:0    -    «  +  a'y  -f-  ß!a:  +  /  =  Ol  '  * 
d)  »  +  flp'y  +  Ux  +  c'  =  0     -     «  +  ay  •+•  /9^  -f-  ^  =  0 

ist;  je  zwei  zusammengehörige  dieser  Gleichungen  drücken  die 
reelle  oder  imaginäre  Durcbscnnittslinie  zweier  Ebenen  aus^  eiiie 
solche  Dnrchschnittslinie  befindet  sich  daher  auf  der  durch  die 
Gleichung  18.  ausgedrückten  Fläohe,  diese  enthält  auch  alle  Darcii- 
Schnittslinien  der  Flächen  12.  und  13. 

IV.  Durch  die  Annahme  irgend  einer -der  vier  Bedingaogen 
in  III.  19.^  werden  die  Gleichungen  12.  und  13.  auf  folgende  re- 
ducirt: 

;^'^y+;^"y+/''"4^=0|         ^^ 

Diese  sind  aber  wegen  der  Bedingung  III.  15.  identisch,,  und  jede 
befriedigt  sowohl  die  Gleichung  12.  als  13.  Es  drückt  die  Gleichoog 
20)  einen  hyperbolischen  Cjlinder  auis,  dessen  Achse  mit  der  Acbse 
der  %  parallel  ist«  und  dessen  Basis  in  der  Ebene  der  xy  ü^g^- 


r 
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Beide  Pläcben  12.  nad  13.  werden  sicii  diiher  auch  auf  der  Ober- 
fläche dieses  C^linders  sckneideo.  Da  wir  unbeschadet  der  Glei- 
choDffen  15.  lo.  und  17.  den  Coefficienten  der  Gleichung  13.  noch 
verschiedene  Wertfae  beilegen  können,  welche  doch  den  letztge- 
Baonten  ffenüi^eny  so  geht  daraus  hervo^:  Dass  es  viele  Flächen 
zweiten  Grades  giebt,  die  sich  unter  den  in  15.  16.  und  17.  ausge- 
drückten Bedingungen  auf  der  Oberfläche  des  Cjlinders  20.  schnei- 
den, und  dass  ferner  je  zwei  jener  Flächen  sich  jedesmal  noch  in  einer 
andern  Fläche  zweiten  Grades  durchdringen,  deren  Gleichung  die 
Form  18.  hat;  und  dass  endlich  auch  jener  Cylinder  20.  die  letztern 
Flächen  in  solchen  Curven  scjineiäen  wird,  die  zugleich  Durch- 
schnittscurven  der  ersterwähnten  Flächen  sein  werden. 

y.  Betrachten  wir  die  Gleichungen  von  1'*  bis  54'.  in  U.,  so 
können  wir  ohne  ähnliche  Untersuchungen  zu  widerholen,  folgende 
Resultate  herleiten: 

a)  Es  können  mittelst  der  Gleichungen  II.  V.  2\  3'.  b\  6'.  14'. 
15'.  W.  18'.  W.  20'.  21'.  23'.  25'.  26'.  27'.  29'.  30'.  32'.  33'.  35'. 
36'.  37'.  38'.  40'.  41'.  42',  43'.  wie  in  IV.  Systeme  von  Flächen 
des  zweiten  Grades  gefunden  fi^erden,  welche  sich  alle  auf  einer 
Fläche  zweiten  Grades  (Ortsfläche)  schneiden,  und  es  wer- 
den sich  von  diesen  auf  ähnliche  Art  wie  bei  den  in  IV.  bestimm- 
ten Flächen^  je  zwei  noch  auf  einer  andern.  Fläche  zweiten 
Grades  schneiden,  die  vorhin  genannte  Ortsfläche,  und  je  eine 
dieser  letztern  werden  durch  die,  mittelst  der  gehörigen  Annahmen 
bestimmten  Flächen,  charakterisirt. 

b)  Ebenso  können  aus  jeder  der  Gleichungen  IL  8'.  9*.  10'. 
ir.  12'.  13'.  17'.  24'.  28'.  31'.  S^.  45'.  47'.  4^  50'.  51'.  52'.  53'. 
54'.  Systeme  von  Flächen  des  zweiten  Grades  gefunden  werden, 
weiche  sidi  alle  auf  einem  Cylinder  (Ortscvlinder)  zweiten 
Grades  schneiden,  auch  werden  sich  von  den  Flächen  dieses 
Systems  je  zwei  noch  .auf  einer  atidern  Fläche  zweiten  Gra- 
des schneiden. 

e)  Ferner  können  mittelst  der  Gleichung  II.  4'.  Flächen  gefun- 
den werden,  deren  sämmtliche  Durchsohnittscurven  in  zwei  Ebe- 
nen Hegen,  von,, welchen  eine  die  Ebene  der'^  ist,  und  die  an- 
dere durch  die  Achse  der  a:  geht.  Die  Gleichungen  7'.  und  22'.  die- 
nen zur  Bestimmung  von  Flächen,  deren  erstere  sich  auf  einer 
durch  die  Achse  der  »  gebenden  Ebene,  und  die  letztern 
sich,  auf  der  Ebene  a:i/,  und  in  einer  durch  die  Achse  der 
>  gehenden  Ebene  durchdringen.  Endlich  lassen  sich  mittelst' 
der  Gleichungen  II.  44'.  48'.  Fläcbensysteme  bestimmen,  von  wel- 
chen die  Durchschnittscurven  der  erstem  in  zwei  mit  der  Ebene 
der  ^  paraHelen  Ebenen  liegen;  die  Durchschnittscurven  der 
letztern  sich  aber  in  zwei  mit  der  Ebene  &er  a:»  parallelen 
Ebenen  befinden.  In  allen  diesen  in  c)  angegebenen  Fällen  muss 
die  FläAie  HI.  18.  in  eine  Ebene  degeneriren« 

^  Vi.  Wir  wollen  schliesslich  noch  zeigen,  dass  die  Bedingungs- 
gleichungen in  III.  15.  16.  17.  identisch  sind  mit  jenen,  welche  wir 
erhalten,  wenn  wir  die  Relationen  zwischen  den  Coefficienten  der 
Gleichungen  von  den  Flächen  111.10.  und  11.  oder  III.  12.  und  13. 
Aufsuchen,  welche  statt  finden  müssen,  wenn  beide  Flächen  zu- 
gleich, von  zwei  sich  schneidewien  Ebenen  berührt  werden  sollen. 
Da  wir  bei  den  verbergehenden  Untersuchungen  über  die 
Wahl  der  Coordinalenebenen  keine  besondere  Bestimmungen  ge- 
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Diese  GleiohuDgen  siD4  aber  die  nemlieben ,  welche  wir  io  111. 15. 
16.  17.  gefunden  haben.  Wir  sehen  also,  dass  die  in  IL,  III.  und 
IV.  ffefundenen  Sätze  von  den  Bedingungen  abhängig  sind,  dan 
die  Flächen  in  III.  10. 11.  oder  III.  12.  13.  zugleich  von  den  Ebeocii 
der  orx  und  f%  berührt  werden.  Die  Gleichung  37.  drückt  die  Be- 
dingung aus,  dass  die  beiden  Kegel  in  27.  und  29.  von  des  re- 
spectiven  Flächen  10.  und  11.  Asymptetenkegel  sein  müssen.  Die* 
ses  Wenige  wird  hinreichend  sein,  tim  zu  zeigen,  wie  mannigfadi 
sich  die  Untersuchungen  über  die)  Flächen  des  zweiten  Grades  Bit- 
teht  der  in  II.  gegebenen  Umformungen  der  allgemeinen  Gleicbsng 
dieser  Flächen  vervielfältigen  lassen. 


Li. 

Synthetischer  Beweis  der  Incommensiirabült&t 
zweier  Geraden,  die  siph  wie  Vz :  1  verhalteo. 

Von 

Herrn  Professor  C.  A.  Bretschneider 

in  Gotha. 


Synthetische  Beweise  der  locommensurabilität  zweier  gerader 
Linien  sind  für  den  Unterricht  in  der  Geo^ietrie  immer*  von  Ratzen, 
und  es  ist  nur  zu  bedauern,  dass  deren,  so  viel  mir  bekannt^  nnr 
erst  zwei  vorhanden  sind,  von  denen  der  eine  das  Verhältniss  der 
Diagenale  des  Quadrates  zu  dessen  Seite,  der  andere  das  Verhalt- 
niss  des  Kreishalbmessers  zur  Seite  des  eingeschriebenen  Zehes* 
eckes  betrifft.  Ich  hoffe  daher,  dass  der  nachfolgende.  Beweis  der 
locommensurabilität  der  Seite  des  gleichseitisren  Dreieckes  und  sei- 
nes Höhenperpendikels  den  Lehrern  der  Geometrie  nicht  noer- 
wünscht  sein  wird. 

Es  sei  jIBC  (l'af.  T.  Fig.  7.)  ein  gleichschenkliges  Dreieck, 
in  welchem  der  Winkel  an  der  €»rundlinie  30^  beträgt,  so  ist  be- 
kannt, dass  jiB  als  Seite  eines  gleichseitigen  Dreieckes  nnd  AC 
als  -1  des  zu  ihm  gehörigen  Uöhenperpendikels  betrachtet  werden 

kann,  und  demgemäss  das  Verhältniss  JB  :  ^C=\/3  : 1  stattfin- 
det.   Man  mache  nun 
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BB,=ßC  liehe  Ä,  C,  X  ^^  fcFDcr 
€^ß^  =  ß^C,  .  B^C^^AB^  ferner 
C^B^  =  ß%C%      *     B^ C,  X  -^-Ä« 

*  u«  s.  w.  a.  t.  w. 

so  lätst  sich  leicht  nachweisen,  dass 

\AB^  7=zB^C^z=iCC^:=s,  C^B^  also  auch 
\AB^  z=zB^C^=,  C^B^ 

\AB^  =  B^  C,  =  C^  B  ^ 

u.  s.  w. 


illglMcll«D,. 

«lau  ferner  anch 

• 
• 

^AC 

>AB 

>AC 

AC 

>AB, 

>-AC, 

\AB, 

>^Ä, 

>AC, 

\AB^ 

>AB, 

>AC, 

' 

U.   8.  IV 

r 
• 

sein  niiiss.     Es  finden  daher  nothwendig  folgende  Ctleichungen  statt: 

AB  =     AC  +AB,  oder:  ^iff  =  ^C  +  ^Ä, 

AC  =2C^B^  +  AB^  AC  =  AB,-^  AB^ 

\AB^  =  2(7,  Ä,  +  AB^  Aß^  =  %AB^  +  2-^iff , 

l^i?, = 2  c,  iff  ^ + ^ir^        ^ir , = 2^ir ,  -4-  2^ir^ 

«  I 

u.  s.  w.  u.  s.  w. 

£&  folgt  hierausy  dass  die  Messung  der  Grundlinie  Aß  durch  den 
Schenkel  AC  immerfort  einen  Rest  lässt,  wie  weit  man  auch  die 
Theilung  jedes  voraiigehenden  Restes  durch  den  nächstfolgenden 
fortsetzen  mag,  d.  h.  dass  Grundlinie  und  Schenkel  incommensura* 
bei  sind.  Bildet,  man  aus  den  vorstehenden  Gleichungen  auf  be- 
kannte Weise  einen  Ketten bruch,  so  findet  man 


2+  etc. 


wie  aus  anderen  Gründen  bereits  bekannt  ist.  Der  ffeometrische 
Beweis  des  vorliegenden  Verfahrens  wird  sich  für  AnCanger  am 
leichtesten  gestalten,  wenn  man  nach  den  Mittelpunkten  D^D^  u.s.  w. 
<ier  Abschnitte  ^i9,  AB^  a.8.w.  die  Geraden  C^D^^  C%ß%  iu8.w. 
,  zieht.     Denn  dann  ergiebt  sich  augenblicklich,  dass  die  >Dreier.ke 
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ByC^D^^  ß^C^D^  v.  s.  w.  gleichseitig 
AC^D^y    AC^D^  u.  8.  w.  gleichscbenklig 

aod  auMerdem  ABCcoAC^D^  coAC^D^  cv)  n.  8.  w.  seio  möss^ii. 


LH. 

Algebraische  Lehrsatze,  weldie  zo  beweisen 

sind. 

Von 

Herrn  Doctor  O.  Schlömilch 

zu  WeiHMir. 


Für  jedes  gerade  m  ist  immer 

«1»         »i»(»t»  —  2»)         m%m^  —  2»)  (i»^  —  4») 

ferner 

^(l-i  +  i- ±-J^-j)(^l)«     ^^^ 

2!  — .  »»*(«»*  — 2^)        m^(m»  —  2»)  {m^  —  4») 


•  • 


Für  ein  ungerades  m  gelten  dagegen  folgende  Gleichungen: 

"r_.       m'-l»        («t'-l»)(».'-8»)l 
(-1)       — 1--^        '  ^r^ J3) 

(w*  —  1»)  (»»*  —  3")  (<»»  —  5») 
2»  .  *»  . «» 


•    •   • 


* — 1»  P.3*  **  l'f.3»»5»  "" '^^ 

S&maitliche  Reüieil  werden  so  weit  fortgesetzt  ^  bis  sie  ^^on  selbst 
abbrechen.         '  '. 
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Nimmt   man   für  m   eioeo    ll>€liebigen   Brach ,   so   werden    die 
Reiben  unendlich  und  ihre  Summen  hängen   dann  von  transcenden- 
ten  Grössen  ab;  welche  sind  diese? 
,   Für  jedes  beliebige  a  und  ß  istt 

5). 


«  — /9  ^         a(a-f-l) (a  +  ^r 


Ein  spezieller  Fall  dieser  Summirang  ist  bekannt.    Wenn  nämlich 
ß-^a.    so    ist    -^  ein    ächter  Bruch,    und    ebenso    sind        .  ,> 

.  ^, . . .  ^     ■■     ächte  Bruchei     Geht   maa  daher  zur  Gränze  für 

wachsende  n  über,  so  wird  die  linke  Seite  eine  unendliche  Reihe 
und  auf  der  rechten  nähert  sich  die  Grösse 


ß     t±l    .       ß+^ 
a      a-4-1  a-^n 


als  ein  Produkt  unendlich    vieler   ächter  Brüche   der   Null.     Man 
hat  daher 

r=7  =  *-^^l  +(«  +  l)(«.i-2)+-  ™  »'^•'  «>A-    ••6) 

^  wie  auch  der  Herr  Herausgeber  des  Archivs  in  einem  Aufsätze  in 
'  Crelle's  Journal  angegeben  hat. 

Bezeichnen  wir  die  Binomialkoeffizienten  irgend  eines  Expo- 
nenten /i  mit  /i«,  /itj,  /lia  u.  s.  w.  so  ist  für  jedes  a  und  ßi 

«o     ___     gj     ^  I      g»    ___ 
ga £i_j._£i 


fuhrt  obiire  Gleichunir  die  Summe  einer  unendlichen  Reihe  auf  die 


Ist  eine  der  Zahlen  a,  ß  ganz  und  positiv,  die  andere  nicht,  so 

fuhrt  obiffe  Gleichung  die  Si 

einer  encOichen  zurück. 

Ist  u  eine  ganze  positive  Zahl,  a  eine  beliebige  Grösse,  so 

hat  man 

'        1 .2.3 n 

a-hl.ft-f-2 aH-n  .^. 

l.aH-n+1     2.a-f-«-H2     3  .«-f-iiH-  3 
a-f-1  .ii-f-1  *  a  +  2  .it-t-2     a-t-8.7»-f-S 

eine  Relation  zwischen  dem  Werthe  eines  endlichen  uhd  eines  un- 
endlichen Produkts.  (Die  Funkte  vertreten  der  Kürze  wegen  die 
Stelle  der  Parenthesen.) 


.  4  •  • 
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LIII. 

Yersehiedene   BeinerkuDgen. 

Von 

Herrn  R.  Wolf 

Lehrer  der  Mathematik  an  der  Realachale  zu  Bern. 


I.  Trotz  dem,  dass  in  neuerer  Zeit  die  harmonischen  Blgenschaften 
allgemach  Elogang  in  den  geometrischen  Unterricht  finden ,  habe 
ich  noch  in  keinem  l^ehrbnche  der  Physik  den  folgenden  Satz  gefun- 
den: Beim  sphärischen  Hohlspiegel  sind  Bild  und  Gegen- 
stand, in  Beziehung  auf  Mitte  und  Mittelpunkt  des  Spie- 
gels als  zugeordnete  Punkte,  einander  harmonisch  zu- 
geor4net,  —  einen  Sata^  aus  dem  meine  Schüler  seit  Jahren  mit 
der  grössten  Leichtigkeit  sich  Rechenschaft  über  das  Spiegelbild 
geben,  —  weit  leichter  als  ans  der  überall  mitffetheilten  Formel, 
ans  welcher  dieser  Satz  unmittelbar  erhalten  wird. 

II.  Praktisch  nicht  unwichtig  ist  die  Aufgabe:  4  Punkte 
^,  B^  Cy  D  (Taf.  y.  Fig.  8.)  liegen  in  einer  Geraden;  mau 
hat  die  Distanz  a  der  Punkte  A  und  B  und  die  Distanz 
h  d^T  Punkte  C  und  D  gemessen,  so  wie  die  scheinbaren 
Distanzen  a,  ^,  y  der  4  Punkte  in  Beziehung  auf  irgend 
einen  Punkt  E.  Wie  gross  ist  die  wahre  Distanz  ap  der 
Punkte  ^  und  C  Sehr  leicht  ergiebt  sich  die  Lösung  auf  fol- 
gendem Wege:  Nach  den  ersten  Lehren  von  den  projecti vischen 
Eigenschaften  (siehe  meine  Lehre  von  ,den  geradlinigen  Gebilden 
u.  s.  w.  Pag.  56.  Formel  53)  erhält  man 

X  I  sin  a  sin  ß 


a-^^-i-OT*    b  sin  (a-f-/}-|-)/)  *  ^xny 

und  hieraus 


1/^-h^.a    ■    ^^  sin  ß  sin  (« -4- /> -f- y) 
f    ^    *2     '  sin  a  sin  v 


2  f    ^     2    '  sin  a  sin  y 

Führt  man  nun  zur  Abkürzung   , 

2      1/sin  ß  sin  {Bi-^-ß-^y)     , 

tang  g)  =  :rT-Ä  V —     ■         T^^^'  ab 
^  ^       Ä-4-Ä  r  sni  o  sm  y 

* 
ein,  so~  erhält  man  ganz  einfach 
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^lV/i  +  t.nÄ«y-lI=f±^  sin»  f 


COS    (f 

III.     In^   eiDen   Dreiecke   aee   (Taf.  V.  Fig.  9.)    frerd«li 
rei  Winkel  a  n&d  e  durch  die  Lioieii  0S  und  be  Jial» 
!  rt;    was    für  ein  Dreieck   ist   es,   wenn  ad:=:,6e  wird? 
ese  Frage  stellte  vor  einiger  Zeit  Herr  Professor  Steiner  in  Ber- 
■)  an  verschiedene  Mathematiker  mit  der  Benterkas^,  dass  sie  gar 
'*'cht  so  t8icht  XU  beantworten  sei,  als  es  zum  Anfang  scheine,  und 
eselbe  kam  seither  auch  mir  zu  Ohren.    Es  ist  nun  allerdings  von 
«"Ibst  klar,  dass  das  gleichschenklige  Dreieck  die  dnrch  die«  rrag^ 
wähnte  Eigenschaft  hat^  dagegen  nicht  so  ganz  leicht  zu  bewei- 
sen, dass  kein  anderes  Dreieck  dieselbe  Eigenschaft  hat.    Da  anch 
h  zuerst  mehrere  Wege  fruchtlos  fand,  so  willich  hier  denjeni- 
'^en  mittheüen, 'der  micn  znm  Ziele  fahrte,    ich' ging  von  den  bei- 
en  folgenden  Hülfssfttzen  aus: 

1)  Zwei  Dreiecksseiten  verhalten  sich  wie  die  Abschnitte, 
.ekfae  eine  ihren  Winkel  hälftende  Linie  auf  der  dritten  Seite 
ildet. 

2)  Das  Product  zweier  Dreiecksseiten  ist  gleich  dem  Produkte 
J^ner  Abschnitte,  vermehrt  um  das  Quadrat  der  hälftenden  Linie. 

Nach  den  ersteren  Satze  hat  man 

j       ce  •ac       i        acnce 
iCa^^  — — : — -,  CO  = 


\ 


Nach  dem  zweiten  aber,  mit  Hülfe  dieser  Werthe,  ist 


ce^  *ac^ae 


äEC^      CS     ttS 

ae  .ce==:  cb{ac  —  cb)  -4-  fe»  ±=  ^ce^^y  -H  ^^* 
nnd  hieraws  folgt,  unter  Voraussetzung  dass  ad;=sb€^ 


ce  ac 


7 — : ^¥  —  7 — : — ^1  ac  .ce 

eine  Gleichheit,  welche  nur  für  ac^ce  oder  für  ein 
grieichschenkliges  Dreieck  richtig  ist;  denn  wäre  z.  B. 
^^c'^ccy  so  wäre  auch  ac -^ ae"^ ce+  ae^  nnd  um  so  mehr 

ac        ^  ce 


(ee-^-ae)*  '^  (ac  +  ae)*  ' 

und  es  würde  somit  obige  Gleichheit  die  Ungereimtheit  +  =  — 
geben. 

IV.  Ganz  kürzlich  habe  ich  eine  von  Praktikern  angewandte 
Rectification  des  Kreises  in  Erfahrung  gebracht,  welche  mir  ffar. 
Dicht  übel  scheint:  Man  balbire  die  Sehne  ab  (Taf.  V.  Fig.  10.) 
des  Viertelkreises  in  c  und  ziehe  cd^  so  ist  cd  nahe  gleich  der 
Lunge  ^  des  Viertel kreises.  Für  den  Halbmessier  1  ist  uämlich 
^«^=:  1,581  statt  =1,571.  Wenn  also  der  Radius  gleich  einem 
Pubs,  so  beträgt  der  Fehler  erst  eine  Linie,  und  man  kann  sich 
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Diese  54  BestimoiaQffsarteii  der  CoefBcieoten  0,  b^  c,  iv'« . . . .  las- 
sen eben  so  viele  Formen  zu,  unter  welcbe  aie  Gleichung  I.  1. 
gebracht  werden  kann.  Bezeichnen  wir  daher  x  +  <iy+£r  +  c 
mit  Jf  und  :s  ^  n'y  +  ^'or  +  c'  mit  N^  so  sind  diese  Gleichnngs- 
formen  folgende: 

2')  MN^ p'xy  +  p'%  +  f'y  =  0 ; 

^)  MJV+  p'a^  +ya^ •+- p'a:  =  0 ; 
^')  MN+p'yx^p-y^p'-'a:  —  ^', 
6)  ifiV+  p'y%  +  p' >y  +  p^'a:  =  0; 
7')  J|fiV+;»'y  +  |i'.>H-/>"'  =  0; 

d')t  jtfiV4-  ;> -r »  +  fy  +  ;?'"^  =  0; 

11')  MN^  p'y^  +  ^'V  ^  f'a:  =  0 ; 
12)  MA^-i-pY  +P"a:y+p"'a:  =  0; 
la)  MX 4- ;[>'^« 4- f>"« -4- p'a:  =  0 ; 
14)  i/iV+  pa:%  + 1?"«  +  ;i'>  ==; 0 5 
15')  MJV'^p*a:%  +  />"^y + p'"»  =  0 ; 
16)  MN+p'y% -f- p%  +  p'>  =5s 0; 
IT)  J^N+p'yx ^^p'%  +/!>= 0; 
18')  jM^+  p'y%  -f- p  "ary H« ;i' "»  =  0; 
19-)  J!f^+;?'a«  +  ;i>»+/^''>=;=0; 
2(r)  MN^p'y%+p'\x% 4-;»">=0; 

21)  Af2V+;>>H-|iV«+;i".ry=0, 

22)  MN^p'y»  +  ;»'>« -!-;»"*  =  0^ 

2a')  üf^H-;»'^y+;>"«+y"  =  0; 

24)  i|f2V  +  ;ti'^«-|-p"^-i-;i'"  =  0; 

25)  ^iV-f-;>'Är* +;!>  +  /»'"  =  0; 

26)  ilfiV-f-;i';r»-4-;>"^y+;i"'  =  0; 
2T)  ilf/V + py%  +  ;»"^  +75»'"  =  0 ; 
28)  MN-\- py%  +  fy + ;>'"  =  0 ; 
2y)  ilfiV+  ;i'y»  H-  fxy  +  ;i '"  =  0; 
30)  ilfiV + ;,'a?*  +  px%  +  ;»'"y  =  0 ; 
ai)  MN+  f^a:^  +  p"%  +  p"'a:  =  O5 

32)  üfiV^- p'a;\'\-p'% ^ p'y  =  0; 

33)  MN + ;ei'^»  +  ;,"a?j| + fx,  =  0 ; 
34')  iI!rA^+ ;i'ar»  +jti>»  +  ;i*^Är  =  0; 
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35)  MN^p'x^  +p'^^py=0; 
Zer)  JlfN+  p'a;^  +  p'xy  +  p"y%  =  0; 
3T)  MN^py^+p'yx^pa:^^^ 
38)  MN  +  p'y* ^- p%  +  p'x  =  0 ; 

390  iijv+ ;iy  +  ;^"« + v^"y = ^5 

40')  JlfiV + pY  -f-  ;»"^y  -+-  /ti'"«  =  0; 
41')  ifiV4-;^'y*+P'''«^y+;=''"'^  =  ö;   , 

42')  üf^+;^'y»  +  ;i"ar»+;E»"y  =  Q; 
43')  MN^pY  '\-p"a:%  -f-;i«^^y=sO; 
44')  ilfjV -+- /5?'^« -4- /j"^  +  ;^"  =  0  j 
45')  ilfiV+^'^»  +Ky+;i'"  =  0; 
46')  if J^-+- /Ei'^»  +  p"a:y  +  ;i"'  =  0; 
47')  ilfiV+  ;i'y»  +  /^"^  +  ;»'*'  =  0 ; 

480  iifiV-f-;^V*+;^"y+;^'"=0; 

490  MN^pY'\-p''^y-\'f^'=^', 
W)  MN+pY-\-p'*a:^+p'"a:  =  {^', 

51')  MN-i-pY  +P"^^  -H;''"y  =  0; 
520  MJV+p'y*  +;/'^»  +;/"ary=0; 
530  ilfA^+  /^'y »  +  ;i'W*  +  p'"  =  0 ; 
54')  MA+p'a:y'^p''y'^p"'a;  =  0. 

1d  jeder  dieser  Oleicbungen  hftben  jedoch  die  CoefGcienteB 
P'i  P"y  P'"  wieder  andere  Werth^,  welche  jedesmal  ähnlich  wie 
die  bei  1.  7>  8,  und  II.  9,  bestimmt  werden  müssen. 

III.  Wir  wollen  untersuchen,  zu  welchen  Resultaten  diese  Um* 
Wandlungen  der  allgemeinen  Gleichung  I.  1.  der  Flächen  des  zwei- 
ten Grades  führen  können,  und  daher  jene  auf  die  Bestimmung  der 
Durchschnittscnrven  zweier  solcher  Flächen  anwenden. 

Es  seien  daher: 

+  2^''«4-2Ä'V  +  2C"'ÄrH-/>  =  oi ^^ 

+  2r«4-2»"y  +  2S"^  +  2)  =  oi  •    •  •  ^*- 

die  Gleichungen    zweier   solcher   Flächen,    welche    wir  wie   in  I. 
unter  die  Formen: 


(a  +  «y4-Ä^  +  tf)  (x^Y-a^y-^d^a-^t/) 

-H  ;>'^y  -4- //'y  •+^ />"';i?  =  0 

+  7v'a:y+n^y'+'  ^"^  =  0 


•    .   •   ,    1.  m* 

•  *  • .  lo* 

28*      . 
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flih£l±£l::zf[!_^  ^      j».  *      ^/ 

.   Die  ElimiDation  giebt,  Wenn  ^_^^.=/qnd  -^—^vn^g  ge- 
setzt wird: 

(1) ....  cos  Y^=^8  cos  ß+f. 

Nach  der  Substitution  dieses  Werthes  in 

-^  +  Ä  cos /J -I- C  cos  y  +  cos  (/J  •+■;')  =  0 

wird  hieraus,  wenn  man  noch 

und 

schreibt  und  nach  den  Potenzen  von  cos  ß  ordnet: 

(2)  . . . .  2g(m—f)  cos  /J»  -f. (1-1- »«  +  2mg -\'g*  — /»)  cos  ß* 

^2(m$  +  gf)  cos  /»+«i»H-y»  — 1=0, 

Tl^obei,  wie  aus  der  Natur  der  unbekanten  Grösse  erhellt,  nur  die- 
jenigen reelen  Wurzeln,  welche  ächt^  Brüche  sind,  den  Bedingan- 
gen  der  Aufgabe  genfigen. 


Berichtigung.' 

In  Nr.  XI.  des  Literarischen  Berichts  S.  172  Z«  10  lese  man  Bon  er 
statt  Bauer. 


•  .!•        - 


Literarischer  Bericht 


Syst^ne,  Lehr-  und  Wörterbücher. 


Lehrbuch  der  reinen  Elementar-Mathematik  von  Dr. 
S.  H.  A.  Herling,  Prof.  am  Gymnasium  zu  Frankfurt  a.  M. 
Mit  151  im  Text  einsredruckten  Fiirnren.  Frankfurt  a«  M. 
1842.    8.    1  Thlr. 

Enthält  die  gewöhnlichen  Elemente  der  Arithmetik  und  Algebra 
bis  zu  den  quadratischen  Gleichungen,  ebene  Geometrie,  Stereome- 
trie, ebene  und  -  sphärische  Trigonometrie  und  die  Lehre  yon  den 
Kegelschnitten.  ' 

Die  Forst-Mathematik  In  den  Grenzen  wirthschaft- 
ücher  Anwendung,  nebst  Hiilfstafeln,  sowohl  für  die 
l^orstschätzutig,  als  für  den  täglichen  Forstdienst.  Der 
PorstwissensCnaft  erste  Häuptabtheilung  von  Dr.  G.  Kö- 
nig, Grossberzogl.  Sächsischem  Oberforstrathe.  Zweite 
stark  Ycrinehrte  Ausgabe.    Gotha.  1842.    8.    SThlr.  1^  ggr.' 


Arithmetik. 


Baurdon,  el^mens  d'arithn^qne.  19.  ^it.    Paris.  1842«    5  Fr. 

W.  Foster,  Elements  of  Arithmetic.     London«  1842.    12.    2  sh. 

El^mens  d'arithm^ique  et  d'aljgebre,  a  Pusage  des  ^coles  de 
oaTigation  par  Fournier.  Tome  2.  (Conclusion)  I^aris.  1842.    10  Fr. 

Sammlung  von  Beispielen,  Formeln  und  Aufgaben  aus  der 
l^ochstabenrecnnung  und  Algebra  von  Meier* Hirsch.  6te  dnrchge- 
•ebene  Anigabe.    Berlin.  1841.    gr.  8.    1  Thlr.  8  ggr. 

»«■4IU.  14 
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Lehrbuch  der  Buchstabcurechaung  und  Al-gebra  von 
A.  y.  KöUer,  Pr.-Lieut.  und  Lehrer  der  Mathematik. 
2te  Abtheil.  Trier.  1842.  gr.  12.  (blrste  und  zweite  Ab. 
theil.    U  Thlr.). 

J^rdme  de  la  Lande:  Tables  de  logarithdies,  Ji  sept 
d^cimales,  pur  J.  «C.  Marie;  pr^c^d^eä  de  plusieurs  tables 
contenant  les  caiculs  les.  plus  usuels,  par  Ch.  E.  Goil- 
lery.    Bruxelles.  1842.    8.     1  Thlr.  6  ggr. 

Tables  0^  Lorarithms  comdlirD  and  trigononetrical, 
to  fiye  places.  1842.    8.    3  s. 

Logarithms  (four  figures)  and  Antilogarithms.  On 
a  Card.  1  s. 

Sammlung  arithmetischer  und%lgebraischer  Aufga- 
ben von  Dn  Fr,  X.  Pollack,  Pr^f.'deir  Math,  und  Naturge- 
schichte am  k.  Lyceuoi  zu  Dilingeri.  Augsb.  1840.  8.  16  ggr. 

« 

Sammlung  algebraischer  Aufgaben,  welche  aus  mehr 
als  1200  Beispielen  ^ammt  den  AuflÖsuifgen  bejst^ht,  und 
worunter  sich  sehr  viele  Musteraufgaben  mit  deren  aus- 
führlichen Auflösungen  befinden,  für  Schulen  und  zum 
Selbststudium  von  Dr. -Fr«  X.  Polluk,  Prof.  der  Math,  und 
Naturgeschi.chte  ^m  k.  Lyceum  zu  Dilingen.  Der  Samm- 
lung arithmetischer  und  alffebraischer  Aufgaben  zweite 
Abt^eilung.    Augsburg.  1842.    8.    20  ^gr. 

Diese  Aufgabensammlung  enthält  in  ibrer  ersten  Abtheiliiog 
einei^  grossen  Reichthüm  von  Aufgaben  zur  Bucbstabenrechnuog 
und  zur  Auflösung  gegeben  er- Gleichungen  mit  einer  und  mit 
mehreren  uubek-annten  Grössen  des  Crst^en  und  zweiten  Grades,  so 
wie  auch  zu  der  Lehre  von  den  Proportionen  uud  Progressionen, 
auch  insbesondere  zu  der  Lehre  v<in  den  in's  Uneodliche  fortlaa- 
fenden  geometrischen  Reibjßq,  wus  besonders  zu  billigen  ist,  zu  der 
Lehre  von  den  Logarithmen  und  den  mit  Hülfe  der  Logarithmen 
aufzulösenden  Gleichungen,'  in  deOen  die  unbekannte  Grösse  als 
Exponent  erscheint.  Einen  eben  so  grossen  Reichthüm  mit  Hälfe 
der  Algebra  oder  der  Gleichungen  autzulösender  zusammengesetz- 
ter Autgaben,  die  sich  auf  Vorkommenheiten  des  gemeinen  Lebens, 
Gegenstände  der  Naturlchre  u.  s.  w.  beziehen ,  enthält  die  zweite 
Abtheilung.  Unter  derselben^  befhidet  sieh  anch  eine  ziemlich  grosse 
Anzahl  von.  Aufgaben  aus  der  unbestimmten  Analytik,  aus  der 
Lehre  von  den  Progressionen,  von  den  Logarithmen^  aus  der  Com- 
bi nationsieh  re  und  aus  der  Wabitscheiniichkeitsrechnung.  Dt  uns 
die  Aufgaben  meistens  zweckmässig  gewählt  scheinen,  und  man 
bei'm  Unterrichte  eigentlich  nicht  ^nug  solcher  Au%aben  zm  einer 
möglichst  reichlichen  Auswahl  haben  kanuj  so  wird  auch  diese 
Auigabensammking  neben  den  übrigen  bekannten  Schciften  dieser 
Art,  von  d^neti  besonders  in  nenester  Zeit  eine  grössere  .Anztid 
erschienen  ist,  manchem  Lehrer  zuweilen  ffute  Dienste  leisten.  Ins* 
besondere  ist  die  an  sich  allerdings  treffli^e^ Sammlung  vom  Meier 
Hirsch  schon  so  viel  gebraucht  und  in  den  Händen  so  vieler 
Schüler,  dass  die  in  neuerer  Zeit  ia  grösaever  Anzahl  enehieneaei 
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AofgabensammluiigeB  jedenfalls  mit  Dank  anfzoDefameo  sind,  weil 
sie  eipe  ziemlich  grosse  Anzahl  neuer,  weon  auch  oft  fceilich 'nur 
im  Ausdruck  nod  den  numerischen  DaJten  veninderter  Aufgaben^ 
zur  Auswahl  hei'm  Unterrichte  darbieten. 

Kurzer  Leitfaden  für  den  Vortrag  der  höbern  Aoalj- 
sis,  höhern  Geometrie  uf^d  analytischen  .Mechanik  von 
Dr.  D.  C.  L.  Lehmus.  Mit  einer  Figurentafel,  Berlin. 
1842.   S.    1  Thlr. 

Dieser  kurze  Leitfaden  verdankt  den  Vorträgen  des  Verfassers 
an  der  vereinigten  Artillerie-  und  Ingenieur- Schule  zu  Berlin  seine 
Entstehung.  Von  den  neuen  Untersuchungen  über  den  Rest  und  die 
CoDvergenz  der  Taylor'schen  und  Maclaurin'schen  Reihe  ist  nichts 
iir  demselben  enthalten,  und  die  Darstellung  der  Principien  der 
Differentialrechnung  entfern^  sich  nicht  wesentlich  von  dem  von 
Lagr^^  und  Lacroix  eingeschlagenen  Wege,  wodurch  denn  na- 
türiiinWich  die  weitere  Begründung  der  ganzen  Wissenschaft  und 
ihrer  Anwendung  auf  Geometrie  und  Mechanik  bedingt  wird. 

V  •••     -.■ 

Sammlung  von  .mathemnt^tiS.ehen,  namentlich  von  Dif- 
ferential- und  Integralformisä^n^,  nebst  den  Gleichungen 
i^s.w.  jener  krummen  Linienpi^die  am  häufigsten  Anw^n- 
^irng  finden.  Von  Job.  Andr.  Schubert.  Dresden.  1842. 
8.   1  Thlr. 

Caiculi  Vari,ationum  Integraliuiti  duplicium  exercita- 
tiones.  Aitctore  Em.  Ga.br.  Björling,  Phil.  Mag*  ad  Reg. 
Acad.  Upsal.  Mechan.  Doc.    Upsaliae.  1842.    4. 


y 


System  elliptischer  Bogen,  cur  Erleichterung  der 
Integralrechnung  und  zur  Bestimmung  «astronomischer 
Grössen  berechnet  von  Johann  Gotthelf  Schmidt,  Kö- 
ttigl.  Professor.    Berlin.  1842.     4.    2  Thlr. 

>  Ueber  die  au  sich  sehr  einfache  Einrichtung  dieser  Tafeln 
spricht  sich  der  Verfasser  in  $.  3.  des  Vorberiehts  (S.  111)  auf  fol- 
Keode  Art  ans:  ,,lm  Systeme  bezeichnet  v  den  elliptischen  Bogen 
nir  den  relativen  Wertli  4er  halben  grossen  Axe  («)  und  der  hal- 
l^en  kleinen  (^),  die  von  0,01  bis  1,00  fortschreiten.  In  der  ersten" 
Abtheilung  falgen  die  einzelnen  Werthe  von  ia;r=:0,01  bis  «=0,99 
oben,  die  100  Werthe  von  ^,  unten  zur  Seite,  für  jedes  Hun^ 
derttbeilchen  von  a%  in  der  zweiten  die  von  ^  =  0,01  bis 
^=1,00  oben,  die  100  Werthe  von' a  unten  lur  Seite  und  die 
elliptischen  Quadranten.  Die^ Bogen  habe  ich  auf  15  und  oft  auf 
mehr  Decimalen  beredhnet,  lind  ihre  Richtigkeit  durch  Differenz- 
reihen geprüft,  aber  nur,  weil  es  hinreichend  ist,  11  drucken  las^ 
Sern  Zur  Erieiehterung  der  Ibterpoiation  sind  2  Differenzreihen  der 
Bogen  beigefügt,  welche  hinreichend  sind,  am  die  ersten  6  oder 
7  Üecinalen  der  Bogen  zu  finden ,  und  die  man  leicht  tortsetzen 
kaoo,  Wenn  man  mehr  als  7  Decimalen  braucht.^' 

Vollständiges  Taschenbuch  der  Münz-  Maass-  und 
^ewichts^Verhältnisse,  der  Staatspapiere^  des  Wechsel- 
bad Bankwesens  und  derUsanzen  aller  Länder. und  Han- 
<ielftplät«e.    Mach  den  Bedütfnrssen  der  Gegenwart  be^ 

14* 
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arbeitet  von  Christ.  Nobaek  und  Friedr.  Nobsck.    Leip- 
zig. 1842.    8. 

Krscheint   in  Heften   ä  12  ggr.    Dmt  dritte  Heft  ist  jetxt  er. 
scbienen.  / 

Wunderbare  Re'ebnenkiTnste«  Eine  Sammlang  anser* 
lesener  arithmetischer  Kunstaufgaben»  anter  besonde- 
rer Berttcksicbtjiganff  der  Zaaber-Qnadrate,  hinsichtg 
ihrer  mechanischen  Anfertigunjo^,  and  des  Dominosp-iels. 
u.  s.  w.  Nebst  dem  Anhanges  Der  Kartenleger  zur  frohen 
iicesell.    Unterhaltung   für   Jedermann.     Von  C.  Ulbricht. 


gesell.    Unterhaltung   tu 
Uuedlinburg.  1842.    8.    10 


W- 


Geometrie. 


# 


Elements  of  GeemetryT  consisting.  of  the  first  four, 
and  the  sixth,  books  of  Eu;clid,  chie:nj  froifi  the  text  of 
Dr.  Rv  Sim'son;  with  the  ptincipal  theorems  in  propor, 
tioD,  and  a  course  of  practical  geometry  on  the  ground. 
Also,  4  tr-acts  relating  to  circles,  planes,  and  solids; 
with  one'on  spherical  geometry.  By  John  Narrien.  8. 
London.  1842.    10  sh.  0  d. 

r^ehrbnch  der  Geometrie  von  Fr.  Wolff.  1.  Theil 
Ebene  Elementar-Geometrie,  Trigonometrie,  Theilunffs- 
lehre.     3.  verbesserte  Ausgabe.     Berlin.  1841.  g^. 8.  ITUr. 

Die  ebene  Geometrie  nach  Legendre,  von  Moritx 
Beck,  Lehrer  der  Mathematik  am  Gymnasium  xu  Bern. 
Dritte  unveränderte  Auflage.    Bern.  t842.    8.    10  ggr. 

Bin  ganx  kurzer  Leitfeden  fär  den  Schulunterricht  in  der  ebe- 
nen Geometrie  nach  Legendre. 

Die  Elemente  de^r  geometrischen  Aehnlichkeits-  und 
Vergleichungs-Lehre»  nebst  einer  systematischen  An* 
läge  der  Elemente  der  Formbildung.  Zum  Gebrauch  fir 
den  Unterricht  in  der  reinen*  Geometrie  in  den  ebers 
Gymnasial-Klassen,  von  Dr.  CiudWig  Martin  Lanbefi 
Professor  und  Director  des  Königlichen  Gymnasiums  xd 
Thorn.    Berlin.  1842.    8.    8  ggr. 

Didse  kleine  Schrift  besteht,  wie' schon  ihr  Titel  angiebt,  ans 
zwei  AbthailuDffen.  In  der  ersten  g^ebt  der  Ferf.  eine  neue  Dar* 
Stellung  derl^ehre  von  der  Aehnlichkeity  wobei  er  von  der 
Ansicht  ausgeht,  dass  die  gewöhnliche  Definition  ähnlicher  Figureo 
als  solcher,  in  denen  alle  Winkel  gleich  sind  und  alle  ähn- 
lich liegenden  leiten  in  gleichen  Verhältnissen  zu  ein- 
ander stehen,  logisch  falsch  sei,  indem  sie  solche  Merkmale  ent- 
halte ,  welche  sich  gegenseitig  bedingen ,  wie  z.  B.  in  einem  Drei- 
ecke schon  die  Seiten  proportiooirt  sin'd,  wenn  nur  Uebereinsti«- 
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aang  io  den  WiBkeln  Torlianden  ist.  An  die  Stelle  dieser  Defiui- 
tion  älinlicher  Fignren  setz|  er  daher  die  folgende  neue:  ,,Gleich- 
oainige  Formen  haben  einerlei  Bildungsgesetz  (Portal  im 
fDg^ern  Sinne),  oder  sind  ähnlich  (c\:)),'wenn  solche  Ge- 

fenbeziehungen  zwischen  gleichnamigen  Elementen 
esselben  statt  finden  —  oder  auch  —  wenn  ihre  Con- 
structionen  so  von  einander,  unmittelbar,  abhängig  ge- 
Bacht  werden,  dass  die  Formen  congruent  werden,  wenn 
sie  in,  Einem  'linearischen  Elemente  übereinstimmen'^ 
und  gründet  auf  diese  neue  Definition  die  ffanze  Lehre  von  der 
Aeholichkeit  und  die  Beweise  der  übrigen  bekannten  damit  zusam- 
menhängenden Sätze.  Die  zweite  Abtheilung  enthält  als  Anbang 
so  der  ersten  ^,e1ne  Systematische  Anlage  d^r  Formbil- 
diJDg''  nämlich  eine  systematische  Zusammenstellung  aHer  Be- 
piffäestimmungen  und  Sätze  der  Elementar -Geometrie  bis  zu  den- 
jenigen Abschnitten  9  welche  in  der  ersten  Abtbeiluog  vollständig 
behandelt  sind.  Ohne  hier  weiter  auf  das  Einzelne  eingehen  und  uns 
auf  eine  Kritik  der  Schrift  einlassen  zu  können,  glauben  wir  doch, 
dass  dieselbe  der  Beachtung  allerdings  nicht  unwerth  ist,  und  d«ss 
die  neuen  Ansichten  des  Verfassers  wohl  eine  ]^enauere  Prüfung 
verdieneu,  welcher  wir  dieselbe  denn  auch'  hierdurch  empfohlen 
haben  wollen. 

•  •         • 

InJedning    till^  Geometriens   Utöfn^ng,    hyggd    uppa 

Eflclidis  och  Archimedis  Grunder,  Samt  lämpad  efter  de 

Swenska  mätninirs-sätten.    Af  Anders  Wikström,  Math. 

och  Log.   Lector   i   Calmar.      Sjette   Upplagan.    Orebro, 

Lindh.  1842.    8.    24  sk. 

Lärobok  i  Geometrien«  innefattande  grunderna  för 
iäran  om  Linier,  Ytor  (Planimcftri  och  Landtmäteri}, 
solida  Figurer  (Stereometri),  samt  deskrjptiv  Geometri 
sf  C.  J.  L.  Almquist.  Tredje  Upplagan  Öfwersedd  och 
Tillökad.    Stockholm.  1842.    8.     1  Rdr.  16  sk. 

Darstellung  der  Grnndeigenschaften  der  Prismoide 
von  Job.  Heinr.  Traug.  IVluIIer.    Gotha.  1842.    4.    6  ggr. 

Zwei  practische  Tabellen  für  Techniker  und  Mathe- 
matiker, aufgestellt  von  einem  Techniker.  Altena.  1842. 
12.    8  ggr. 

Die  erste  dieser  beiden  Tafeln  enthält:  „Die  Kreisnmfänge 
und  die  Kreisflächen  in  Kreiszollen,  Quadratzollen  und  Quadrat, 
fussen  ausgedrückt,  bei  gegebenen  um  die  beständige  Differenz  von 
7^  Zoll  wachsenden  Durchmessern  vov  \  bis  100  Zoll."  Die  zweite 
Tafel  enthält:  „Die  Oberfläche  und  den  Kubikinhalt  von  Kugelq, 
deren  Durchmesser  um  die  Differenz  von  ^  der  gegebenen  Maass- 
eioheit  bis  zu  12  derselben  wachsen.^'  Unter  einem  Kreiszolle, 
welcher  Ausdruck  soqst  nicht  eben  gewöhnlich'  ist,  versteht  der^ 
Verfasser  den  Flächeninhalt  eines  Kreises,  dessen  Durchmesser* 
einen  Zbll  lang  ist.  Diese  kleinen  nur  10  Blätter  füllenden  Tafeln 
sind  auf  vier  pecimalstellen  berechnet,  und  auf  sc]||önes  starkes  Pa- 
pier mit  sehr  deutlichen  Ziffern  gedruckt.     Ceber  ihre  Genauigkeit 
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kann  nur  öfterer  Gebrauch  entscheiden.  Sie  können  foei'n  Unter- 
riebt  bei  der  Lehre  vom  Kreise  und  ^n  der  Kugel  als  Bxempel- 
buch  gebraucht  werben. 

'  Table  des  diam^tres  du  cercles,  depuis  1  jusqu'alOO, 
avee  aires  et  tirconf^rences  corre8|»ondaBte8  par  J. 
Goch  au  X.    Bruzelles.  1842.    8.    8  ggr. 

De  punctis  singularibus  ^'cnrTarnni  algebraiearun 
simplicis  curvaturae  disqnisiCio.  Auetore  F.  N.  Ekman. 
Parisiis  (Lipsiae).  1842.    8.    12  ggr. 

Specimen  disquisitionis  curtarunr,  qAe  iis  quarti 
ordinis  aequationibus  continentur^  in  quibus  quantita« 
tibus  variabilibus  o:,  y  pares  tautnm  exponentes  tribu« 
nntur.  ^  Dissertatio  quam  ampl.  philosopbor.  ofdinis 
auctoritate  in  Academia  Vratislarienst  pro  sumnis  ra 
phiLosophia  honoribus  rite  obtinendls  die  Xlll  M.  Au^. 
A.  MDCCCXfX  publice  defendet  auct«r  Joannes  Theophi« 
lus  Mauritius  JakobL    Vratislaviae.'  4.    16  ggr. 

Der  I^reis  von  Plückers  trefflichen  Analytisch-geome- 
trischen   Entwickelunffen.      Essen.    1831.      2   Bde.     4.    ist, 
neuerlichst  durch   die  Verfagshandliiog  von   5  Thir.  20  Sgr.   auf 
2  Thlr.  herabgesetzt  worden. 


Praktische  Geometii«. 


Der  selbstlehrende  practische  Geometer.'  Eine  po- 
puläre Anleitung  zur  Berechnung  geometrischer  Flä- 
chen und'  Köfper,  zur  Lösung  der  m  technischen  Ge- 
werben vorkommenden  geometrischen  Aufgaben  und 
zum  praktischen  Fejdmessen.  Zunächst  für  Gewerbs- 
leute und  Landwirthe  bearbeitet  von  F.  Herrmann. 
Grimma.  1842.     12.    8  ggr. 

Handbuch  der  höheren  und  niederen  Messkunde  oder 
gründliche  Unterweisung  in  der  {gewöhnlichen  Feld'  , 
messkunst,  so  wie  zu  grössereta  geodätischen  Aufnah- 
men, zu  geographischen  Triangulirungen,  barometri- 
schen Uöhenmessun^en,  zu  Nivellements  und  zur  Instrn- 
tfentenlebre.  Nach  dem  neuesten  Standpunkte  der  Wis' 
•sens^haft  bearbeitet  von  Dr.  Fr.  W.  Barfuss.  Mit  14  li- 
thographirt^n  Foliotafeln.  Weimar.  1842.  8.  2  Thlr. 
12g^r.  .  ^ 

Der  Zweck  dieses   Werkes  eines  schon  durch  mehrere  Arbei- 
ten, insbesondere  in  ^chuiiHachers  astropomischen  Nachrichten,  rühm- 
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liehst  bekaaeten  Verfassers  ist  durch  setneii  Titel  liinreichend  be- 
leiehiiet,    und  wir  glaube«    dasselbe  Praktikern  besonders  wegen 
seiner  Deutliebkeit  esiiifeblen  zu  dürfen,  wollen  abc^r  auf  der  an- 
dern Seite  auch  nicht  verhehlen ^  was  wir  in  demselben  vermisst 
haben.     Zuerst  scheint  uns  iu  deaiseib^  überbaapt  ein  systemati- 
scher -Faden  zu  fehlen  oder  wenigstens  nicht  vollatäudig  fest  ge- 
halten zu  sein,  welcher  sich  durch  das  ganze  Werk  hindurch  zieht, 
wobei   wir  jedoch    gern   zugeben   wollen,    dass   es  eigenthümliche 
Schwierigkeiten    hat,    in    einein    L^brbuche    der    Geodäsie    eiujen 
selchen    raden    zu  verfolgen.     Dass    ein    solcher  möglichst  streng 
systematiseh^^r   Gang  aber    ungeachtet   der   praktischen    Natur  ^der 
Geodäsie    deanoch   von    der   grossen    Wichtigkeit    ist,    wird    auf 
der  Steile    einleuchten,   wenn    man   überlegt,    dass   nur  auf  diese 
Weise   der    Lehrling    eine    vollständig   deutliche    Einsicht    in    die 
eigentliche    Natur    und     den    eigentlichen    Zweck    aller    geodäti- 
schen  Arbeite^    von    den  kleinsten    bis  zu  den   grössten   erlangen 
kann.     Ferner   scheint   uns   der  Verfasser  der  Coordinatenmethode 
eine    zu    geringe   Aufmerksamkeit    geschenkt   zu    haben,    da    die* 
selbe  jedenfalls  für  die  Geodäsie  von  der  grössten  'Wichtigkeit  ist, 
wobei    wir,    um    nur    etwirs    Specielles   hervorzuheben,    |i.   A.   an 
die  schöne    Auflösung    des   Potbenot'schen    Problems   von    Gauss 
(Astronomische   Nachrichten.    Nr.  6,),    an    Hansen 's   schöne  Auf-« 
lösung  einer  andern   geodätischen  Aufgabe    ( Astronomische  Nach- 
richten.   Nr.   419.)    und    ähnliche   Arbeiten    anderer    Mathematiker 
erinnern,  die  sich  alle  der  Coordioutcnmethode  vorzugsweise  bedie- 
nen.    Letztere    Aufgabe   und    die   von    Clausen    in'  Nr.  430.    der 
astronomischen  Nachrichten  gei^ebene  graphische  Auflösung  derselben 
hätten,  um   dies  beiläufig  zu  bemerken,  wohl  auch  eine   besondere 
Berücksichtigung  verdient.     In  einem  Werke,   wie  das  vorliegende, 
welches  naroeDtlich  auch  eine  Darstellung  der  höhern  Geodäsie  lie- 
fern u^d  eine  Anleitung  zu  geographischen  Triangulirungen  gebeu 
soll,  wä^e  wohl  eine  allgemeine  analytische  Theorie  der  Feh« 
1er  in  ebenen  und  sphärischen  Dreiecken  ganz  an  ihrem  Orte  gewesen, 
wenn  auch   der  Ver.fasser  allerdings  in  den  einzelnen  vorkom- 
menden Fällen  die  fainglicheo  Fehler  immer  berücksichtigt  und  in 
Rechnung  zu  nehmen  gelehrt  hat    Am  meisten  aber  haben  wir  eine 
vollständige  in's  Einzelne  gehende  Anleitung  zur  Ausführung  der  in 
neoerer  Zeit  für  alle  grösseren   geodätischen  Arbeiten   so  wichtig 
gewordenen  I  auf  die  Methode  der  kleinsten  Quadrate  gegründeten, 
Sogenannten  Ausgleichnngsrechnungen  vermisst.  da  da^enige,  was  . 
über  diesen  hochwichtigen  Gegenstand  auf  8.  301 -^S.  305  gesagt 
worden  ist,  nach  uoserer  Ueberzeugung  keineswegs  zur  vollständi- 

fen  Belehrung  eines  Geodäten  welcher  grössere  Arbeiten  seines 
achs  auszuführen  beabsichtigt,  hinreicht.  Nehmen  wir  nun  hierzu 
noch,  dass  das  Werk  von  den  Lehren  der  sphäroidischen  Trigono- 
metrie, dieses  neuern  für  die  höhere  Geodäsie*  so  überaus  wichtigen 
Tbeils  der  reinen  Mathematik,  so  gut  wie  gar  keinen  Gebrauch 
>iuicht  **),  so  werdeu  wir  in  den  Augen  der  Leser,  auch  ohne  uns  ' 
ftuf  eine  in's  Einzelne  gebende  Kritik  einzulassen,  gewiss  gerecht* 


*)  Das  Wenige y  was  in-  §•  18.  über  die  geodätische  Linie  gesagt  worden 
ist,  kann  dieses  Urtheii  nicht  entkräften. 


/ 


142 

fertigt  erscheineii,  wenn  wir  iw  in  deatelben  g^egebene  Dtrstel- 
Inng,  wenigsfens  in  Bezug  auf  die  hlihere  Creodäsie,  dem  neuesten 
Standpunkte  der  Wissenscnnft  nicht  g^anz  entsprechend  finden  können. 
Auch  bemerken  wir  noch,  das«  der  Verfosser  gar  nicht  auf  die  Br- 
leiehterung  und  Abkürzung*  oft  wiederkehrender  Rechnungen  durch 
Tafeln  Rücksfclft  genommen  hat,  so  wie  denn  z.  B.  in  der  Lehre 
von  dem  flöhenmessen  mit  dem  Barometer  die  Berechnung',  Bior 
richtung  und  der  Gebrauch  der  trefflichen  Gaussischen  Tafeln 
hätte  gezeigt  werden  sollen,  die  auch  leicht  selbst  in^  das  Werk 
hätten  aufgenommen  werden  können^  da  sie  nur  etwa*  den  Rum 
zweier  Seiten   in  Anspruch  genommen  haben  wQrden,  wodurch  der 
praktischen  Ausübung  des  baroAetrischen  Höhenmessens  jeden&lls 
grosser  Vorschub  geleistet  worden  wäre,    ungeachtet  dieser  Ausstel- 
lungen wiederholen  wir  aber  ^ern  unser  im  ffingang^e  ausgesproche- 
nes Unheil,  dass  das  Werk  insbesondere  wegen  seiner  durch  die 
meistens  sehr  ausführliche  Darstellung  bewirkten  Deutlichkeit,  unter 
den  im  Obigen  angedeuteten  Beschränkungren,  verdient,  von  Prak- 
tikern nicht  unbeachtet  gelassen  zu  werden. 

Bei  Geleffenheit  dieser  Anzeige  machen  wir  die  Leser  noch 
darauf  aufmerksam,  dass  von  dem^ 

Trait^  de  G^od^sie  par  Paissant.  2  vol.  in  4. 
in  diesem  Jahre  eine ,  dritte  Ausgrabe  (Preis  40  francs)  erschienen 
ist,  über  die  wir  nächstens  weiter  zu  berichten  Veranlassung  neh- 
men werden. 

L'Art  du  Nivelleihent  et  PApplication  de  cet  art  ä  ia 
constVuction.  des   rout«s^   chemins   de    fer  et  de  grande 
eommunication,  par  R.  du  Breuil.     1.  et  2.  Partie.    Paris^ 
1842.    8.    4  Fr. 

Trigonometrisches  Nivellement  der  Oder  von  tfder- 
berjg  unterhalb  Kiistrin  bis  zur  österreichischeif  Grenze. 
Auf^Befehl  des  Köniciichen  Finanz-Ninisterii  ausge- 
führt in  den  Jahren  1839  und  1840  von  C.  Uoffmann,  Baa- 
Conducteur  und  Bau-Referendar,  und  Oand.  Salzenberg. 
Mit  2  üebersichtskarten.    Berlin.  1841.    4.    2  Thlr.  12  ggr. 

Beiträge  zur  Geographie  Kurhessens  und  der  umlie- 
genden Gegend.  Zweites  Heft.  Knthaltend  die  Messus- 
cren  der  Jahre  1835,  1836  und  1837  nebst  der  definitiven 
Berechnung  der  i^anzen  Arbeit,  zur  Grundlage  für  die 
'weitern  Vermessungen  in  Kurhessen.  Von  Prof. -Dr.  Ger- 
ling.  Cassel.  1839.  (Erst  jetzt  in  den  Buchhandel  ge- 
kommen).   8.    I^Thlr. 

Aus  keinem  Buche  wird  man  sich  mit  den  für  die  höhere  Geo- 
däsie in  neuerer  Zeit  *so  wichtig  gewordenen,  auf  die  Methode  der 
kleinsten  Quadrate,  gegründeten,  sogenannten  Ausgleichangsrecli- 
liungen  besser  bekannt  machen  können  als  aus  dieser  in  jeder  Be- 
aiehung  trefflichen  Schrift,  welche  Niemand,  wer  sich  mit  ffrössera 
geodätischen  Arbeiten  zu  beschäftigen  beabsichtigt,  unbeachtet  las- 
sen s6llte,  und  dieselbe  kann  daher  in  der  so  eben  in  Anregusg^ 
Sebrachten  Beziehung  in  ffe wisser  Rücksicht  dem  oben  angezeigtes 
ucbe  von  Herrn  Ür.  Barfuss  zur  Bi^änzong  dienen. 
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Mechanik. 


Veranch  einer  Aenen  Begründang  der  GrundlehreD 
der  Mechanik/^on  ioh.  Aodr.  Schubert,  Prof.  der  ma- 
them.  Wissc^ischafteD  an  der  techoischeo  Bilduoirsaii- 
stalt  zo  Dresden.^Al^sden  und  Leipzig.  1841.    8.    12  ggr. 

Der.  Verf.  finde^^B  strengeren  Beweisföhrnngen  des  Satzes 
vom  FarallelogramneSn*  Kräfte  und  den  Uebergang  zu  den  von 
demselbes  abhängigen  Gesetzen  weder  sehr  bequem,  noch  elegant, 
und  sagt,  dass  dem  Anfänger  namentlich  die  wahre  Erfassung  die- 
ser Grundlehren  ungemein  schwer,  ja  dass  mancher  hierdurch  von 
einem  gründlichen  Studium  der  Mechanik  ganz  a'bgeschreckt  werde. 
Deshalb  versucht  er  einen  andern  Weg  einzuschlagen,  indem  er 
znnächst  ilas  Cartesianische.Kräftemaass  neweiset,  hieraus  das  Prin- 
cip  der  virtuellen  Geschwindigkeiten ,  femer  die  Bestimmung  de^ 
Mitteldrnckes  für  Drücke  in  einer  und  in  verschiedenen  Ebenen, 
und  sodann  die  übrigen  Lehren  der  Statik  ableitet  ßine  Kritik 
dieser  Darstellung  in  wissenschaütlicher  Beziehung,  namentlich  in 
Rficksicht  auf  Schärfe  der  Begriffe  und  Beweise,  würde  hier  einetf 
viel  zu  grossen  ttanm  einnehmen,  und  durch  blosse  kurze  Bemer- 
kungen könnte  in  dem  Verf.  leicht  die  Vermuthung' erweckt  wer- 
den, dass  ihm  unrecht  geschehe ,  weshalb  wir  dieselben  hier  lieber 
w^  unterdrücken  und  fallen  lassen  wollen.  Was  aber  die  von  dem 
^^r.  bei'm  Unterrichte  ^machten  Erfahilingen  betrifft,  so  müssen 
wir  offen  gestehen,  dass  denselben  die  unsrigen  gerade  entgegen- 
gesetzt sind.  Denn  nach  unsern  Erfahrungen  haben  Schüler,  die 
von  einem  gründlichen  und  strengen  Studium  der  elementaren 
Theile  der  reinen  Mathematik  zu  dem  Studium  der  elementaren 
Mechanik  übergingen,  sich  durch  die  strenge  Darstellung  des  Pa- 
rallelogrammes  der  Kräfte  immer  ganz  besonders  befriedigt  ge- 
fohlt *) ,  und  sind  gerade  durch  diese  an  die  Strenge  der  euclidi- 
scfaen  Geometrie  so  lebhaft  erinnernden  Darstellungen  ganz  beson- 
ders zu  einem  gründlichen  und  ausführlichen  Studium  der  Mechanik 
angeregt  und  für  dasselbe  gewonnen  worden^,  indem  sie  bäufig 
überri^scht  waren,  ganz  gegen  ihre  nicht  selten  vorgefasste  Mei- 
ovhg,  in  der,  einen  so  praktisch  oder  technisch  klingenden  Namen 
wie  die  Mechanik  führenden  Wissenschaft  die  Strenge  der  Begriffe 
nnd  der  Beweise  des  alten,  von  ihnen  so  liebgewonnenen  Euclides 
wiederzufinden.  Anchliaben  wir  immer  die  Bemerkung  gemacht,  dass 
durch  die  strengen  und  nach  unserer  Deberzeugung  ^rösstentheils 
sehr  eleganten  Herleituhgen  der  übrigen  Gesetze  der  Statik  aus  dem  Pa- 
rallelogramme der  Kräfte,  die  jedenfalls  da§  beste  Muster  einer  streng 
systematischen  und  völlig  erschöpfenden  Darstellung  einer  ganzen  Wis- 
senschaft liefert, tlas  schwerlich  durch  irgend  etwas  Anderes  in  demsel- 
ben Grade  und  mit  demselben  Nutzen  ersetzt  werden  kann,  das  Inter- 
^se  an  der  Wissenschaft  nur  fortwährend  desto  mehr  gesteigert  und 
erhöhet  wurde,  je  weiter  die  Entwicklung  foptschritt.  Wir  würden 
daher  das  gprösste  Bedenken  tragen ,  unMce  Vorträge  über  Mecfaa- 

*)  Fajst  immer  haben  einige  aus  eignem  Antriebe  umfassende  'Arb'eiten 
über  die  verschiedenen  Beweise  des  Parallelogrammes  der  Kräfte  unter- 
nimmen. 
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nik  mit  dem  Cartesianischen  Kräftemaass  UDd  dent  immer^eine  ge- 
wisse Dunlfeibeit  und  üobdbthnmtheit  "^zuriicklasseaden  Begivfe 
der  virtuellen  Geschwiodigkeiten^  wie  der  Verf.  will,  zu  beginneD, 
uod  können  hiernach  den  von  dem  Verf.  in  Torschlag  gebrachten 
Weg  in  methodischer  Rücksicht  —  indem  wir,  wie  schon  er- 
wähnt, die  von  der  strengen  Wissenschaft  gemachten' AofordeniD- 
tttn  jetzt  gar  nicht  weiter  in's  Auge  fassen  —  «nur  für  ver- 
fehlt erklären,  und  müssen  jeden  Lehrei^jMi  dessen  Befolgung 
dringend  abrathen,  da  durch  denselben  di^^Adium  xler  Mechanik 
den  grösaten  Theil  seiner  die  ganze  Ausbi^P^  des  Mathematikers 
so  sehr  fördernden  Kraft  nach  unserer  IJeberzeugung  verlieren 
würde. 

Versuch  einer  objectiven  Begründung  der  Lehre  von 
der  Zusammensetzung  der  Kräfte  von  Dr.  B.  BolzanU 
Ans  den  Abhandlungen  der  Königl.  Böhmischen  Gesell- 
s,chaft  der  Wissenschaften  fV.  Folge  Bd.  2.)  besonders 
abgedruckt.    Prag*  1842.    4.    12  ggr. 

Handbuch  der  Mechanik,  mit  Bezug  auf  ihre  Anwen- 
dung und  mit  besonderer  Rücksicht  auf  ihre  Darstel- 
lung-ohne  Anwendung  der  höheren  Analjsis  bearbeitet 
von  G.  H.  A.  Kayser,  Grossherzogl.  Badisciiem  Hofratbc 
und  Professor  an  der  polytechnischen  Schuld  zu  Ki^rls* 
ruhe.    Mtt  13  lithogr.  Tafeln.    Karlsruhe.  1842.    8.    4Thk 

Dieses  mit  grosser  Gründlichkeit  verfasste  Handbuch  der  MeciB 
nik.  enthält  ausser  der  Darstellung  der  theoretischen  Lehren  oei 
Mechanik  fester  und  flüssiger  Körper  die  wichtigsten  Anwendun- 
gen dieser  Wissenschaften  in  so  grosser  Vollständigkeit  #nit  fort 
währender  Rücksicht  auf  die  neuesten  Erfindungen  wie  unsers  Wis- 
sens wenig  andere  Werke  von  ähnlicher  Tenden«)  weshalb  wir  das 
selbe  zu  einem  gründlichen  Studium  der  theoretischen  und,  prakti- 
schen Mechanik  insbesondere  allen  Technikern  angelegentlich  empfeh- 
len, und  die  Ueberzeugung  haben,  dass  es  zu  dessen  Beförderung  und 
der  allgemeinem  Verbreitung  der  nenern  Erfindungen  auf  dem  Ge- 
biete der  praktischen  Mechanik,  und  einer  gründlichen  Beurthei- 
lung.  derselben  aus  dem  theoretischen  Gesichtspunkte,  gewiss  bei- 
tragen wird.  Dass  der  Verf.  die  Anwendung  der  höhern  Analysis 
zwar,  wo  es  ohne  zu  grosse  Weitläufigkeit  anging,  vermieden, 
aber  keineswegs  gänzlich  ausgeschlossen  iiat,  sichert  diesein  Werke 
noch  einen  besondern  Vorzug.  Die  Figurentafeln  sind  zwar  nicht 
in  grossem .  Maassstabe ,  aber  doch  mit  für  ihren  Zweck  hinrei- 
chender Deutlichkeit  und  .  Schärfe  ausgiefühft.  Uebrigens  schliesst 
sich  das  Werk  an  des  Verfs.  früher  erschienenes  Handbuch  der 
Statik  mit  Beziehung  auf  ihre  Anwendung»  Karlsruhe. 
1836.    8.    an.  a. 

Handbuch  der  Mechanik  fester  Körper  und  lief 
Hydraulik.  Mit  Vorzüglicher  Rücksicht  auf  ihre  An- 
wendung in  der  Ar^itektur,  aufgesetzt  von  Dr.  J.  A. 
Eytelwein.  Dritte,  mt  einem  Anhange  vermehrte  Auf- 
lage. Herausgegehen  von  A.  Freiherrn  von  Forstner. 
Mit  CO  Holzschnitten  und  6  Kupfertafeln.  Leipziir.  1841 
8.    3  Thlr.  ♦ 
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Der  hochrferdiente  Verf.  dieses  ia  so  fielen  Beziehangen  ans- 

fezeichbeten ,  vorzüglich  für  den  Praktiker  so  braucb baren  Hand- 
uebs  der  Mecbanik  fester  Kür^  Miid  der  Hydraulik,  welcben  ein 
anhaltendes  Aagenübel  binderte,  sieb  der  Bearbeitung  der  nötbig 

f «wordenen  dritten  Auflage  selbst  zu  unterzieben,  übertrug  dieselbe , 
esbalb  dem  auf  dem  Titel  genannten  Herren  Herausgeber,  welcher 
in^  der  Vorrede  ausführlicb  von  den  Grundsätzen,  welche  ihn  bei 
der  Herausgabe  leiteten,  Rechenschaft  abgelegt  hat.  Vl^ir  .bemer- 
ken hier  in  dieser  Beziehung  nur,  dass  die  Einrichtung  des 
Buchs  im  Wesentlichen  ganz  unverändert  geblieben,  und  dass  also 
auch  jetzt  noch  die. Hydraulik  bei  Weitem  als  dessen  Haupttheil, 
die  Biecfaanik  fester  Kuirper  eigentlich  nur  als  eine  Einleitung  zu 
derselben  zu  betrachten  ist.  Einzelne  Bemerkungen  im  theoreti- 
schen Theile  bat  der  Herr  Heransgeber  gleich  im  Texte  einge- 
schaltet, überall  aber  auf  die  neuere  Literatur  vollständig  hinge- 
wiesen. Beigegeben  ist  dieser  neuen  Auflage  ein  sich  in  den  ^ü- 
b^rn  Auflagen  nicht  findender,  aui^  mebrem  Theilen  bestehender 
Anhang,  dessen  einzelne  Abschnitte  folgende  sind.  I.  Abschnitt. 
Ueber  den  Ausfluss  des  Wassers  durch  vertikale,  rechtwinklichte, 
oben  freie  Oeffnun&pen^  wenn  dieser  Ausfluss  frei  una  ohne  Hin- 
demisse erfolgt.  IL  Abschnitt.  Untersuchungen  über  die  Bewe- 
gung des  Wassers,  wenn  auf  die  Contraction ,  welche  beim  Durch- 
gange durch  verschiedene  Oeffnungen  stattfindet,  und  auf  den  Wi- 
derstand, welcher  die  Bewegung  längs  den  Wänden  der  Behältnisse 
verzögert,  Rücksicht  genommen  wird.  Hl.  Abschnitt.  Von  der 
Bestimmung  der  WassTermenge  eines  Stroms.  IV.  Abschnitt, 
üeber  Anordnung  der  Röhrenleitungen  mit  Verzweigungen  und  die 
Bestimmung  ihrer  Abmessungen  unter  gegebenen  Umständen.  V.  Ab« 
schnitt,  lieber  die  Bewegung  des  Wassers  in  Röbrenleitungen, 
mit  besonderer  Berücksichtigung  der  Druckhöbe  über  der  Binmün- 
duDg  der  Leitröbre.  Die  m  den  frühern  Auflagen  sich  findende 
„Tafel  über  die  Geschwindigkeit^  welche  ein  Körper 
durch  den  freien  Fall  erlangf  ist  in  dieser  neuen  Ausgabe 
weggelassen  worden,  weil  sie  selten  gebraucht  wird,  aber  \\  Bo- 
gen einnimmt,  und  die  in  ihr  enthaltenen  Angaben  immer   leicht 

Unmittelbar    nach    der    bekannten    einfachen   Forqiel    c  =  2k  ^^ 

==  21/ 154- ,  h  =  7,9^/Ä  (beinahe)  berechnet  werden  können. 


Praktische  Mechanik. 


Bresson/Carl,  Lehrbuch  der  Mechanik  in  ihrer  An- 
wendung auf  die  physischen  Wissenschaften,  diq  Künste 
und  Gewerbe.    Aus  dem  Frauz.    JUeipzig.  1842.    4. 

Erscheint  in  Lieferungen  ä  12  ggr.  mit  Kupfern  in  Folio. 

Guil.  Ed.  Weber:  De  tribus  novis  librarum  construeq- 
darum  metbodisi    Gottingae.  1841.    4.    8  ggr. 
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Populäre  Astronomie  oder  Unterricht  .fiber  maibe- 
■ifttiselie  Gedgraptie,  Astronomie  nnd  Ralenderweses 
¥on  G*  A.  Schupnann,  Neue  Ausg.  (Quedlinburg.  1842. 
«.    löggr. 

üeber  das  farbige  Liebt  der  Doppelsterne.  Versack 
iner  das  Bradiey*sche.  Aberrations-Theorem  als  iote- 
grlrenden  Theil  in  sich  schliessendenallgemeinen  The- 
orie.->  Von  G.  Doppler.  Aus  den  Abhandlungen  der  k. 
böbm.  Geseflschaft  der  Wissenschaften  (V.  Folge,  Bd. 2.) 
besonders  abgedruckt.    Prag.  1842.  '  gr.  4.    4^  Tbln 

Wir  werden  später  auf  diese  Abhandlung  zurückkommen. 

Berliner  astronomisches  Jahrbuch  fiir  1844.  Auf  Ver- 
anlassung der  Ministerien  des  Unterrichts  und  des  Han« 
dels  herausgegeben  von  J.  F.  Encke,  Director  der  Ber-' 
liner  Sternwarte.    Berlin.  1841.    8.    3  Thlr.  4  ggr. 

Daa  Berliner  astronomische  Jahrbuch ,  welches  von  seinem  er« 
sten  Erscheinen  im  Jahre  1776  an  bis  jetzt  nur  für  die  Benutzong 
der  darin  enthaltenen  Angaben  von  Seiten  der  Astronomen  bestimmt 
war,  erhält  mit  dem  Jahrgange  1844  eine  auch  für  die  Folge  bei* 
zubehaltende  neue  EinHchtung,  indem  künftig  auch  die  Data  darin 
enthalten  sein  sollen,  welche  hauptsächlich  für  den  Seefahrer  von 
Interesse  sind.  Demzufolge  sind  jetzt  zu  seinem  frühern  Inhalte, 
welchen  wir  als  hinreichend  bekannt  voraussetzen,  hinzugekommen: 
1.  Mond  -  Distanzen  für  1844  auf  S.  277— S.  420.  2.  Parallaxe  und 
Halbmesser  der  Planeten  tür  1844.  3.  Lage  des  Mond-Aequaton 
für  1844.  4.  Bewegung  der  mittleren  Länge  des.  Mondes,  d.  Ta* 
fein  zur  Bestimmung  der  Breite  durch  Beobachtungen  des  Polar- 
sterns ausserhalb  des  Meridians.  6..  Hülfstafeln :  l^fel  I.  Kefrac* 
tionstafel.  Tafel  II.  Zur  Verwandlung  der  Stern -Zeit.  Tafel  HL 
Zur  Verwandlunji^  der  Stern -Zeit  in  mittlere  Zeit  Tafel  IV.  Ein- 
fache Interpolation  bei  einem  Intervall  von  12  Stunden.'  Tafel  V. 
Corrections  -  Tafel  für  die  zwjeiten  Differenzen.  In  einem  Anhaoffe 
wird  endlich  über  Einrichtung  des  Jahrbuchs  eine  &ehr  ausführliche 
Nachricht  und  zu  dessen ,  Gebicauch  eine  sehr  vollständige  Anlei- 
tung gegeben.    Jeder  Jahrgang  erscheint  künftig  drei  Jahre  vorans. 

So  sehr  nun  auch  auf  diese  Weise  das  Jahrpuch  seiner  eigetit* 
liehen  Bestimmung  als  unentbehrliches  Hülfsmittel  bei  den  astrono* 
mischen  Beobachtungen  näher  geführt  wird,  nnd  so  sehr  sich  alle 
Beobachter  und  Seerohrer  dem  schon  so  vielfach  verdienten  Herren 
Heransffeber  zn  dem  wärmsten  Danke  für  diese  neue  Einrichtung 
verpflicntet  fühlen  müssen:  so  werden  doch  auf  der  andern  Seite 
alle  theoretischen  Astronomen  mit  Bedauern  die  schönen  Abhand- 
lungen vermissen',  mit  denen  früher  der  Herr  Herausgeber  jeden 
Jahrgang  schmückte.  Enthält  auch  die  Vorrede  nicht  die  be- 
stimmte Nachweisnng,  dass  diese  Abhandlungen  künftig  wegbleiben 
sollen,  so  sind  4och  weder  in  dem  Jahrgänge  für  lS44|  noch  in 
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dem  aoch  bereits  erscbienenen  Jahrgasge  för  1845  dergleiehen  the- 
dretiach^' Abhandlmiffeii  enthalten,  so  wie  denn  auch  überhaupt  die 
Einrichtung  beider  Jahrgänge  darchans ,  dieselbe  ist 

Connaissance  des  tems»  pour  Pan  1845  avec  Additibns. 
Paris,  1842.    8.*  3  Thir. 


Physik. 


Die  ersten  Blemente  der  gesammten  Natarlehre  znm 
Gebrauche  für  höhere  Schulen  und  Gymnasien  von  DK 
Georg  Wilhelm  Muncke.  Vierte  verbesserte  Auflage 
mit  zwei  Kupfertafeln.    Heidelberg. .1842.    8.    20  ggr. 

Die  Einrichtung  dieser  vierten  Auflage  des  vorstehenden  bin« 
reichend  bekannten  Lehrbuchs  ist  im  Wesentliichen  ganz  dieselbe 

feblieben  wie  in  den  vorhergehenden  Auflagen.    Die  neuern  Gnt- 
eckungen  sind,  so, weit  es  der  Zwack  des  Buches  gestattete,  be- 
rücksichtigt worden.  ,  . 


Die  Naturlehre  nach  ihrem  gegenwärtigen  Zustande 
mit  Rücksicht  (auf  mathematische  Begründung  darge- 
stellt von  Dr.  Andreas  Baumgartner.  Siebente  Auflage, 
TOD  Genanntem  nu/d  von  Dr.  Andreas  v.  Ettingshausen 
gemeinschaftlich  umgearbeitet.  Mit  acht  Kuptertafeln* 
Wien.  1842.    8.    4  Thlr. 

Die  so  eben  erschienene  siebente  Auflage  dieses  trefflichen  i 
f^brbuchs  ter  Physik  unterscheidet  sich  von  den  frühern  nach 
des  Verfassers  eigenen  Worten  hauptsächlich  in  folgenden 
Punkten.  „In  der  Statik  wurde  der  in  den  früheren  Auflagen  voi"* 
aretr^ene  Beweis  Duchayla's  für  den  Satz  vom  Parallelagramme 
aer  Kräfte,  durch  einen  anderen  ersetzt,  der  in  der  Hauptsache  mit 
dem  vor  langer  Zeit  von  dem  trefflichen  deutschen  Mathematiker 
Lambert  gegebenen,  aber  wie  es  scheint  wenig  beachteten  Be- 
weise des  genannten  Satzes  übereinstimmt.  Dieser.  Beweis  ist  von 
dem  Uebelstande  frei,  die  Zusammensetzung  der  auf  einen  isolirten 
Punkt  wirkenden  Kräfte  auf  Prämissen  zu  gründen,  welche  das 
Vorhandensein  eines .  Svstems  unveränderlich  verbundener  Punkte 
voraussetzen  und  auf  Eigenschaften  eines  solchen  Systems  beruhen. 
Die  Lehre  von  den  Capillarphänomenen  tropfbarer  Flüssigkeiten, 
die  Sätze  von  dem  Gleichgewichte  der  Gase,  die  Hygrometrie  er- 
hielt eine  ganz  neue  Bearbeitung.  Die  Lehre  von  der  schwingen* 
den  Bewegung  der  Körper  wurde  als  ein  selbstständige^^nzes 
behandelt^,  dessen  Pfincipien  auf  gleiche  Weise  der  Betrauung 
<ler  Wasserwellen,  der  Erklärung  der  Erscheinungen  des  Schalles,' 
wie  auch  der  Undulationstheorie  des  Lichtes  zum  Grunde  gelegt 
werden  gönnen.  Im  zweiten  Theile  schien  es  passend  die  Abschnitte 
vom  Magnetismus  und  von  der  Efektricität  jener  vom  Lichte  und 
von  der  Wärme  vorangehen  zu  lass)en.    Abgesehen  von  dem  besse- 
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reu  ZosammeiibaDffe ,  4er  dadurch  is  die  Wäraelehre  jfebradit 
irird,  welche  seit  MelloniV  ArbeitcD  der  KeDotniss  der  jpektriei« 
tätslehre  Dicht  niehr  eothehren  kann,  haben  die  Lehrer  der  Physik 
a&  'unseren  Universitäten  und  Lyceeb  nicht  mehr  mit  den  Schwie- 
rigkeiten SU  känf»fen,  welche  vordem  die  veränderliche  Witterung 
des  Frühjahres  den  wichtigsten  optischen  Versuclien  in  den  Weg 
legte*  Sämmtliche  vier  Ahschnitte  erscheinen  radikal  umgearbeitet; 
in  der  Lehre  vom  Magnetismus  sind  die  Principien  der  Arbeiten 
von  Gauss  aufgenommen,  die  Lichtlehre  w^rde  direkt  aus  der  üo- 
dulationstheorie  entwickelt,  der  Vortrag  der  Wärmelehre  erhielt 
durch  die  wichtigen  neuen  Funde  ^uf  diesem  Gebiete  eipe  verän- 
derte Gestalt  ui^d^e wichtige  Zusätze.  Am  meisten  war  die  Gab- 
rnng,  in  der  die  ^ssenschuft  sich  befindet,  und  die  Schwierigkeit 
allen  Anforderungen  zu  geniigen,  bei  der  Bearbeitung  der  Blektri- 
cttätslehre  fühlbar;  die  schöne  Anwendung,  wehche  Poggeadorf 
von  dem  Ohm'scben  Gesetze  auf  die  Theorie  der  zusammeilgesetz- 
ten  Säule  machte,  kam  ans  erst  zu  Gesichle,  als  die  von  der  Elek- 
Iricität  handelnden  Bogen  bereits  abgedruckt  waren;  wir  halten 
dieselbe  für  zu  wichtig,  um  ihr  nicht  noch  einen  Platz  in  eines 
Nachtrage  zu  widmen,  den  wir  am  Ende  des  Buehes  folgen  .lassen, 
mtBL  so  dem  Leser  die  Wissenschaft,  so  weit  es  in  unseren  Kräften 
steht,  in  dem  neuesten  Znstande  zu  übergeben/^ 

Pouillet's  Lehrbuch  der  Physik  und  Meteorologie 
für  deutsche  Verhältnisse  frei  bearbeitet  von  Dr.  Job. 
Müller,  Lehrer  der  Physik  und  Mathematik  au  der  Real- 
schule zu  Giessen.  Mit  1000  in  den  Text  eingedruckten 
Holzschnitten..  2  Bände,  jeder  von  40  Btigen,  gross 
Octav.  In  Lieferungen  von  6  Bogen.  Jede  Lieferung 
12  ggr.    Braunschweig  bei  Fr.  Vieweg  und  Sohn.     1842. 

Wir  werden  später  auf  dieses  Werk  zurückkommen. 

Die  Physik  in  ausführlicher  populärer  Darstellung 
Nach  dem  gegenwärtigen  Zustände  dieser  Wissenschaft, 
mit  den  bis  auf  die  neueste  Zeit  darin  gemachten  Erfin- 
dungen und  Entdeckungen,  für  die  Gebildeten  beiderlei 
Geschlechts  bearbeitet  von  Dr.  J.  H.  M.  v.  Poppe.  Mit 
292  Abbildungen  auf  20  Tafeln.  Erster  Band.  Zürtcb. 
1842. 

Von  .diesem'  Buche  sind  bis  jetzt  die  ersten  4  Lieferungen  in 
unsere  Hände  gelangt.  Das  Ganze  soll  aus  sieben  Lieferungen  be- 
stehen, von  denen  jede  12  ggr.  kostet. 

Handbuch  derPhysik  für  Unterricht  und  SelbstbC" 
lehruBg,  uiit  immerwährender  Beziehung  auf  Anwen- 
dun|^  Von  Job.  Ph.  Neumonn.  Erster  Band.  3te  zn 
einiflPdurchaus  neuen  Werke  umgestaltete  Auflage. 
MitTkupfertafeln-    Wien.  1842.    8.    3  Thlr.  12  ggr, 

,  Wir  werden  späterhin- nach  dem  vollständigen  Erscheinender 
3ten  Auflagt  dieses  in  mehrfacher  Beziehung  empfeblensyertben, 
ans  seinen  frühern  Auflagen  hinreichend  bekannten  Werks  auf  das- 
selbe zurückkommen« 


149 

Od  tbe  conBexioa^«f  the  pkysical  scieaces.  By  Mary 
SoMerTÜle.    6tk  eiliti«ii.    S.    London.  184t.    10  sh.  6  d. 

GniL  Bd.  Weber:  De^ili  bombycini  vi  elnstica,  Got- 
tiDgae.  1841.    4.    8  ggr. 

Die  Lebre  T#n>  der  Wärme  und  Luft  nit  besonderer 
Ricksicht  anf  die  alltäglicben  Erscbeinangen  nnd  9- 
werblicben  Anwendongen.  Vorlesungen,  gebalten  xo 
Jever  im  Winter  18^  yor  einer  VersaaiBilnng  von  Herren 
njid  Damen  von  W.  H.  Brennecke.   Jever.  1842.    8.    \%  ggr. 

What  is  a  Voltaie  Baltery?  By  Rosina  M.  Zornlin. 
^  8.  6  d.    1842. 

Rcpertorinm  der  Pbyaik.  Eine  Zasammenstellnng 
der  neueren  Fortscbritte  dieser  Wissenschaft.  Band  VL 
Mit  zwei  Fignrentafeln.  Berlin.  1842.  8.  2  Tblr. 
'  Dieser  sechste  Band  des  bekannten  sehr  verdienstlichen  Reper- 
terimns  der  Physik  enthält  awei  Abschnitte.  Der  erste  von  A.  Seo- 
bek  bearbeitete  Abschnitt  ist  der  Akustik  gewidmet  Der  sw«te 
von  Peter  Riess  bearbeitete  Abschnitt  liefört  einen  xweiten  Be- 
richt über  die  Fortschritte  der  Blektricitätslebre ,  und  ist  als  eine 
Fortsetzung'des  im  zweiten  Bande  des  Repertoriums  gelieferten  ersten 
Berichts  über  diesen  wichtigen  Theil  der  Physik  zu  betrachten. 

Annalen  für  Meteorologie,  Erdmagnetismus  nnd  ver- 
wandte Gegenstände,  redigirt  v&n  Grnnert,  Koller, 
Kreil,  Lamont,  Plieninger,  Stieffei,  herausgegeben  von 
Dr.  J.  Lamont,  Conservator  der  Königlichen  Sternwarte 
bei  Manchen,  u.  s.  w.  Jahrgang  1842.  I.  Heft.  Mit  einem 
Steindrucke.    Mönchen.  1842.    8.     1  Tblr. 

Von  dieser  schon  in  Nr.  VI.  S.  103  des  literarischen  Berichts 
vorlänfig  angekündigten,  der  Meteorologie  nnd  dem  Brdmagnetis* 
BUS  vorzugsweise  gewidmeten  neuen  Zeitschrift  ist  nun  das  erste 
H^  wirklich  erschienen,  und  hat  den  folgenden  Inhalt. 

St&idlicber  Gang  der  Temperatur  und  des  Luftdruckes  im 
Jahre  1841,  mit  Dnlfe  registrirender  Instrumente  aufgezeichnet  an 
der  Königl.  Sternwarte  bei  Mlhichen,  reducirt  von  Herrn  l^onhardt. 

Mittlere  Temperatitr  nnd  mittlerer  Barometerstand  för  die  Mo- 
nate, abgeleitet  aus  den  vorhergehenden  Beobachtungen. 
.  Dnnstd^ck,  beobachtet  an  der  K.  Sternwarte  bei  München  1841. 

Neue  Einrichtung  des  Ps]rchrometers,  vom  Heransgeher. 

Magnetische  Beobachtungen ,  angestellt  im  Observatorium  der 
K.  Sternwarte  bei  München  im  Jabre  1840. 

Zusammenstellung  der  täglichen  meteorologischen  Beobachtnn« 
g«n  von  Regensbnrg,  VCüi^burg,  Hof  und  l^ipzig,- 1841. 

•  Zamnamenstellung  der  monatlichen  Mittel  des  Luftdruckes  und 
^^r  Temperatur  in  Landsberg,  Regensburg,  ßurglengenfeld^  Gun- 
^ohausen,  Ansbach,  Neustadt  an  der  Aisch,  Würzburg,  Cffenheim, 
Hof,  Leipzig,  Cronberg. 

Mittlere  magnetische  Declination  in  Manchen,  vom  Herausgeber. 

Meteorologische  Uebersicht  des  Jahres  1841 ,  ans  den  Regens- 
■^orger  Beobachtungen,  von  Herrn  Prot  v.  Schmöger. 
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Erdbeben  niid  Erdttösie  io  den  Jatgren  1899,  1840, 1841,  nebet 
Angabe  der  gleiebxeitig  in  Freyting  stettgebebten  Aendemag  des 
Barometers  von  Hm.  Lyceal-ProfesMii^  X  Meister. 

Differential -Instrumente  für  outgnetisehe  Oeclination  und  Hori- 
xontal  -  Intensität,  yom  Heransgeber.  * 

Vermischte  Nachricbten  vom  Heransgeber.  —  Magnetische  Stö- 
rung vom  25.  Sept  1841.^ —  Supplemental  Instructions  for  tbe  nse 
c|4  mwnetical  Ooservatories.  —  Inductions-Indinometer  von  Hm. 
Fro£  Lloyd.  —  Magnetische  und  meteorologische  Beobachtungen  xn 
Prag,  erster  Jahrgang.  —  Annnaire  magnStique  et  m^ttorologpque 
du  Corps  des  Ingenieurs  des  mines  de  Russie,  1839.—*  Auszug  aus 
einem  Briefe  des  Hrn.  Colin«  —  Periodische  Aenderang  der  Horizon- 
tal-Intensität  von  Herrn  Prof.  Hansteen.  —  Auszug  aus  einem  Briefe 
des  Hrn.  Prof.  Hansteen.  —  Auszug  ans  einem  Briefe  des  Hm.  Direc- 
tors  Valz.  —  Beschreibungdes  Observatoriums  in  Dublin,  von  Hm.  Pro^ 
Lloyd.  —  Correctionder  absoluten  Inftensitäts- Messungen,  wegen  des 
in  den  Magnetstäben  inducirten  Magnetismus,  vom  HerauM^ber. 

Man  virird  hieraus  den  reichhaltigen  und  lehrreichen  Inhalt  des 
vorliegenden  ersten  Hefb  dieser  neuen  Zeitschrift  erkennen.  Wir 
werden  den  Inhalt  eines  jeden  Hefts  in  unserm  literarischen  Be- 
richte mittheilen. 

Alle  Mittheilnngbn  für   die  Annalen   von  grösserem  Um&age 
bittet  der  Heransgeber  ihm  durch  die  G.  Frana^he  Buchhandlni^ 
in  München  zukommen  zu  lassen.     # 
, ' 

Witternngskunde.  Mit  Rücksicht  auf  vermuthliche 
Witterung  überhaupt  und  de9  Jahres  1842  insbesondere. 
Von  Ph.  Stieffei,  Prof.  an  der  Grossberzogl.  Badischen 
polytechnischen  Schule  zu  Karlsruhe«  Karlsruhe.  18^ 
8.    1  Thir. 

Der  Inhalt  dieser  für  Wetterbeobachter  vieles  Interessante  ent- 
haltenden Witterungskunde  ist  folgender. 

Vermuthliche  Witterung.  Ursachen  der  Wärme*  Ursachen 
der  Erkältung.  Leitung  de'  Wärme.  Bewölkung  und  Niederschläge. 
Veränderung  des  Luftdruckes,  ^influss  des  Mondes.  Perioden  der 
Witterungswechsel.  Rücksicht  auf  den  Einfluss  des  Mondes.  Verschie- 
bung der  Perioden.  Vermuthliche  Witterang  im  Allgemeinen.  Vermuth- 
liche Witterung  ipn  Einzelnen.  Die  Feuchtigkeit  der  LufL  D  i  e  W  i  nde» 
Chronik  der  Witterung  früherer  Jahre  3^u  Karlsf  übe.  Wit- 
terung auf  einigen  Punkten  des  Grossherzogthums  Ba- 
den verglichen  mit  jener  zu  Karlsrnhe.  Des  Jahres. —  Der 
Monate,  wo  bei  jedem  Monate  immer  die  drei  Hauptrubriken :  Wtt- 
terangscharakter.  Regeln  für  die  Wetterveränderunffen,  Vermuthliche 
Witterung,  unterschieden  sind,  und  vorzüglich  das  Jahr  1842  berück- 
sichtigt ist.  —  Der  Jahreszeiten.  —  Den  Scklnss  machen  Tabellen  über 
die  Witterung  der  Jahre  1839,1840,1841  und  aller  Jahre.—  Grossen 
Fleiss  bat  der  Vf.  u.  A.  auch  auf  die  Sammlung  der  sogenannten  Volks- 
und  Bauernregeln  über  die  bevorstehende  Witterung  verwendet, 
die  für  einen  Jeden,  wer  überhaupt  Sinn  für  dergleichen  Dinge  bal^ 

gewiss  vieles   Interesse   haben   werden,   und  in  dem- vorliegenden 
uche   sich    in   ein^r   überraschend  grossen   Anzahl   finden.    Wir 
halten  die  Sammlung  derselben  daher  für  recht  verdienstlich. 


Literarischer  Bericht 


Geschichte  der  Mathematik  und  Physik; 


Versuch  einer  kritischen  Geschichte  der  Algebra« 
Nach  den  Quellen  bearbeitet  von  Dr.  G.  H.  F.  Nessel* 
mann,  Privatdocenten  an  der  Universität  zu  Röoif^s* 
berg.  Erster  Theil.  Die  Algebra  der  Griechen.  Berlin. 
1842.    8.    2  Thlr.  6  ggr. 

Der  Verf.  sagt  in  der  Vorrede:  ,,Es  war  nicht  meine  Absicht, 
aus  altern  Geschichtswerken  eine  Menge  historischer  Data  zu 
excerpiren  und  dieselben  in  eine  frische  Form  giessend  dem  Publi- 
kum ein  angenehmes  CJnterhahungsbuch  zu  liefern,  aus  welchem 
Weniger- Unterrichtete  allenfalls  hie  und  da  aqch  etwas  Neues 
lernen  könnten.  Ebenso  wenig  lag  es  in  meinem  Plane,  ein  Kon- 
glomerat flüchtig  von  der  Oberfläche  aufgeraffter  Thatsachen,  die 
man  nach  Wiliktihr  reckt  und  modelt,  auf  das  Prokrustesbette 
eines  philosophischen  Systems  zu  spannen.  Ich  wollte  wie  der 
Titel  besagt,  eine  kritische  Geschichte  schreiben,  ich  wollte  die 
Geschichte  der  Algebra,  nicht  wie  die  Tradition  sie  lehrt,  sondern 
wie  sie  sich  aus  dem  ausdauernden  und  gewissenhaften  Studium 
der  Quellen  ergiebt,  erforschen  und  demgemäss  treu  darstellen;*^  — 
Je  länger  leider  das  Feld  der  Geschichte  der  Mathematik  brach 
gelegen  hat,  und  je  schwieriger  und  seltener  die  Verbindung  aus* 
gebreiteter  Sprachkenntnisse  mit  den  nöthig^n  nathematiscben 
Kenntnissen  s^in  dürfte,  desto  dankenswerther  ist  jedenfalls  jeder 
neue  Anbau  dieses  Feldes  aufzunehmen.  Eine  ausfUhrlilihe  kritische 
Würdigung  dieses  Werks  müssen  wir  den  ausschliesslich  der  Kri- 
tik gewidmeten  Zeitschriften  überlassen. 

Galileo-Galilei.    Zu  seinem  Gedächtnii^s-im  zweiten 
Säcularjahr    seines    Todes.      1.     Sein    Leben    und    seine 
Werke,  ydn  Libri.    Au^s  dem  Französischen  mit  Anmer- 
kungen von  F.  W.  Carov^.     Mit  Abbildung  der  Statue  Ga-^ 
lilei^s  zu  Florenz.   Siegen  und  Wiesbaden.  1842.  8.  18ggr.' . 

Der  Uebersetzer  scheint  bei  dieser  Arbeit,  der  man  an  mehre- 
ren Stellen  nicht  undeutlich  anmerkt,  dass  sie  eine  Uebersetzung 
ist,  ganz  andere  als  mathematische  Tendenzen  zu  verfolgen^ 

BtadlU.  15 
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Systeme^  Lehr-  und  Wörterbücher. 


Lehrbuch  der  Mathematik  für  die  obern  Klassen  hö- 
herer Lehranstalten  von  'J.  A.  Grunert.  Erster  Theil. 
Allgeineine  Arithmetik.  Dritte  vermehrte  und  verbes- 
serte Ausgabe.    Brandenburg.  1843.     8. 

Diese  schon  so  bald  uöthig  gewordene  dritte  Ausgabe  meines 
bekannten  Lehrbuchs  der  allgemeinen  Arithmetik  für  die  obern 
Klassen  höherer  Lehranstalten.  (Die  dritte  Ausgabe  der  Stereome- 
trie ist  schon  früher  erschienen.  Die  dritten  Ausgaben  der  Trigo- 
nometrie und  ebenen  Geometrie  werden  nächstens  erscheinen.) 
glaube  ich  mit  Recht  eine  verbesserte  und  vermehrte  Ausgabe 
nennen  zu  können.  Verbesserungen  sind  überall,  wo  es  nöthig 
war,  vorgenommen.  Unter  den  Vermehrungen  nenne  ich  nur 
u.  A.  Clausens  heue  Auflösung  des  irreduciblen  Falls  dorch 
die  Kettenbrüche,   mehrerer  auderer  Zusätze  hier  nicht  weiter  za 

fedenken,  da  die  frühern  Ausgaben  bekannt  genug  sind,  und  da* 
er  die  Vermehrungen  den  Lesern  auf  der  Stelle  von  selbst  in  die 
Augen  fallen  werden.  Dabei  habe  ich  aber  Sorge  getragen,  die 
Einrichtung  so  zu  treffen,  dass  die  frühern  Ausgaben  neben  der 
dritten  immer  noch  ohne  alle  Schwierigkeit  auf  den  Schulen,  tro 
das  Buch  bereits  eingeführt  ist,  gebraucht  werden  können. 

G. 

System  der  Mathematik  von  Professor  Dr.  K.  Hummel.  1.  Theil. 
Die  Arithmetik,     gr.  8.    Wien.  1842.     1  Thlr.  8  ggr. 

Die  reine  Elementar -Mathematik  nach  den  Lehrbüchern  des 
Prof.  M.  Ohm  für  die  untern  Klassen  der  Gymnasien,  Militär-, 
Gewerbe-  und  höheren  Bürgerschulen,  sowie  auch  für  den  Privat- 
unterricht von  C.  Nübel.  Mit  einem  einleitenden  Vorwort  des 
Herrn  Prof.  M.  Ohm.  L  Thl.  Elementar -Arithmetik.  Wesel.  1S42. 
gr.  12.     12  ggr. 

Goetz,  Prof.  Dr.  J«,  Lehrbuch  der  Mathematik  für  Gymna- 
sien und  höhere  Lehranstalten.  2.  Band.  —  Auch  u.  d.  Titel: 
Die  ebene  Geometrie,  die  analytische  und  ebene  Trigonometrie 
und  einifife  Sätze  aus  der  Polygonometrie.  gr.  8.  Zerbst.  ^842. 
1  Thlr.  18  ggr. 

Goetz,  Prof.  Dr.  J.,  Lehrbuch  der  Mathematik  für  .Gymnasien 
und  höhere  Lehranstalten,  3.  Band.  —  A.  u.  d.  T.  Die  Stereo« 
metrie  und  sphärische  Trigonometrie.  Mit  3  Figurentafeln  (in 
gr.  4.)     gr.  8.    Zerbst  1842.    9  ggr. 

Urhan,    Seminarlehrer,    das  Gebiet   der  niedern  Mathematik. 
Zum  Gebrauch  für  die  Oberklassen   eines  Schullehrerseminars,  für 
höhere  Bürger-  und  Realschulen  bearbeitet«    gr.  8.    Berlin.  1843.  - 
1  Thlr.  4  ggr.  #     ^ 
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EJemettti  di  aritM^tica,  con  alcane  nozioni  di  gpeometria  lineare 
ad  uso  delle  sciiole  elementari.    Torino.  1841.    la  8«    45  sc. 

Chamber's  Edneatiooal  Course:    Treatise   oo  Practica!  Mathe* 
matics.    Bj  A.  Bell.    2  Vdls.     12.     1842.    cloth  8  sh. 


Arithmetik. 


Eid  Beitrag  zor  Vereinfachung  des  Rechenunterrichts  ui^d  des 
matbenui tischen  Unterrichts  überhaupt  von  F.  Heime.  Berlin.  1842. 
gr.  8.    8  ggr. 

3000  gelöste  Rechenaufgaben  für  Elementarschulen,  so  einge* 
richtet,  class  sie  in  einigen  Augenblicken  in  gehöriger  Menge  und 
Verschiedenheit  gegeben,  und  ihre  Auflösungen  eben  so  schnell  ge- 
prüft werden  können,  herausgegeben  von  Schmidt,  Pfurrer  und 
Schulinspector.    Trjer.  1842.    6  ggr. 

^. 

Leitfaden  für  den  Unterricht  in  der  Arithmetik  in 
den  oberen  Klassen  der  Gymnasien.  Nach  Ohm.  Von 
Dr.  Julius  Hartmann,  Lehrer  am  Gymnasium  zu  Marburg. 
Marburg.  1843.    8.    12  ggr. 

Schon  der  Titel  sagt,  dass  dieser  Leitfaden  nach  Ohm  be- 
arbeitet ist.  Ii>dess  hat  der  Verf.  keinesweges  Ohm  nur  flüchtig 
exeerjiirt,  sondern  ist  haufiff  seinen  eignen  Weg  gegangen,  und 
das  Buch  ist  allerdings  als  eine  selbstständige  Arbeit  zu  be* 
trachten. 

.    HarckmanD,N.  W.^  Regnebog.    8.   Kjoebenbav n.  1841 .  64 sk. 

Raingo,  G.  B,  J.,  Elements  d'algebre,  contenant  les  principes 
du  caicul  alg^brinne  et  du  calcol  analytique  jusqu'aux  ^uations  da 
second  d^gr^  inclusivement,  de  nombreuses  applications  a  l'aritbm^ 
tique  universelle,  et  un  recueil  d'exercices  et  de  problemes  vari^s; 
3.  Edition,  revue  et  corrig^e,  g^.  in.  8.   Mons.  1842.    IThlr.  12  ggr. 

Lef^bure  de  Foürcy,  Le^ons  d^algebre.  In  8.  Paris.  1842. 
7  Fr.  50  c, 

The  Principles  of  Arithmetic  and  Algebra,  containing  the  most 
impartant  parts  ot  those  subjects,  with  a  variety  of  examples.  By 
W.  B^  Hotson,  M.  A.  Pembroke  College,  Cambridge.  .2.  Edition,  o. 
London  and  Cambridge.  1842.    9  sh. 

The  general  tbeory  and  Solution  of  equatioas  of  the  higher 
Orders:  wherein  it  is  attempted  to  bring  the  methods  of  Horner, 
Budan,  Sturm  and  Fourier,  especially  the  latter,  nearer  to  ^er« 
fection,  as  .respects  their  practkal  application  to  advanced  eqoations 
etc.    By  J.  R.  Yoang.    2d  ed.  greatly  enlarged.  1842.    15  s«  cloitb» 
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Kritische  Betrachtung  einiger  Lehren  der  reinen  Analysis, 
welchen  der  Vorwurf  der  üogereimtheit  gemacht  worden  ist,  von 
Professor  Dr.   F.   Schmeisser.    Frankfurt  a.  d.  0.  1842.    gr.  4. 

Differential  and  Integral  Calculus,  hj  A.  de  Morgan.  London. 
1842.    14  sh. 

Nnovo  calcolo  delle  funzioni  ascendenti  e  discendenti,  ossia 
calcolo  divisionnle,  die  G.  Ceroni,  dottore  in  matem.  Estratto  dai 
himestri  IV.  e  V.  del  1841.  degli  Annali  delle  scienze  del  Regno 
Lomburdo  -  Veneto.     Vicenza.  1841.    In  4.     L.  1.  74. 

LoG^aritb mische  und  logarithmisch  -  trigonometrische  Tafeln. 
Zum  öffentlichen  Gebrauche  in  höhern  Schulen  überhaupt  und  for 
jeden  Mathematikbeflissenen  insbesondere  von  Professor  G.  von 
Winkler  (von  Bruckenbrand).  2.  fehlerfreie  Ausgabe.  Wien.  1^39. 
gr.  8.    21  ggr. 


Geometrie. 


Lehrbuch  der  geometrischen  Formenlehre  1.  Theil.  Planimetri- 
sehe  Formenlehre.  Eipe  Vorbereitung  auf  das  wissenschaftliche 
Studium  der  Mathematik  für  Schüler  der  Gymnasien  und  höbereD 
Bürgerschulen  und  ein  Handbuch  für  Lehrer,  von  Dr.  Jul.  Himke, 
Gymnasial -Lehrer.    Nordhausen.  1841.    gr.  8.    18  ggr. 

Leitfaden  der  geometrischen  Formenlehre  1.  Theil:  Planimetri- 
ache  Formenlehre.  Für  Schüler  der  Gymnasien  und  höheren  Bur- 
gerschulen von  Dr.  J.  Himke,  Gymnasial- Lehrer.  Nordhausen. 
1841.    gr.  8.    6  ggr. 

Leitfaden  für  den  ersten  Unterricht  in  der  Elementar-Geometrie, 
hesonders  zum  Gebrauch  in  Schulen  von  J.  F.  H.  Rosenberg. 
3.  verb.  Auflage.     Hamburg.  1842.    gr.  8.    6  ggr. 

Fundamente  der  Geometrie.  Vom  Professor  Dr.  M.O. 
Paucker.  Erster  bis  vierter  Cursus.  Congroenz.  Paral- 
lellioien  und  Aehnlichkeit.  Flächeninhalt  geradliniger 
Figuren,  einfache  Eigenschaften  des  Kreises.  Eie* 
mente  der  fleometrie  des  Raums.  Mit  285  in  den  Text 
eingedruckten  Holzschnitten.     Nitau.  1842.    8.     18  ggr. 

Diese  em|ifehlenswerthe  Schrift  scheint  uns  die  Beachtung  der 
Lehrer  recht  sehr  zu  verdienen,  und  wir  sehen  namentlich  auch 
mk  Verlangen  den  beiden  folgenden  Theilen  entgegen,  welche  fol- 
genden Inhalt  haben  werden:  Metrische  Relationen,  regelmässige 
Vielecke,  Kreisberechnung.  Geradlinige  und  sphärische  Trigano* 
metrie.    Inhalt  der  Körper.    Analysionetrie  erster  Theil:    Lösusg 
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der  Aofgabeo  durch  j^reometrische  und  trigo'noiiietriscbe  ADaIjsis; 
Sectia  rationis,  spatii,  determiiiata.  Coordinatenlehre,  Gleichung 
der  geraden  Linie  und  des  Kreises,  ebene  Oerter.  Parametrie,  Be- 
rührungen, harmonischer  Schnitt,  GoUineation.  Analysiometrie 
zweiter  Theil:  Inclinationes,  kubische  und  hiquadratiscbe  Glei* 
changen.  Krjstallometrie.  —  Man  wird  hieraus  zugleich  den  reich- 
haltigen Inhalt  dieser  Schrift  erkennen. 

Beiläufig  bemerken  wir  hiebei,  dass  der  Verf.  fi^üher  (lS4l. 
Mitau)  auch  ein  empfehlenswerthes  Rechenbuch  herausgegeben  hat, 
welches  vorzüglich  die  eigene  Gcistesthätigkeit  der  Schüler  bei'm 
Rechen uuterricnte  aip  wecken  und  in  Anspruch  zu  nehmen  bezweckt 

,  Paucker^  Prof.  Dr.  M.  G.^  geometrisches  ABChuch  oder  hun- 
dert Hauptsätze  aus  den  Fundamenten  der  Geometrie,  Trigonometrie, 
Metrik  und  Stereometrie  in  ihrer  Anwendung.  Eine  Zugabe  für 
Examinanden,     gr.  8.    Mitau.  1842.     12  ggr. 

A.  Sautel,  cours  de  g^om^trie  et  de  trigonom^trie.  6.  Edition. 

8.     Paris,  1842.    5  Fr. 

» 

Element!  di  geometria  piana  di  Zoechi.  Con  note  di  A.  M. 
Legendre.    In  8.     Napoli.  1841. 

Berg,  P.  C  Led^etraad  ved  den  foerste  geometriske  Under- 
viisping»  med  Figurer.    8.    Kjoebenhavn.  1842.    32  sk. 

Kauffmanuj  Präceptor  Ev  F.,  und  Ober  -  Reallehrer  Ch. 
Schwenk,  Aufgaben  tius  der  darstellenden  Geometrie.  1.  Abtb. 
gr.  8.    Stuttgart.  1842.     broch.  18  ggr. 

A  Treatise  in  which  the  Elementary  Properties  of  the  Ellipse 
are  deduced  from  the  Properties  of  the  Circle,  and  Geometricallr 
demonstrated.  By  the  Duke  of  Somerset.  8.  1842.  clotn 
9  sh.  6  d. 

Von  den  sphärischen  Linien,  welche  durch  den  Schnitt  einer 
Kugel  und  der  UmdrehungsoberOächen  des  zweiten  Grades  ent- 
stehen, Ton  Dr.  N.  Gins  her g.    gr.  8.    JBreslau.  1842.     6  ggr. 

Die  Uebertragungsprincipien  der  analytischen  Geo- 
metrie. Von  Dr.  N.  Druckenmüller,  Lehrer  der  Math,  am 
Gymnasium  zu  Düsseldorf.  Erster  Band.  Trier.  1842. 
8.    2  Thir. 

Ceber  dieses  den  Ltebhabern  der  analytischen  Geometrie  sehr 
zu  empfehlende  VTerk  erklärt  sich  der  Herr  Verf.  zu  Anfange  der 
Torrede  liuf  folgende  Art:  „Wie  nach  dem  Princip  der  Reciproci- 
tät  von  Gergonne  und  Poneelet  sich  ein  Punkt  und  eine  ge- 
rade Linie  entsprechen,  so  stellt  die  Collineation  ^on  Möbius 
zwei  gerade  Linien  oder  auch  zwei  Punkte  in  abhängiger  Lage 
einander  gegenüber  und  die  von  Magnus  und  Steiner  einge- 
führte neue  Art  der  Verwandschuft,  welche  als  Collineation  der 
zweiten  Ordnung  angesehen  werden  könnte,  setzt  an  die  Stelle 
einer  geraden  Linie  einen  Kegelschnitt,  der  durch  drei  feste  Punkte 
geht,  darum  aber  auch  an  die  Stelle  eines  Punktes  einen  Kegel- 
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Weisbach»  Prof.  Ssl.»  Tafel  dcfr  vielfachen  Sioas  and  Coii- 
■1M,  %um  Gebrancbe  für  practische  Geoseter  und  Mechaniker  über- 
haupt ond   far  Markscheider   besonders.    Lex.   8.    Leipzig.  1842. 

*  ggf- 

Adh^mar,  Prol  d.  MatbeMatik  J.,  die  Lehre  yom  Steinscbnitte, 
sooi  Gebrauche  für  Civilingenieure  und  die  Studirenden  an  Bau- 
scbolen,  höhere«  Gewerbuchnlea  ond  polytechn.  Lehranstalten. 
Aus  deai  Französ.  frei  bearbeitet  und  durch  Zusätze  ber«>ichert  von 
0.  Möllin|;er,  Prof.  der  Mathesialik.  Auch  unter  d.  Tit.:  home- 
trische  Projectionslehre  (Perspective).  Wissenschaftlich  begründet 
und  in  ihrer  Anwendung  auf  das  technische  Zeichnen  bearbeitet 
Ton  Möllinger.  Angewandter  Tbeil.  15.  u.  8.  Lieferung,  Scbluss. 
Lex.  8.  Solothum.  184^  brach.  4  Thlr.  Camplett  Text  geheft. 
V.  Atlas  cart.  8  Thlr. 

Lacroix,  Lecona  de  gdosiftrie  appliqu^  anx  arts.  In  4 
Tersailles.  1842.    5  Pr. 


Trigonametrie. 


ElesieBte  der  ebenen  Trigonosietrie  und  Stereometrie.  Lehr- 
bvcb  für  die  oberen  Klassen  &r  Gymnasien  und  Realschulen.  Von 
F.  L.  Stegmann,  Dr.  and  Lehrer  der  Math,  und  Physik  an  der 
Realschule  und  Privatdocent  an  der  Uni?,  zu  Marburg.  Marburg. 
1843.    8.    16  ggr. 

LefAure  de  Povrcy»  ^l^ments  de  tHffonom^trie.  In  8.  Parii. 
184S.    S  Fr. 


Mechanik. 


iSiteenta  de   mtoinique  par  Kater  et  Lardner.      Traduit  df 
ranglaia  par  Cournot    Paris.  1841    12.    5  Fr. 

Bwbank'a   Treatise   on   Hydraulics.     Royal  8.     1842.    L.  1. 
1  s.  (In  Amerika  erschienen). 

< 
W.  Wal  ton,  a  collection  of  problems  in  Illustration  of  th« 
priuoiplea  of  theoretical  mechanics,    8.    Cambridge.  1842.    16  sh. 


( 
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Praktische  Mechanik. 


Otto,  J.  E.  F.,  Tafeln  für  den  Bombenwurf.  Berlin.  1842. 
8.     1  Thlr.  8  ggf. 

Nötbigste  Vorlehren  aus  der  Mechanik  und  Hydraulik,  mit 
neueti  byurauHschen  Lehren  für  die  zu  den  Berechnungen  der 
Wasserräder  u.  s.  w.  besten  Aiismittelungen  aller  Geschwindigkei- 
ten und  Gefälle  des  Triebwassers,  und  mit  einer  Beschreibunfir  eines 
einfachen,  wohlfeilen  und  zum  Messen  in  verschiedenen  Tiefen 
brauchbaren  Wassergeschwindigkeitsmessers,  vom  Prof.  Dr.  Ch.  L. 
Rösling.     Augsburg.  1842.     gr.  8.     15  ggr. 

Der  Maschinenarbeiter.  I^brbuch  der  praktischen  Mechanik, 
in  welchem'  eine  AuOT>sung  der  verschiedenen  wichtigen  Sätze  der 
prakt.  Mechanik  mit  Hülfe  der  Arithmetik  und  Elementar-Geometrie 
gegeben  worden  ist.  Ein  ubentbehrlicher  Führer  für  künftige  Me- 
chaniker, und  den  Gewerbscbüien  gewidmet,  vom  Civil  -  Ingenieur, 
Professor  C.  Arnietigaüd;  Aus  dem  FranzÖs.  von  Dr.  C.  Hart- 
mann.   Augsburg.  1841.     gr.  8.     18  ggr. 

Bresson,  Trait^  ^l^mentaire  de  m^canique  appliqu^e  aux 
Sciences  physiques  et  aux  autres.  Mecanique  des  corp^  solides. 
Je  4.    Avec  atlas.    Paris.  1842.     25  Fr. 

Lehrbuch  der  Mechanik  in  ihrer  Anwendung  auf  die 
physischen  Wissenschaften,  die  Künste  und  Gewerbe 
v>on  Carl  Bresson.  Aus  dem  Französischen.  Leipzig. 
1842.    4.     Preis  jeder  Lieferung  12  ggr. 

Von  diesem  Werke,  welches  in  sechs  Lieferungen  erscheinen 
soll,  sind  bis  jetzt  zwei,  die  Grundlehren  der  Statik,  die  Seilmaschine 
und  die  Kettenlinie  enthaltende  Lieferungen  in  unsere  Hände  ge- 
langt. 

Jariec.  Coars  ^1^.  de  mecanique  industrielle.  2  vols.  An- 
gers. 1842.    8.    4  Fr. 

Weisbach,  Prof.  Jul.,  Untersuchungen  in  dem  Gebiete  der 
Mechanik  und  Hydraulik  auf  eigene  Beobachtungen  und  Versuche 
gegründet.  1.  Abtb.  —  Auch  u.  d.  T.:  Versuche  über  den  Ausfluss 
des  Wassers  durch  Schieber,  Hähne,  Klappen  und  Ventile,  ange- 
stellt und  berechnet.  '  gr.  4.     Leipzig.  1842.    2  Thlr.  16  ggr. 

Theorie  der  Kraft  sich  bewegender  expansibler  flüssiger  Mas- 
sen, oder  des  pneumatischen  Drucks,  vorzüglich  der  Luft,  mit  An* 
wepdung  der  Kraft,  welche  die  Luft  auf  Windmühienflügel  ausübt, 
¥on  W.  Fi  ekler,  Injgenieur  Prem.  Lieuten.  a.  D.  und  Wegebau- 
meister.    Crefeld.  1841.    gr.  8.    ^2  ggr. 

KDOchenhauer,  Director  der  Realschule  in  Meioingen,  K. 
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W.,    die  Statik  der  Gewölbe,   mit  Rucksiebt  auf  ibre  Anwenduiig 
entworfen,    gr.  8.    Berlin,  1842.     18  ggr. 

Olivier:  Tb^orie  ff^om^trique  des  engrenages  destin^s  li  trans- 
mettre  le  mouvement  de  j'otation  entre  deuz  axes  situ^s  ou  dob 
sitB^s  daos  an  möme  plan.    4.    Paris.  1842.    10  Fr. 


Optik. 


Analytische  Optik  von  Dr.  L.  J.  Schleiermacber, 
Grossberzofflicb  Hessiscb^m  Oberbandirector  and  Di- 
rector  des  Grossberzoglicben  Maseams  u.  s.  w.  Erster 
Tbeil.    Darastadt.  1842.    8.    5  Tblr.   . 

Der  Herr  Verf.  hat  sich  in  diesem  Werke  bemüht,  die  zar 
Construction  der  optischen  Instrumente  erforderlichen  Formeln  mit 
Berilcksicbtigong  aller  merklichen,  in  and  aasser  der  Axe  stattfin- 
denden Abweichungen  und  der  dabei  in  Betracht  kommenden  Ne- 
benumstände,  für  ein  beliebiges  System  von  sphärischen  brechendes 
Flächen  zu  entwickeln  und  dieselben  nicht  nur  auf  diejenigen 
Probleme  anzuwenden,  bei  denen  eine  approximative  Auflösung 
hinreicht,  sondern  yermittelst  der  Methode  der  kleinsten  Quadrate 
auch  auf  diejenigen  Probleme,  welche  eine  genaue  Renntniss 
der  Abweichungen  erfordern,  indem  er  die  letzteren  als  die  Fehler 
betrachtet,  welche  durch  jene  Methode  so  klein  als  möglich  ge- 
macht werden  sollen.  Hierdurch  gelangt  er  zu  Formeln,  welcbe 
die  Grundlage  bei  allen  seinen  Untersuchungen  aber  die  Deutlich- 
keit, Gestalt  und  Loge  der  Bilder  ausmachen  und  dazu  dienen,  die 
bei  der  Construction  der  Instrumente  wUlkuhrlich  gebliebeneD 
Grössen  so  zu  bestimmen,  das»  dadurch  die  grösste  Deutlichkeit 
und  die  grösste  Aehnlichkeit  mk  dem  Gegenstonde  erhalten  wer- 
den kann.  Der  zweite  Tbeil  wird  insbesondere  den  allgemeioen 
Anwendungen  der  im  ersten  Theile  entwickelten  Theorie  auf  Glä- 
ser und  Spiegel  gewidmet  sein,  sodann  die  durch  die  Erfahrung 
ffeleiteten  speciellen  Anwendungen  derselben  auf  die  gehraucklichen 
Instrumente,  und  Tafeln,  um  die  Dimensionen  der  Instrumente  mit 
Leichtigkeit  berechnen  zu  können.  Eine  Anzeige  dieses  Werks 
und  eine  ausführliche  Angabe  des  dabei  zum  Grunde  gelegtes  Fla- 
ues befindet  sich  schon  in  Poggendorfs  Annaleu  der  Phjraik  und 
Chemie.  Bd.  XIV.  S.  1.  und  die  drei  ersten  Kapitel  sind  schon  ia 
dem  9ten  und  lOten  Bande  der  Zeitschrift  für  Phjrsik  und  Mathe- 
matik Ton  Baumgartn.er  und  ¥.  Ettingshausen  ahgedruckt  worden, 
üeber  ein  mit  so  grossem  Fleisse  und  Zeitaufwaude  ahffcfasstes, 
eine  nicht  geringe  Anzahl  neuer  üntersuehuageu  enualtendes 
Werk  hier  in  einer  so  kurzen  Anzeige  ein  UrdMÜ  fallen  zu  wol- 
len» möchte  sehr  Toreilig  erscheinen,  da  insbesondere  eine  Prüfung 
der  Tielen  und  zum  Tbeil  sehr  weidäufigen  allgemeinen  analyti- 
•cheu  Rechnungen  nur  durch  eiu  sehr  sorgfaltiges  Studium  des 
gnnten  Werkes  gewuiueu  werden  kam.    So  ^el  aher  Hast  sich 
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mit  Bestimmtlieit  behaopten,  dass  dieses  Werk  von  Keinem,  wer 
sich  für  die  Theorie  der  optischen  Instrumente  und  deren  ^rvoll- 
kommnung  interessir^,  unberücksichti^  gfelassen  Werden  darf.  Dass 
die  Künstler,  welche  sich  mit  der  Verfertigung  optischer  Instru- 
mente heschäftigen ,  nicht  im  Besitz  der  analytischen  Kenntnisse 
sind,  welche  dieses  Werk,  insbesondere  auch  aus  der  neuern  ana- 
lytischen Geometrie,  in  Anspruch  nimmt,  ist  bekannt  genug.  Sehr 
zweckmäss^  wird  es  daher  gewiss  sein ,  wenn  der  Herr  Verf.  am 
Ende  des  Werks  seine  gewonnenen  Resultate  in  einer  für  Künst- 
ler allgemein  verständlichen  Sprache  zusammenstellt,  und  die  von 
ihm  für  den  zweiten  Theil  versprochenen  Tafeln  in  einer  möglichst 
grossen  Ausdehnung  liefert,  wodurch  er  sich  gewiss  ein  wesent- 
liches Verdienst  um  die  praktische  Optik  erwerben  wird. 

Göthe^s  Farbenlehre,  16  Tafeln,  und  27  Tafeln  zu  dessen 
Beiträgen  zur  Optik,  nebst  Erklärung.  Als  Nachtrag  für  die  Besit- 
zer von  Göthe's  sämmtlichen  Werken  zu  allen  erschienenen  Ausga- 
ben,    gr.  4.     Stuttgart.  1842.     broch.  2  Thlr. 

Chevalier,  E.,  die  Mikroskope  und  ihr  Gebrauch.  Oder  voll- 
ständiges Handbuch  der  Mikrograpnie.  Bearbeitet  und  mit  Anmer- 
kungen, so  wie  mit  einer  Abhandlung^  über  die  katadioptrischen 
Linsen  Versehen  von  Dr.  F.  S.  Kirstein.  Quedlinburg.  1843.  8. 
1  Thlr.  12  ggr. 

Lettres  au  professeur'  lU.  Serre  de  Montpellier,  sur  Temploi  des- 
verres  de  lunettes  dans  le  traitement  de  quelques  affections  oculai- 
res,  par  Fl.  Cunier.    Bruxelles.  1842.    6  ggr. 

Die  Anwendung  dei-  isometrischen  Perspective  von  Jos.  Jop- 
ling,  Arcbitect.  Aus  dem  Engl,  von  Carl  von  König.  Wien.  1840. 
gr.  8.    21  ggr. 

The  Elements  of  Linear  Perspective,  and  tlie  Projection  of 
Shadows:  adapted  to  the  use  of  Mathemalical  and  Drawing  Classes 
and  Private  Students.  With  61  Diagrams  on  Wood.  By  W.  Bar- 
nes, of  St.  John's  College,  Cambridge.    12.    1842.     cloth  2  sh.  6  d. 


Astronomie: 


C.  F.  Blunt,  the  beauty  of  the  heavens;  a  pictorial  display 
of  the  astronomical  phenomena  of  the  universe;  with  a  lecture  on 
astronomy.    4.    Londoii.  1842.    28  sh. 

Die  Erd-  und  Mondbahn.  Zur  Erläuterung  einer  neuen  Ver- 
anschaulichungsmasehin^  des  Brd-  und  Mondlaufes,  ein  Vortrag  in 
der  Xehrerconferenz  zu  Langensalza  den  7.  Octoher  und  2.  Decem- 
her  1840  gehalten  von  Dr.  F.  A.  Günther,  gr.  8.  Sondershausen. 
1842.    12  ggr. 


164 

Ein  ganz  kiinier,^  nur  das  för  die  Schale  Netkwendige  eat- 
baltende,  bloss  diejeniffen  mathematiscbeo  Kenntnisse,  weläe  der 
Schüler  aus  Tertia  mitDringt,  voraussetzende  Leitfaden  der  Physik, 
mit  blosser  Andeutung  der  Beweise  in  dem  mathematischen  Theile. 

Die  Physik  in  ausführlicher   populärer  Darstellung... 
Nach  dem  gegenwärtigen  Zustande  dieser  Wissenschaft, 
Q.  8«  w.  von  Dn  J.  H.  M.  v.  Poppe.    Zweiter  Band.    Zürich. 
1842.    8. 

M.  s.  Literarischer  Bericht.  IX.  S.  148.  Das  Buch  ist  mit  die- 
sem zweiten  Bande  beendigt.  Der  Preis  des  Ganzen  ist  3  Thlr. 
14  ggr. 

Descrizione  di  un  apparecchio  locomotore  applicabile  alla  dire- 
zione  de*  globi  aerostatici.  Di  R.  Argentali.  In  8.  Sinigaglia. 
1840. 

Theorie  ^l^mentaire  de  la  capillarit^  suivie  de  ses  principales 
applications  k  la  physiaue^  a  la  chimie  et  aus  corps  organises  psr 
Artur.    In  8.    Paris.  1&42.    6  Fr. 

Versuch  einer  neuen  Erkläruuffsweise  der  electrischen  Er- 
scheinungen von  Dr.  U.  lieinscb.    Nürnberg.  18^1.    8.     12  ggr. 

Nene  Brfahrungen  und  Entdeckungen  im  Gebiete  des  Blectro« 
magnetismus.  (Von  Stieglitz.)  Als  Fortsetzunsr  der  Schrift:  Die 
Dampfkraft  ersetzt  u.  s.  w.    Lex.  8.    Leipzig.  1842.    8  ggr. 

Luftelectricität,  Erdmagnetismus  und  Krankkeitsconstitution 
von  Dr.  L.  Buzorini,  Oberamtsarzt  in  Echingen.  Belle -Vue  bei 
Constanz.  1841.    Lex.  8.    3  Thlr. 

Sturgeon's  lectures  on  Electricity.    London.  1842.  12.  5  sb. 

Biot,  Memoire  sur  la  vraie  Constitution  de  Patmosphere  ter- 
restre.    In  8..    Paris  1842.    5  Fr. 

Meteorologia  universale,  ecc.  I>i  De  Luca.  In  8.  Napoli.  1841. 

Magnetische  und  meteorologische  Beobachtungen  zu  Prag,  in 
Verbindung  mit  mehreren  Mitarbeitern  ausgeführt  und  auf  öffent-  i 
liehe  Kosten  herausgegeben  von  lu  Kr  eil,  Adjuncten  an  der  k.  k. 
Sternwarte.    2.  Jahrgang.     Vom  h  August  1840  bis  31.  Juli  1841. 
Prag.  1842.    3  Thlr.  20  ggr. 

(M.  s.  Literarischer  Bericht.  Nr.  V.  S.  83). 

Graphische  Darstellung  der  Witterung,  beobachtet  und  gezeich- 
net vom  Prof.  Dr.  Maedler.  qu.  j-  Folio.  Dorpat  und  Moskau. 
1842. 

Meteorologische  Beobachtungen  zu  Bodenbach  bei  Tetschen  in 
Böhmen,  31  <>  52'  4"  ösüicher  Länge,  50^  46'  39"  nördlicher  Breite 
und  403,2  pariser  Fuss  über  der  Nordsee  im  Jahre  1841,  von  Seidl, 
Forstmeister.    Neue  Folge  1.  Jahrgang.    Prag.  1842.  gr.  8.  12  ggr. 
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S«  A.  d'Hombres-Firnias,  recaeil  de  m^moires  et  d'obser- 
Tatioos  de  physique,  de  m^t^rologie,  d'agriculture  et  d'histoire  pa* 
turelle.    2  Vol.    8.    Nimes.  1842. 


Vermischte  Schriften. 


Aufgaben  aus  der  Geometrie,  Stereometrie,  Trigonometrie, 
Geodäsie^  Astronomie  und  Physik.  Zu  Ueb'ungen  im  «numerischen 
Rechnen,  besonders  mit  Logarithmen.  Nebst  einem  Anhange,  ent- 
haltend einige  schwerere,  allgemeine  und  besondere  geometrische 
Aufgaben  von  Dr.  G.  A.  Jahn,  Lehrer  der  Mathematik,  gr.  8. 
Leipzig.  1842.    1  Tblr. 

Angekündigt  sind:  Meteorologische  und  naturhistori- 
sche Annalen.  Herausgegeben  von  Alexander  Theodor 
Nahl,  vrelche  zu  Cassel  in  der  J.  Luckhardt'schen  Buch- 
handlung erscheinen  und,  wie  es  scheint,  eine  Art  meteorologi- 
scher und  naturhistorischer  Zeitung  bilden  sollen.  Allerdings  hal- 
ten wir  es  für  zweckmässig,  dass  die  in  den  Zeitungen  so  häufig 
vorkommenden  Nachrichten  über  meteorologische  und  andere  Natur« 
£rsch'einungen,  da  dieselben  so  häufig  übersehen  werdeo^  an  einem 
Orte  gesammelt  werden.  Nur  muss  der  Herausgeber  ausser  den 
deutschen  dann  auch  vorzüglich  alle  ausländischen  Zeitungen  voll- 
ständig ausbeuten,  da  namentlich  letztere  insbesondere  in  kleinern 
Städten  fast  nie  zu  haben  sind  und  gelesen  werden.  Der  Preis 
für  den  Jahrgang  in  der  Stärke  von  27  bis  30  Bogen  gross  8.  ist 
auf  2^  Thir.  festgesetzt. 

• 

Mathematische  Abhandlungen  der  Königlichen  Aka- 
demie der  Wissenschaften  zu  Berlin.  Aus  dem  Jahre 
1840.    Berlin.  1842.    4.     1^  Tblr. 

Inhalt:  l)  Cr  eile:  Ueber  den  Werth  und  die  Eigenschaften 
der  Brüche,  deren  Zähler  und  Nenner  die  verschiedenen  zusammen- 
gehörigen Wurzeln  einer  Gleichung  vom  ersten  Grade  zwischen 
zwei  ganzen  Zahlen  sind.  2)  Kncke:  Ueber  die  Störungen  der 
Vesta  durch  Jupiter,  Saturn  und  Mars,  berechnet  von  den  Herren 
Dr.  Wolfers  und  Galle. 

In    den  *  gelehrten    Anzeigen    der   Königlich    bayeri- 
schen  Akademie    der   Wissenschaften    zu   München.  130. 
s.  m.:  v.  Steinbeil:  lieber  sein  Photometer  zur  Messung  der  Licht- ' 
menge   der  Gestirne.    Ueber   di^  Anwendung,  der  Yele8C0|ispiegel 
zu  astronomischen  Messinstrumenten. 

Memorie  della  reale  Accademia  delle  scienze  di  To« 
rino»    Serie  seconda.    Tomo  11.    Torino.  1840.    4.    / 
enthält  folgende  mathematisch -physikalische  Abhandlungen: 
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• 

Notice  8ur  les  tremMemeos  de  Cerr^  cfue  l'on  a  (^roQv^dam 
9  proviDce  de  Maarieooe  depuis  le  19.  Decembre  1838  jasqa'an 
18.  Mars  1840;  par  MoDseigneur  Alfexis  Billiet  pag.  LV. 

Calcul  de  la  deosit^  de  la  terre  par  L.  F.  Meoabrea.  pag.  305. 

Mouvemeot  d'un  Pendule  compos^  lursqu'oD  tient  conipte  do 
rayoD  du  cylindre  qui  lui  sert  d'axe,  de  celui  du  coussinet  sor 
lequel  il  repose,  ainsi  aue  ie  frottemeot  qui  s'j  d^veloppe;  par 
L.  F.  Meaabrea.  pa^.  3o9. 

Sur  la  d^termiDation  de  la  density  mojenne  de  la  terre  d^duite 
de  i'observatioD  du  pendule  foite  ä  KHospice  du  Mont-Ceuis  par 
Mr.  CttrUni  cd  septembre  18*21,  Note  de  Cbarles  Ignace 
Giulio.  png.  379. 

Serie  seconda.    Tomo  111.    Torino.  1841  enthält: 

Exp^riences  sur  la  r^sistence  des  fers  forg^s  dont  od  fait  le 
plus  d'usage  en  Pigment;  par  Charles  Igoace  Giulio.  pag.  175. 

Exp^riences  sur  lu  force  et  sur  P^lasticit^  des  iils  de  fer;  par 
Charles  Ignace  Giulio.  pag.  275. 

Det  Kongelige  Danske  Videnskabernes  Selskales  naturvidens. 
kabelige  og  mathematiske  Afhandlinger  8.  Deel.  Med  33  Tavler. 
Kjoebenhavn.  1842.    luip.  4.    2  Thir.  13  ggr. 

Verhandlungen  der  schweizerischen  naturforschen- 
den  Gesellschaft  hei  ihrer  Versammlung  zu  Zürich  den 
2.,  3.  und  4.  August  1841.    26ste  Versammlung.    Zürich.  8. 

Diese  Verhandlungen  enthalten  ausser  mehreren  kürzeren  Bemer- 
kungen folgende  hierher  gehörende  Aufsätze: 

Anzeige  einer  Specialgcschicbte  der  Nafurlehre  und  ihrer  Hülfs- 
wisseiischaften  von  Rudolf  Wolf,  Lehrer  der  Mathematik  zu 
Bern.  8.  203. 

lieber  »Spiralfeder- Wagen  von  Herrn  Oeri,  Mechaniker  in 
Zürich.  S.  212. 

Memoire  sur  F^lectricit^  atmosph^rique  par  Monsieur  B.  Plan- 
tamour,  prufesseur  d^astronomie  a  Pacad^mie  de  Geneve.  &  176. 

Aonuaire  pour  Tan  1842,  pr^^ent^  au  Roi  par  le  burean  des 
longitudes,  avec  Additions  d'Arago.     Paris.  1842.     18.     ^  Thlr. 

Bulletin  de  la  classe  |ihysico-math^matique  de  l'Acad^mie  Im- 
periale des  ticiences  de  Saint -Petersbourg.  Tome  1.  24  Nombrei. 
gr.  4.    St.  Petersbuurg  et  Leipzig.  1842.    2  Thlr. 


M.  Pillet,  iTssocie  correspondant  de  PAcad^aie  des 
Sciences  de  Turin,  a  mis  ii  la  disposition  de  cette  AcadMe 
«ne  somme  de*  10000  Fr.  pour  quatre  prix  qui  seront  d^cero^ 
par  eile  a  des  ouvrages  scientiiiquee  propres  ä  servir  d'introductioa 
a  IVtude  de  la  physique,  de  la  chimie,  de  la  m^canique  et  de 
Tastronomie.  Voici  Texpos^  du  programme  publik  a  ce  sujet  par 
la  classe  des  sciences  physiques  et  math^matiqnes  de  ce  corpa 
•avant: 
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„L'Acaö^Mie  croit  deroir  i&diqiieren  pei  de  bmIs  Pesprit  dans 
le^el,  eonforaiteent  avx  ¥«es  da  foit^ateur,  devront  ^re  cotiQtts 
les  oavrag^es  'giir  leaqo^ls  eile  aura  h  proDoncer.  .     • , 

Faire  coDDaitre  la  s^ieoee  povr  la  faire  aimer;  expaser^so^ 
v^ritable  objet  et  sts  pritvcipaies  oonqudtes  pour  meUre  eo  ävidence 
tcHiteea  grandeur;  «OBtrer  la  'noute  «{»'eile  a  su  «e  ifrajer  poar 
engager  les  lecteurs  a  y  entrer  et  a  la  pareourir  tonte  eoti^re; 
tracer  Thistoire  de  ses  progres  et  de  scs  ^garements  pour  eo 
devoiler  les  causes  et  les  cons^quences ;  indiquer  les  obstacles  qui 
arreteat  ou  qui  ralentisseut  sa  marebe,  pour  exciter  k  les  franchir; 
n'en  dissimuler  ni  les  difficult^s,  ni  les  lacunes;  rebd^e  sensibles, 
par  des  exemples  convenablement.  eboisis  et  d^velopp^s,  l'esprit  etv 
la  puissance  de  ses  metbodes;  ne  rien  mettre  qui  puisse  interrom- 
pre  la  cbaine  de  ses  d^ductious;  ne  point  attirer  l'attention  sur  des 
objets  secondaires  en  la  d^tournant  -des  points  les  plus  saillants; 
sopprioier  ce  qui  ne  {lourrak  ^tre  €%ipoB6  qii0  d'ifffe  «qmpiere  in- 
exacte  ou  trop  iocomplete.  employer  toujours  le  langage  fig^qrepx 
de  la  scieuce ;  dtre  concis  sans  obscurit^,  noble  sans  enflure,  simple 
«ans  Tulgarit^;  teile  est  la  tiche  aussi  difficile  qu'  bonorable  que 
devront  s^imposer  les  auteurs  qui  aspireront  k  obtenir  le  suffrage 
de  l'Acad^mie.  Ils  trouveront  dans  les  pr^faces  des  m^moires  et 
des  autres  ouvrages  de  Lagrange  des  modeles  parfaits  d'exposition 
et  de  style. 

Un  pitix  de  .2500  Fr.  est  promis  au  concours  pour  cbacun  des 
ouvrages  suivants,  savoir:  l**.  une  introduction  ä  l'^tude  de  la 
pbysique;  2**.  une  introduction  a  l'^tude  de  la  chimie;  3°.  une  in- 
troduction ä  P^tude  de  l'astronomie  ^),  —  Cbacun  ouvrage  devra 
constituer  une  exposition  rapide  des  principales  applications  de  la 
science  qui  en  formera  l'objet,  mise  autant  que  possible  k  la  portde 
des  lecteurs  qui  ne  poss^dent  que  les  connaissances  ^l^mentaires 
que  comprend  ordinairement  rensei^nement  des- Colleges.  Pour  la 
pbysique^  la  cbimie  PAcad^inie  nfexigera  pas  que  toutes  les  parties 
qui  forment  auJQurd'hui  le  domaioe  de  ces  deux  sciences  soient 
expos^es  avec,  la  mSme  ^teodue.  Les  concurrents  pourront  donner 
plus  de  d^veloppemeot  a  Celles  qui  leur  paraitront  plus  importantes 
ou  plus  susceptibles  d'dtre  pr^sent^es  d'une  oianiere  eontbrme  au 
but  du  concours.  L'Acad^mie  verrait  avec  plaisir  que,  dans  l'intro- 
duction  a  Petude  de  la  m^canique^  on  insistät  avec  quelque  ^tendue 
sur  la  partie.  exp^ri mentale  de  la^ science  pour  en  d^duire  les  prin- 
cipes  dont  on  d^veloppera  ensuite  les  cons^^uences  an  moyen  de 
Panalyse  et  de  la  g^om^trie.  Enfin,  dans  Tintroduction  k  Petude 
de  Pastronomie,  les  concurrents  devront  s'attacber  surtout  a  Pexpo- 
sition  des  pb^nom^nes  Celestes  et  des  metbodes  d'observation ,  en 
ti'empruntant  a  la  m^canique  Celeste  que  les  considerations  et  les 
r^sultats  les  plus  simples  et  les  plus  susceptibles  d'Stre  pr^sentls 
soüs  une  forme  ^l^mentaire. 


^)  So  beissen  die  Worte  in  dem  Journal  (Tlnstitut.  No«  452.  25.  Acut 
1842.  p.  304),  aus  welchem  dies  Programm  entlehnt  ist.  Jedenfalls 
ist  aber  hier  ein  Fehler,  da  aus  dem  ganzen  Programm  hervorgeht, 
dass  es  beissen  muss:  3®.  une  introduction  a  Tetüde  de  la  mecanique; 
4**.  une  introduction  a  Tetade  de  Pastronomie. 

G. 

BandlU.  16 
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scnte 


Les  savanU  de  tout  pays  sont  admis  a  concourir.    Les  mann- 
ito  devront  dtre  remis  an  secr^taire  de  PAcad^mie  des  Sciences 


lyant 
des  foods  n^cessaires  a  cet  objet/^ 


Berichtigung. 

In  dem  Titel  der  Abhandlung  XIX.   S.  119  s.  m.  ^Aa^-gau'^  statt 
^,in  Aargau.^ 


I  • 


XI. 

Literarischer  Bericht 


Geschichte  der  Blathematik  und  Physik 


Wi^  hole»  hier  die  Anzeige  sweler  «war  scboti  früher  erschie- 

«tt,  ms  aber  erst  jetzC  durch  die  Güte  ihres  Herrn  Verfasser^  be^ 
Bot  gewordenen  Schriften  nach,  da  dieselben  wegen  ihres  in 
vielfacher  Beziehnn^  interessanten  Inhalts  der  Aufmerksamkeit  der 
Leser  des  Archivs  recht  sehr  empfohlen  zu  werden  verdienen: 

Notice  sur  G^rard  Mol],  n^  k  Amsterdam  le  18  Jan- 
yiet  17S5>  mort  dans  la  m^iiie  ville  le  17  janVier  1838; 
pnr  A.  ^uetelet,  Secr^taire  perpdtnel  de  l'Äcademie  ro- 
yale  de  Briizelles,  directeur  de  TObservatoire  de  la 
aiStte  Tille  etc.    Brnxelles.  1839. 

Notice  aar  Jean  Guill.  Garnier,  membre  de  PAca- 
ddmie  royale  des  sciences  et-  belles-Iettres  de  Brnxel- 
les;  par  A.  Qnetelet,  Secr^taire  perpetuel  de  l'Acad^- 
nie,  directeur  de  l^Obserratoire  de  Bruxeiles,  etc. 
Broxelles.  1841.  <  , 

Beide  Männer,  deren  Leben  Herr  Quetelet  in  diesen  beiden 
Schriften,  auf  eine  höchst  anziehende  Weise  beschreibt,  werden  den 
Physikern  und  Mathematikern  hinreichend  bekannt'  sein,  Garnier 
weniger  durch  Entde<$kangen  und  Erfindungen,  mit  denen  er  die 
Wissenschaft  bereicherte,  als  diircb  eine  grosse  A^nzahl  von  ihm 
yerfasster  mathematischer  Lehrbücher,  durch  seinen  trait^  de  m^- 
t^orologie,  und  vorzüglich  als  Mitherausgeber  der  beiden  ersten 
Bände  der  trefflichen  einen  reichen  Schatz  insbesondere  auch  für 
Lehrer  an  lieberen  Üaterricbtsanstälten  höchst  oätzlicher  Bemerkun- 
gen und  Aufgaben^ enthaltenden  Correspon'dance  math^mati- 
qne  et  physi4|ue,  publice  par  MM.  Garnier,  Prof.  de  Ma- 
th^matiques  et  d^Astroaomie  a  PUniversit^  de  Cand, 
et  Qnetelet,  Prof,  de  Mtfth^matiques,  de'Physique  et 
d'Astronomie  a'l'Ath^n^e  de  BruxelJes.  A  G and.  1825.  26., 
deren  Herausgabe  aber  Herr  Quetelet  vom  dritten  Bande  an 
allein  übernahm«  Garnier's  Leben  bietet  besonders  durch  seine 
grosse  Bewegtheit^  und  durch  die  vielen  merkwürdigen  Personen, 
mit  denen  er  in  Berührung  kam,  grosses  Interesse  dar.    So  findet 

fPtDdUI.  17 
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den  GubiiswarieU  soa  nit  volkomeD  als  uit  ofivolkoinm  eiAtekge- 
tallen,  apgesteld  ten  dienste  der  SchoUn  co  Gjmnaavu  gr^& 
Te*8  Gra?eohiige,  1842.    30  c. 

Leichtfasslicher  practiscber  Unterricht  lam  vortbeilbaften  Ge- 
hraacbe  der  Logarithmeo',  um  mittelst  derselben  dte  schwierigsten 
und  lUBammeBgesetstestea  matbeiaatiackea,  als  nach  kaoftaäimiscbeD 
Recbnungea  auf  die  eiiifacbste  uad  küraseste  Weise  aussafubreo, 
von  J.  B.  Montag»  Lehrer  der  Arithmetik  sü  Eid&irt  L#eip«ig.  1841. 
8.    4  ggf. 

Bauer,  J.  E.^  die  Logarithmen  und  die  Gränzen  ihrer  Zuver- 
lässigkeit,  die  Gaussischen  Logarithmen  für  Summen  und  Differen- 
zen und  zur  logarithmischen  Auflösung  der  auadratiscbeli  Gleicbon« 
gen.  Für  eine  auf  strenge  Theorie  gegründete  Anwendung,  gr.  8. 
Münster.  1843.    12ggr. 

Raahe,  J.  Im,  die  Differenzial  und  Inteffralrecbnung  mit  Functio- 
nen mehrerer  Variahein.  (Der  Differenzial*  und  Integralrechoong 
2ten  Tbeiles  Iste  Ahtb.)    gr.  &    Zürich.  1843.    3  TUr.  8  ggr. 


Cseometrie« 


Lehrgang  der  Elementar  •»Geonietrie  fu^  mittlere  und  niedere 
Volksschulen  von  L.  Sobolewski.    Brfurt.  1843.    16  ggr. 

Leitfaden  für  den  Unterricht  in  d^r  Geometrie,  von  Dr.  F« 
Bredow,    Gymnasiallehrer.    4stes   Heft,   Planimetrie.     Gels.   1^42. 

gf .  8.    8  ggr. 

Praktische  Anleitung  zur  Auflösung  geometrischer  Aufgaben 
und  %mr  Erfindung  des  Beweises  geometrischer  Lehrsätze,  gestütst 
auf  eine  ausführliche  Erläuterang  des  Wesens  des  ffcometri^eo 
Satzes,  von  Dr.  E.  S.  Unger.  Mit  vielen  durch,  die  Steinpresse 
•iti)i^edruekten  Figuren.    Erfurt.  1843.    gr.  8.    1  ThU:.  8  ^gr. 

G^om^trie  st^r^om^trique ,  ou  collection  de  figures  en  ca^oa» 

four  faciliter  T^tude  de  la  g^om^trie,  par  Ij.  Dupin.    In  4.    Paris. 
\  Bogen  mit  48  Figuren  i»  Carton).     1S|2. 

Analyse  appliqa^e  k  )a  geom^trie  des  trois  dimewonS)  par  ^ 
F.  A.  Leroj.    3.  Vitien.    Paris.  1843.    8.    5  fr. 

R^sum^  de  legons  de  g^om^trie  apalytique  et  de  calcul  infinit^ 
simal  par  Belanger.    8.    Paris.  1842.    2  Thlr.  6  ggr. 

^  Treatiae  in  which  Oie  Blem^otary  Propert^es  of  the  EUipM 
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are  dedaoed  fron  the  Propeiües  of  the  Circle,  and  geometri- 
callr  demoDstrated.  By  the  Dake  of  Somerset.  Lönd.  1842. 
9  so.  6  d. 


Ptaktiscbe  Geometrie. 


Neiie  einfache  trigonometrische  Methode  die  Höhen  der  Berge 
zu  messen,  ohne  sie  zu  hestergen^  hewirkt  durch  die  Auffindung 
der  wahren  terrestriü^ken  R^raetion  yqa  Df,  F.  P.  v.  Grnithuisen, 
Professor  nnd  Ritter.    München.  1S42.    gr.  ^.    8  ggr. 

Leitfaden  hei  dem  Unterrichte  in  den  Anfangsgründen  der 
praotischea  Feldmesskun^t)  mit  Voraussohitkung  der  erford^erHchen 
arithmetischen  an^  geometrischeD  HUlfsatze.  Zum  Ciebrauch  in  6e« 
werbs-,.Bürg«-.  and  Landschalen  hearbeitet  von  4^  Woelfer,  Ver- 
messungs  -  Commissär  und  Lehrer.     Gotha.  1840.  41.    8.    12  ggr. 

Th.  Raetz,  pract.  Zeichenlehrer,  Geometrie  für  Künstler  und 
Handwerker.  Ein  Lehrhuch  zum  Selhstunterricht  2te  verh.  und 
vermehrte  Aufl.    gr.  8.    Berlin.  1842.    1  Thlr.  8  ggr. 

Anleitung  zum  Aufnehmen  von  Landgütern^  zum  Feldmessen 
und  Nivelliren.  Von  A.  Bdlotaw.  (In  russischer  Sprache).  8.  St. 
Petersburg.  1842. 

PtactSscher  Unterricht  im  Nivelliren  oder  Messen  der  Höhen  u. 
8.  w.    Mit  S  Kupfern.  8te  Ausgabe.    Bautzen.  184B.    gr.  8.    8  g^r. 

The  Princtples  and  Practice  of  Landengtaeering,  Trrgonome- 
trical,  Subterraneous,  and  Marine  Surveying;  with  an  Appendix,  hy 
Ch.  Bourns.    8. ,  London.  1842.    15  sh. 

•  '      '  *    ■   ' 

Di«  geometrische  2feichenkita8t>  oder  die  Lehre  yoti  d^n  geo-> 
metrischen  Projectiooen  und  ihrer  Beleuchtung ,  ni  3  Theilen;  voa 
Broecker  I. ,  Artillerie  «^  Lieutenant  nnd  Lehrer  an  der  Königl. 
Preuss.  Oberfeuerwerker  -  Schule.  Mit  12  Kupfertafeln.  Berlin, 
Posen  Und  Bromherg«  1S4S.    gr.  8.    4  ThlY.  8  ggr. 


TrigoDomefo*ie. 


^i^^F—"^^— ^^^— ^^ 


A  Treatise  on  Plane  and  Spherical  Trigonemetrr.  By  the 
Rev.  T.  G.  Hall/  M.  A.  Prof.  of  Mathmatic»  ia  KingV  College, 
London.    3,  edit    London.  1842.    7  sh.  6  d. 
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Mechanik^ 


Poinsot  Elements  de  statique,  snivia  de  qnatre  m^moires  sur 
la  compositioii  des  momento  et  des  aires«  Soie  ^iU  Paris.  1842. 
8.    6  Fr.  50  c. 


Praktische  Mechanik. 


Der  pracHscbe  MasekhieDbaaer,  tob  A.  V.  Demine^  practischen 
Maschinenbauer.  0.,  10.  uad  12.  Lieferung.  Mit  04  lithogrraphir* 
ten  Abbildungen.    Qaedlinburg.  1842.    8.    6  Thir.  20  ggr. 


Astronomie. 


Tbeodicee.  Eine  Reihe  von  Dialogen  von  Dr.  E.  A.  von  Scha- 
den. 1.  Band.  Auch  unt.  d.  Titel:  Orion,  qder  über  den  Baa  des 
Himmels.    Carlsrnhe  und  Freiburg.  1842.    gr.  8.    1  Tblr.  15  ggr. 

EMmens  d' Astronomie ,  par  C.  Loupot  Paris.  1842.  8.  5  fr. 
50  Cent.  %       ,  . 

^  Astronomfische  Untersuchungen  von  F.  W.  Bessel,  ^Geheimen 
Regierungsrath  und  Professor  zu  Königsberg.  2.  Band.  Königs- 
berg, 1842.    gr.  4.    5  Thir.  8  ggr. 

Wir  werden  nächstens  auf  dieses  wichtige  Werk  zurückkommen. 

Astronomische  Beobachtungen  auf  der  Königlichen  Universl- 
täts- Sternwarte  zu  Königsberg,  von  F.  W.  Bessel,  Geheimen  Re-* 

fierungsrath  und  Professor.     17.  bis  20.  Abth.,  vom  1.  Januar  bis 
1.  December  1831  —  1834.     Königsberg.  1835.  1836.    1838.  1840. 
Folio.    2  Thlr.  16  ggr. 

Berliner  Astronomisches 'Jahrbuch,  für  1845.,  (Der  Sammlung 
Berliner  astronomischer  Jahrbücher  70.  Band).  Auf  Veranlassung 
der  Ministerien  des  Unterrichts  und  des  Handels. herausgegeben  von 
J.  T.  Encke,  Director  der  Berliner  Sternwarte.  Benin.  1842. 
gr.  8.    3  Thlr.  4  ggr.     - 

S.  Literarischer  Bericht.  IX.  S.  146. 

Principales  tables  de  M.  de  Hendoza  (pour  la  tr^s- prompte  rd- 
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doctioii  des  distsDces  de  la  lone)  revues  «tc.  avee  de  tUres,  et  des 
explicatioDi  en  fran^ais  et  en  anglais;  par  L.  iUchard.^  la  4. 
Paris.  1842.    7  fr.  50  c 

« 

MemoiM   of  the  Royal   Astranomical   Society.     Foloae   I2tli. 
With  16  plates.    LoadoD.  1842.    4.    25  sh. 


Physik. 


Groadriss  der  Naturlehre,  oder:  Darstellufig  der  ündulatioDj 
als  weseatliche  Gmadlag^  der  gesammten  Naturkunde,  und  als 
Seklüssel  zu  vielen  Geheninissen  der  Natur*  Mit  sorgfältiger  Um- 
gehung aller  Hypothesen,  auf  rein  mathematische  Priucipi^n  ge- 
grüfidet,  Ton  VL  Rubrom.    Wien.  1841.    gr.  8.    2  Thlr. 

Rede  über  den  Einfluss  der  Naturwissenschaften,  bei  üeher- 
nähme  <tes  Prorectoratt  an  der  Universität  %n  Jena  am  6.  August 
1842   gehakea    von^  Dr.   £.    Hoschke.     Leipzig.   1842.     Lex.   8. 

J.  H.  Hellmuth's  Volks- Naturlehre.  10.  Aufl.  Nach  dem  Tode 
des  Verf.  zum  dritten  Male  bearbeitet  von  J.  G.  Fischer.  Braun- 
schweig.  1843.    1  Thlr. 

Die  Ezperimental- Physik.  Zum  Selbst- Unterrichte  fiir  Gebil- 
dete und  zum  Gebrauche  in  Real-  und  polytechnischen  Schulen. 
Nach  der  dritten  Aufl.  des  Französisch ^a  des  J.  Mareet,  Prof.  zu 
Genf,  übersetzt  von  G.  Kissling.  Erste  Lieferung.  Ludwig^bnrg. 
1843.  8.  Pas  Ganze  wird  in  sechs  Lieferangen  erscheiaen  und 
1  Thlr.  12  ggr.  kosten. 

Tratte  de  Physiqoe  consid^rde  dans .  ses  rapports  avec  la  Chimie 
et    les    Sciences    Naturelles,   par   Becquerel.    T.  1.    In  8.     Paris. 

1842.    7  fr.  50  c. 

< 

Elementi  di  Fisica,  di  Domenico  Scina  (Professor  der  Universi- 
tät in  Palermo)  2.  edizione  milanese  con  aggiunte.  2  Tomi.  Mai- 
land. 1843.    12.    6i  L." 

• 

Job.  Sam.  Tr.  Gehler's  physikalisches  Wörterbuch,  neu  bearbei- 
tet von  Gmelin,Xittrow,  Muncke,  Pfaff.  10.  Band  2  Abth.fWaf.- 
Win)   Mit  20  Kupfert^eln.   Leipzig.  1842.   gr.  8.   4  Thlr.  16  ggr. . 

Memoire  sur  l'Ar^om^trie,  et  en  particulier  sar  rAr^mitrie 
centigrade,  suivi  d'une  instruction  a  Pusage  des  fabricants  d*Ar^o- 
m^tres  par  Francoeur.    In  4.    Paris.  1842.    3  £r. 

Schenkl,  Dr.  K.  Ph.,  das  Barometer  und  seine  Benutzung  vor- 


176 

stiglich  als  Instrument  lua  Höhenmessen.    Roy.  f.    Brfinn.  1843^ 

Proceedinffs  of  tbe  liondon  Electrical  Society.    Part  7.  SessioD 
1843—43.    Edited  by  the  Seeretary.    London.  l84S.    8.    21|  sh. 


Vollständiger  Unterricht  in  der  Blitzableitersetzung  nach  66  Mo« 
dellen,  nebst  einem  Torbereitenden  Anszuffe  der  Blektrizitätslehre 
und  geschichtlichen  Notizen  über  die  Erfinoung  uod  Binfübrung  der 
Blitzableiter,  für  Architekten,  Ingenieure,  Bau-  und  Werkmeister, 
von  Dr.  K.  W.  Dempp.  Mit  3  Figurentafeln.  München.  1842.  8. 
16  ggr. 

Der  Maffnetismus  im  Verbältniss  zur  Nator  und  Belijgion  tob 
Ritter  Dr.  J.  Ennemoser.  Stuttgart  und  Tübingen.  184£  gr.  8. 
2  Thir.  12  ggr. 

Der  Galvanismus  in  seiner  technisehen  Anwendung  seit  den 
Jahre  1840,  oder  Galvanoplastik  u.  e^vr.  Für  Natur-  und  RvsstfreuDde, 
vrie  auch  zum  technischen  Gebrauch  dargestellt  von  Dr.  M.  KasU 
loch.    Briangen.  1842.    gr.  8.    16  ggr. 

Die  Galvanoplastik,  oder  praktische  Anleitung,  Metalle  aas 
ihren  Auflösungen  nach  den  neuesten  und  verbesserten  VerfahroBgs- 
arten  vermittelst  der  ffalvanischen  Electricität  zu  reducireu,  nick 
den  Vorschriften  des  V.  Walker,  T.  Spencer,  A.  Smee,  Sturgeon, 
de  la  Rive  u.  A.  bearbeitet,  und  mit  auf  eigene  BrfiahruBff  gegräo- 
deten  Zusätzen  verisehen  von  W.  Fardely.  Mannheim.  l&C  gr.  8. 
10  ggr. 


i  Preisaufgabe 

der  Ki^niglicbeii  Soeletät  der  Wissenschaften    zu  G5t« 

tingen. 

Es  soll  ein  Instrument  zur  Messung  der  Stärke  des  Tons 
zweckmässig  eingerichtet  und  Versuche  gemacht  werden,  um  die 
damit  zu  erreichende  Schärfe  der  Messung  kennen  zu  lernen. 

Einsendungstermin  vor  Ablauf  des  Septembers  1843.  Preis 
50  Docaten« 


Die'  mathematischen  Wissenschaften  haben  in  neuester  Zeit 
zwei  grosse  Verfuste  erlitten. 

Am  21.  September  1842  starb  der  berühmte  englische  Mstbe- 
matiker  James  Jvory,  geboren  im  Jahre  1765. 

Am  12.  Januar  1843  starb  zu  Paris  L.  Puissant,  geboren  am 
12.  September  1769  in  La  Gastalferie  im  Seine-  und  Marne -Depar- 
tement, vorzüglich  bekannt  durch  seinen  Trait^  de  €^od^sie  und 
seinen  Trait^  de  Topographie. 


L«e*<i  BeHC. 


Systeme,  Lehr-  und  Wörterbttcher. 


I  I     ni 


Pbil.  Kelland,  Lectnres  on  the  Principles  of  Demonstrative  Ma- 
thematics.    8.    Edinburgh.  1843.    4  sb.  6  d.  * 

Conrs  de  matb^matiques,  r^dig^  pour  l'nsage  des^coles  mili- 
taires;  par  Allaise,  Billy,  Boudrot  et  L.  Puissant.  3.  Edition.  In  8. 
Paris.  1843.    7  fr.  50  c. 

Cours  de  matb^matiques^  k  I'nsage  de  Ping^nieur  civil,  par 
J.  Adb^mar.    Alg^bre.    8.    Paris.  1843.    5  fr. 


Arithmetik. 


Anleitung  zur  gründlicben  Erlernung  der  Recbenkanst  mit  An- 
wendung der  Weckmässigsten  Abkürzungen.  Zum  Selbstunter- 
richte und  als  Hül£sbucb  beim  öffentlichen  und  Privat- Unterrichte» 
von  J.  Strehl,  Lehrer  an  der  k.  k.  Normalhauptschule  zu  St.  Anna 
in  Wien.    2  ThL    8.    Wien.  1843.    1  Thlr.  12  ggr. 

Arithm^tique  usuelle:  Conrs  complet  de  caicul  th6orique  etpra* 
tique,  par  G.  F.  Olivier.    9  Edition.    12.    Paris.  1843.    2}  fr. 

The  Seeman's  Arithmetic,  or  thä  Application  of  the  several  Ru- 
les  of  that  science  to  the  purposes  of  tne  Maritime  Profession;  in 
which  also  aie  inserted  several  Examples  of  Statements  and  Ad- 

i'ustments  of  general  and  particulor  Averag^s.    By  J.  Martin.     18. 
Ddinburgb.  1843.    2  sb.  6  d. 

BAod  III.  18 
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J.  J.  Gremilliet,  Recaeil  de  probl^mes  anuimns  et  instrsdifi, 
avec  les  d^monstrationi  raisonn^es  et  rapplicatioD  des  r^gles  de 
Paritfam^tique  k  leors  lolutioas.  6.  Edition.  Partie  1.  2.  Paris. 
1843.    Ufr.      . 

AnfangsgrÜDde  der  BncbstabeorechDUDg  und  Algebra.  Ton 
4«  C.  LückeDbof ,  ProfessQr  am  Gymnasium  zu  Münster.  2.  yerb. 
und  Termebrte  Aufl.  gr.  8.    Münster.  1843.    10  ggr. 

Hartmann,  M.  Edler  von  FriMizMisbutd,  Grundlebren  der  allge- 
meinen Aritbmetik.    8.    Wien.  1843.    1  Thlr^  ggr. 

Aritbmetik  <«nd  Algebra)  für  Realsebiileo,  ftr  bl^ber«  B&rger-' 
und  Gewerbescbulen ,  so  wie  für  den  Selbstunterricbt ,  von  J.  A. 
Pflanz.    1.  Theil.    Niedere  AritluMtik.   8.    Stuttgart.  1843.    15  ggr. 

Lebrbucb  der  Aritbmetik  und  Algebra,  berausgegeben  von  Job. 
Salomon,  Professor  der  Mathematik  in  Wien.  3.  durchaus  verbes- 
serte Auflage,    gr.  8.    Wteii.  1843.    %  Tbln  16  ggr. 

A  Treatise  on  Algebra;  embrncing,  besides  tbe  elementar^  pria- 
ciples,  all  tbe  higber  psrts  usuall3r  taugbt  in  Colleges;  containing, 
moreover»  tbe  new  metbod  of  eubic  aod  bigber  Bquations  ,•  as  well 
as  4be  development  and  application  of  tbe  more  recently  discove^^ 
red  Theorem  of  $turm.  By  G.  R.  Perkins,  Principal  and  Professor 
of  Matliematics  in  the  Utica  Academy.  8.  Utica.  (United  States) 
1843.    10  sh.  6  d. 

Bzposition  de  la  th^orie'des  chances  et  des  probabilit^s»  par 
A.  A.  Cournot    Ui  8.    Paris.  1843.    7  fr.  50  c. 

Beitrag  zur  Auflösung  der  höheren  Gleichungen. 
Von  Dr.  Anton  Villas,  ordentlichem  Mitgliede  der  ungri- 
sehen  Gelehrten-Gesellschaft  zu  Pestb.    Wien;  1843.    8. 

Diese  Schrift  scheint  uns  ein  dankenswerther  Beitrag  zur  ge- 
nauem Würdigung  und  Vergleichung  der  Fourier'schen  und  Hör- 
ner'schen  (M.  s.  Literarischer  Bericht.  Nr.  VI.  S.  90)  Auflösungs- 
methoden der  numerischen  Gleichungen  zu  sein.  Zur  Empfehlung 
dient  derselben  auch  die  Dentltchkeit,  mit  ly^elcher  sie  verfasst  ist, 
wobei  sie  an  eignen  Bemerkungen  und  Bntwickelungen  nicht  arm 
ist,  Q.  A.  auch  insbesondere  ein  von  Fourier  nur  obenhife  anjre* 
deiitetes  Verfahren  genauer  zu  erwägen  und  nicht  nur  mit  der  Be« 
den*scben  Wurzelverminderun^  in  Einklang  zu  bringen,  sondern 
auch  hinsichtlich  der  Grinzen  semer  Genauigkeit  festzustellen  sucht 
Vollständig  ausgerechnete  Beispiele,  die  ganz  zweckmässig  zum 
Theil  aus  der  in  Nr.  VI.  S.  90  des  literarischen  Berichts  angezeig- 
ten Scbrifit  des  Herrn  Prof.  Schulz  von  Strasznickt  nnd  aus 
E^nckes  "bekannter  Abhandlung  in  dem  astronomischen  Jahr- 
bncbe  fttr  1841^  entlehnt  sind^  sind  nberall  beigebracht,  nnd  wer- 
den gewiss  sehr  zur  Unterstützung  minder  geübter  Leser  dien^. 

Bemerkt  mag  noch  werden,  dass  der  Verf.  auch  int  voriges 
Jahre  den  ersten  Theil  eines  in  ungriscber  Sprache  ver/assten  gro- 
sseren Lehr1)uchs  der  Theorie  der  Gleichungen  unter  dem  Titel: 
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Felsöbk    tgjenltttk.     l.  Püsejk.     Bndiii.  1M2*  beraviftgt- 
bto  hat. 

Die  LogaritbmtfD  and  di«  CirüBiea  ibrtr  ZuTtfrläi- 
•Igktitf  dt«  6aui«ii4bea  Lo^aritbm^n  für  Sutaaiao  tiad 
Bifferenzea  und  cur  logaritbafiatbeii  AuflöaiiBit  dar 
^usdratischen  €laicbuBgaa.  Für  eiae  auf  strenga  Tbaa- 
rie  gegrüftdeta  ADwattduDg.v  Von  Dr.  J.  IL  Boaer«  Ober- 
lehrer am  Gjrmaa&iam  zu  Münster.  Müaatar«  IWSL  8. 
«  ggr. 

Bei  eioer  Sebrift  wie  die  varltageBde«  welche  aicht  für  eMa 
Altfänger  beatimrot^  zu  sein  scbeiat,  welche  eiaer  besoadera  BeAer^ 
klmg  auf  dem  Titel  zufolge  eine  auf  ali^eage  Theorie  ge- 
graodete  Anweadung  zu  fordern  den  Zweck  bat«  und  deren 
tkenrefiaeba  Hauftgrundlage  die  Entwiekchiag  der  Logmrith- 
«coi  nad  Ezponentiaigräasen  ia  Reihen  biMely  wäre  laaa  wähl  tm 
«fwartes  berechtigt  gewatiem,  dasa  der  llerr  Verf.  diese  Eatwkka- 
Im^  nach  einer  atreagern  Metbodt,  als  ataf  die  ganz  gewöhnliche 
Weise  mittelBC  der  Methode  der  uahcstiainiten  Coeffici«^ea  aufge- 
führt hätte»  lasofern  nun  diese  Methode  den  Leser  in^  völli||ner 
DiagewissheU  «ber  die  Gränzea  der  Anwendbarkeit  der  durch  die« 
aeibe  erhaltevken  Beihea  lässt,  nad  überhaapt  ^-*  wie  nun  sidba»  oft 

genug  aus  einander  gesetzt  worden  ist  «^  zttr  Gewinnung  von 
esttltaten,  die  auf  strenge  Gültigkeit  Anspruch  machen  dürfen,  gar 
nicht  geeignet  ist,  da  Mrner  der  Verf«,  nach  seiaen  nus  $»  6.  er* 
iichtlicben  sehr  vagen  und  ganz  veralteten  Begrifi'dn  über  Conver« 
geM  und  Divergent  der  Reihen  zis  nrtbeilen,  mit  den  neuen»  Fort» 
schritten  der  Anaijsis  in  der  Theorie  der  Reihen  auch  nicht  im 
Entferntesten  bekannt  ist,  so  entbehrt  seine  Schrift  überhaupt  einer 
atrengen  theoretischen  Grundlage  ganz,  -und  der  Zweok  derselben 
kann  also  hiernach  nur  als  verfeUt  ersdieinen.  Jedoch  wird  sich 
dieselbe  wabmcheinlich  das  Verdienst  erwerben  >  den  Gebrauch  der 
Gaussiscben  Loffaritfamen,  insbesondere  auch  bei  der  Auflösung  der 
quadratischen  Gleichungen,  weiter  zu  verbreiten',  in  welcher  Be- 
ziehung sie  den  Lehrern  an  höhern  Dnterrichtsanstalten  empfohlen 
sein  mag. 

Tafel  der  Proportionaltheile  zum  Gebräuche  hei  logarithmischen 
Rechnungen ,  mit  besonderer  Berücksichtigung  der  Logarithmenta- 
feln von  Callet  und  Vega,  entworfen  ton  C.  Bremiker.  8.  Berlin. 
1843.    18  ggr. 

Die  DiffetenziaU  Und  Intergralrechnung  mit  Functio- 
nen ntehrerer  Tariableb«  Vo  n  J«  L^  Rabe»  Uer  Dlfferen- 
zial-'Vnd  Integralrechnung  zweiten  Theiles  erate  Ab- 
theilnng.    Zürich.  1843.    8.    3  TiHr.  8  ggr. 

Der  Inhalt  dieser  Abtheilinig  des  Rabe'achen  Werkes  Miier  Dif- 
ferenzial-^  uad  Integralrechnang  isl  durch  ihren  Titel  hinreichend 
bezeichnet«  Wenn  auch  bei  des  £ntwickelung  der  Taylirr^schen 
und  Macleufin'schen  Reihe  und  bei  der  Lagraage'seh^n  R^e  Er- 
ffinznagsglieder y  wie  der  Verf«^  dieselhen  nennt,  angegeben  wer- 
den sind,  so  haben  wir  doch  in  einem  Werke  wie  das  varliegenda 
eine  auf  die  Er^änzungsglieder  gestützte  näher  eingehende  Unter- 
anchtiag  iibeiL  die  GaiMvergena  uad  Divergenn  der  genannten  Reihen 

.  »  18*  , 
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ungern  vermisst,  weil  gerade  in  dieeem  Pnokte  noch  eine  vk 
UDangenehme  Lücke  in  der  Analysis  insbesondere  in  Bezap:  auf  4k 
Lagrange'sche  Reihe  auszufüllen'  zu  sein  scheint.  Jedenfalls  hat- 
ten aber  ^ie  verschiedenen  Arbeiten  Caueby^s  iber  die  €on?er- 
genz  und  Divergenz  der  Lagrange'schen  Reibe ,  die  freilich  io  ver- 
lebiedenen  Memoiren  dieses  grossen  Mathematikers  zerstreut  sioi, 
eine  ganz  besondere  Berücksichtiganff  verdient,  und  der  Yttt 
würde  .sich  durch'  deren  weitere  Entwickelnng  und  möglichst  ele- 
mentare Darstellung  gewiss  ein  ganz  besonderes  Verdienst  um  je- 
den Leser,  so  wie  auch  um  die  Wissenschaft  überhaupt  erworbei 
haben,  da  die  in  Rede  stehenden  Punkte  nothwendig  vollstiLndig 
aufgeklärt  werden  müssen,  bevor  sich  überhaupt  von  der  Lagrti* 
ge'schen  Reihe  eine  sichere  Anwendung  machen  lässt.  Ohne  soldie 
n&ber  eingebende  Untersuch uuja^en  über  die  Convergei^z  und'Di?er- 
genz  helfen  die  Brgänzdngsglieder  in  ihrer  allgeineinen  Forst  fv 
die  wirkliebe  Anwendung  gar  nichts,  und  die  ganze  Gleichasg 
bleibt  eigentlich  nur  ein  symbolischer  Ausdruck.  Auf  nähere  Eror* 
terungen  können  wir  hier  der ,  Beschränktheit  des  Raumes  wwa 
nicht  eingehen.  Nur  wollen  wir  noch  in  der  Kürze  bemerken,  dan 
bei  der  vorher  in  Anregung  gebrachten  Untersuchung  nach  unserer 
Ueberzeugung,  so  weit  dies  irgend  möglieb  ist,  iler  Gebrauch  der 
Integralrechnunff  vermieden  werden  muss,  und  dieselben  gan  io 
das  Gebiet  der  Differenzialrecbnung  zu  ziehen  sind. 

An  Clementary  Treatise  on  the  Differential  Calcnlus,  fn  wiiiek 
the  Method  of  Limits  is  exclusively  made  use  of.  Bj  the  Rev.  M. 
0*Brien,  M.  A.,  late  Fellow  of  Caius  College.  8.  Cambridge.  1843. 
la  sh.  6  d. 

1  principii  del  calcolo  sublime  esposti  coli*  algebra  pura,  saggio 
di  teoria  elementare  di  Giorgio  nob.  Foscolo,  sotto  -  teneate  nel 
corpo  de^r  ingegneri  navali^  nröf.  di  matematica  nelP  i.  r.  collegio 
della  marlon  in  Venezia.    In  4.    Venezia.  1842. 


Geometrie. 


Fundamente  der  Geometrie.  Fom  Prof.  Dr.  Magnns 
Georg  Paucker.  Fühfter  bis  siebenter  Cursus.  Metrik. 
Trigonometrie.  Stereometrie.  Mit  255  in  den  Text-eio- 
gedruckten  Holzschnitten.     Mi  tau.  1842.    8.    1  Thlr.  6  ggr. 

8.  literarischer  Bericht.  Nr.  X.  S.  154.  Wir  sind  fortwäbreod 
der  Meinung,  dass  Lehrer  ins  besondere  ioh  Einzelnen  i> 
dieser  Schrift  Vieles  finden  werden,  was  ihnen  bei  ihrem  Unterrichte 
recht  nützlich  sein  kann ,  auch  in  Bezog  auf  aus  derselben  so  eot« 
nehmende  Uebungsaufgaben ,  und  empfehlen  dieselbe  daher  in  die- 
ser Rückaicht  noämals. 

< 

Lebrbncb  der  ebenen  Geometrie'  zum  Gebrauche  bei  dem  Unter 
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richte  m  ftaiil-  md  Gyaoasial-» Anstalten  von  Dr.  C.  H*.  Nagel, 
Professor  der  I\Tätbenatik  an^dem  Ober^GyniDasium  uod  der  böli€rB 
Bürgersebale  in  Ulm.  3^  vermehrte  Auft.  gr.  8.  KAm,  1S413.  Mit 
17  lithogr.  Tafele^    20  ggr. 

Materialien,  sur  Selbstbescbäftigung  der  Scbüler  bei  dem  ün- 
terriobte.in  der. ebenen  Geometrie  von  Dr.  C.  H.  Nagel«  Profi  der 
Matbematik  u.  s.  w.  in  €lm.     gr.  8.    Ulm.  1843.    6  ggr. 

(Besonderer  Abdruck  des  Anhangs  zum  Lehrbuch  der  ebenen. 
Geometrie  von  demselben  Verfasser^)    . 
'.  •.      ■ 

Geometrie  und  Trigonom^rie.  Ein  Leitfaden  beim  Unterricht 
in  Real-  und  Getverbs<äinleD^  von  F«  Kieser,  Prof.,  Vorstand  der 
KöaigL  Realtcbuie  und  der  Elementaranstalt  in  Stattgart.  1.  TbU 
Ebene  Geometrie«  Mit  11  Steintafeln«  3.  vermehrte  AuB.  gr.  8. 
Stuttgaft.  18tö.    16  ggr.  . 

Del  postulato  quioto  degli  elementi  di  Euclide.  Di  Giovanni 
FuscQ.    In-  8.    Mapoli.  1841. 

Pr^iJktiscbe  Anleitun<g  xnr  Auflösuiig  geomelriscber 
Aufgaben   und   siir  Erfindung   des    Beweises    geometri* , 
scher  Lehrsätze,  gestützt  auf  eine  ausführliche»Erläute- 
rung  des. Wesens  des  geometrischen  Satzes,   von  Dr.  E. 
S.  Unger.    Erfurt,  1843.    8. 

Der  Verf.  sagt  in  der  Vorrede:     „So  lange  noch  dem  mit  der 
Geometrie  Beschäftigten  die  ermittelten  Wahrheiten  als  dUrch  einen 
Zufall  entdeckt  erscheinen,  und  er  die  Frage  nicht  zu  beantworten 
vermag:     Wie  ist  man  hierauf  gekommen?    so  lange  hat  er  eine 
wahre  geometrische  Ausbildung  sich   noch   nicht  angeeignet^'  und 
bemerkt  dann  ferner,  „dass  diese  Schrift  den  Zweck  habe,  dem  An- 
fänger, welcher .  bereits  eine  Zeit  lang,  mit  den  Elementen  der  Geo- 
metrie beschäftigt  ist,  diese  Ausbildung  zu  verschaffen,  und  ihn  zu 
diesem  Behufe  aahib  zu   bringen,   dass   er  des  Stoffes  vollkommen 
mächtig  werde,  das  Wesen  und  die  Bedeutung  der  einzelnen  Sätze 
und  ihren  Zusammenbang   zu  einem  vollständigen  Ganzen  richtig 
erkenne,    und   zu  einer  zweckmässigen  Benutzung  derselben  hin- 
länglich  befähigt  werde.     Um  diesen  Zweck  zu  erreichen   ist   das 
Ganze  so  bearbeitet,  dass  für  das  Selbststudium  dem  Anfänger  eine 
deutliche  Und  ausfuhrliche  Anleitung  gegeben   wird,  wie  er   seine 
geometrischen  Beschäftigungen  vorzunehmen,  und  worauf  er  sowohl 
hei  den  einzelnen  SäAen  an  und  ßir  sich  als  auch  Uei  der  Ermittelung 
Ihrer  Abhängigkeit  von  einander  seine  Aufmersamkeit  vorzugsweise  zu 
richten  hat,  und  es  ist  ihm  zugleich  durdi  eine  zahlreiche  Sammlung 
von  zweckmässigen  und  zweckmässig  zusammen  gestellten  Uebun- 
gen,  durch  die  er  eben  so*  zu  eigenen  Forschungen  veranlasst  wird, 
sich  Rechenschaft  zu  geben  über  die  A^t  und^eise,  wie  die  er« 
mittel ten 'Resultate  sich  nothwendig  haben  beraosstellen  mii^sen,  hin- 
llBgliefae  Gelegenheit '  geboten,  seine  geometrische  Ausbildung  zu 
vollenden  u.  s.  w.''    Um  es  kurz  zu  sagen,. ist  also  diese  Schrift, 
ihrem  Hauptzwecke  nach,   eine  Anleitung  zur  Auflösung  geo- 
metrischer Aufgaben t nach  analytischer  Methode  und  enthält  zugleich 
eine  ziemlich  grosse  Sammlsiig.'von  Aufgaben  und  Lehrsätzen,  wo-, 
bei' dieselbie  ihd^ss  zngleidi  itueli<4en  Anfanger  mit  der  Bedeutneg 
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der  einMlaM  8its«  in  ^a  g«on6trisclieD  SjwUme  uu4  dtr  Mid- 
weadii^keit  ikres  iBBeren  ZasamoMDbaDga  unter  einander  näbcr^ 
kannt  sn  maehen  lucbt,  um4  kierbdt  iDibesendere  das  Sjaten  4m 
Bociidei  inV  Auge  fasit  Indem  uns  die  Beengtheit  des  .Rssmei 
verhrndert,  namentlicb  über  den  letzteren  Punkt,  wie  wir  sosst 
wobl  gern  möobten,  ein  völlig  moti^irtes  Urtheil  abzugeben,  wollen 
wir  nur  benerkea,  dass  wir  allerdiugs  das  Bestrebeo  des  Yerfk 
in  dieser  Beziehung  für  löblich  halten,  dass  wir  aber  gewässekt 
hätten ,  dass  er  neben  dem  Systeme  des  Euelides  auch  andere  g^ 
metrische  Systeme,  insbesondere  das  tou  l^iegendre,  berüeksi^tigt 
und  auch  in  Bezug  auf  das  euclidiscbe  System  verschiedene  bei 
dessen  Charaktertsirung  gaua  ▼orsilglieh  zur  Sarache  kmasMude 
Hauptpunkte  scb&rfer  una  bestimmter  bevorgeboben  b&tte,  wsbei 
wir  u.  A.  das  fdnfte  Buch  im  Aug^  haben.  Sollen  wir  sebliesslieb 
unser  Urtheil  ttber  diese  Schrift  im  Allgemeinen  und  in  der 
Kürze  aussprechen,  so  glauben  wir,  dass  dieselbe  bei  einer  siea« 
lieh  ffrossen  Breite  der  Darstellung  Anfängern  in  der  Grcomet^ie, 
die  den  Unterricht  eines  geschickten  Lehrers  entbehren  miiseo, 
nützlich  werden  kann,  sind  aber  auf  der  andern  Seite  der  Heiausi^i 
dass  die^^Ibe  geschickten  und  geübten  Lehrern  auch  in  methodi» 
scher  Rücksicht  nicht  gerade  viel  Neues  bietet.  Aofangem  wie 
die  obigen  mag  dieselbe  jedoch  hierdurch  nochmals  empfablea  leis. 

Tratte  de  g^om^trie  descriptive,  par  Lcfebnre  de  Fosrcj. 
4.  Vitien  2  Vols.    8.    Pans.  1843.    10  fr.  * 

Trait^  ^l^mentaire  de  g^ometrie  «nalytique  a  2  et  a  3  dineo» 
sions,  contenant  toutes  les  tb^ories  g^n^rales  de  gj^ometrie  accei- 
sibles  a  l'aoalyse  ordinaire,  par  Auguste  Comte*  o«  Paris.  1843. 
7  ff .  50  c. 

On  the  Application  of  a  New  Aoalytic  Mcthod  to  the  Tlieor/ 
of  Curves  and  Cnrved  Surfaces,  By  the  Rev.  J  Bootb ,  Professot 
of  Mathematics.    8.^    Liverpool«  1843.    1  ab. 


^^^"■•"^^ 


Praktiscbe  Creometiie. 


Die  niedere  Messkunde  als  Instruction  für  GvilingeDieure,  eoU 
hakend:  Aufgaben  der  niederen  Messkunde^  Amunessungen  alt  Stu- 
ben und  der  Kette,  Gebrauch  des  Tisches^  u»  s.  w.  von  W.  K»  ^ 
von  Schlieben,  Eönigl.  S&chs.  Kammerrath.  9  Bäudchea.  1^ 
Quedlinburg.  1843.    12  ggr. 

L,  W.  Klemm,  die  Landes »Vervesanug  und  die  in  ihre»  ^ 
folge  befindlichen  Arbeiten»  erläutert  deiteh  die  im  KönigrakA  Wi^ 
temberg  zur  Ausfiihruug  gekomaMue  VersMBsnng.   8*  Hm  h  VÜS^ 
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(Trigo««n«tr,  TImU  2.  AbtUg.)    Hit  1  8t«iiit«f«U    gr.  8.    Statt- 
g«rt.  1S43.    8  ggr. 

(S.  LUerarmber  «wkht.  I^r.X.  &  157). 

A  ComrdieDfiive  Tr^atise  on  LiiDd  Sarveying;  eonprising-  the 
Tb^ory  «nd  Practice  ib  all  im  braocbes:  in  wbiä  tbe  Cse  ^  tbe 
irarious  InatrunenU  enwlojed  ip  Snrveyiog«  LeveUioff,  etc.  in  <;learlT 
elucidated  bj  practicaf  uanplea.  Illastraied  hj  4ff  plates.  B^  J. 
Aioslie.  Witb  a  Treatise  appended,  an  Triffooometrical  Surveyiagi 
LevelliDg  and  Railway  Engioeeringy  by  W.  Galleraitb^  M.  A.  4. 
LondoD.  1843.    clotb.  15.  sh. 

F.  W.  Simms,  A.  Treatise  oo  tbe  Principles  and  Practice  of 
L«evelling;  sbowing  its  application  to  purpoies  of  Civil  Engineering, 
particnlarly  in  tbe  Constructioa  af  KoadB,  witb  Mr.  Teiford's  Rules 
for  tbe  same.  2.  edition,  witb  plates  and  voodcuts.  8.  London. 
1843.    5  ab. 

Die  Ausgleicbnugs  -  Recbnungen  der  praptitcbea 
Geametrie,*  oder  die  Metbode  der*  kleinsten  Quadrate 
«iift  ibren  Anwendangen  für  geodätiscbe  Aiij^ab^n,  von 
Cbriatia«  Ludwig  Giarliag,  Da^burg  und  UQtba.  1843« 
8,^  *Tblr.  16  ggr. 

Oiesas  Werk  bilft  nacb  unserer  Ueberzeagupg  einem  wabren 
Bedürfnisse  aller  praktiscben  Geometer  ab,  und  verdient  denselben 
nacbdrKcUicbst  und  angelegentUcbst  empfoblen  xu  werden.  Alle 
Aufgaben  sind  durcb  ausfübriicb  ansgerecnnete,  aus  der  langjäbri- 
gen  eigenen  Praxis  des  Verfs«  entapamene  Beispiele  erläutert^  und 
wir  glauben  daber,  dass  ein  praktiseber  Geometer  bei  seinen  Ar« 
keite«  nicbt  leicbt  in  einen  VM  kommen  wird,  in  welchem  er  in 
dem  Torliegenden  Werke  liicht  binreicbende  Auskunft  über  d^s  am 
»weekmäsaipten  einauscblageade  Veifabren  finden  solUe.  Dasa 
der  Ver£  die  Sät^,  welche  der  Metbode  der  kleinsten  Quadrate 
sur  theoretischen  Grundlage  dienen,  nicbt  analytisch  aus  den 
Principien^  der  WabrscbeinlicbkeitsrechDung  entwickelt,  sondern 
aicb  mit  einer  mehr  populären  Erläuterung  derselben  und  einer  Hin« 
Weisung  auf  die  Quellen,  aus  welchen  ein  vollstäudigee  Studium 
dieses  bocbwichtigen  Gegenstandes  zu  schöpfen  ist,  l^gnügt  bat, 
kalten  wir  bei  einem  Werke  wie  das  vorliegende,  welches  Vorzugs« 
weise  den  Gebrauph  der  Methede  der  kleinsten  Quadrate  bei  der 
Ausfabrung  geodätischer  Messungen  in  die  Praw  einzuführen  be- 
absichtig^ in  jeder  Beziehung  für  zweckmässig.  Möge  daher  dieses 
Werk  den  von  dem  Ferf.  beabaicbtigten  Nutzen  in  der^  grössten 
Ausdehnung  stiften  und  reichlichen  Saamen  nach  allen  Riebtungen 
hin  ausatreuen!  Die  aua  demselben  aufgebende  Saat  wird  gewiss 
trefBicb  geratbea» 

Der  Jabreabericht  für  die  Mitglieder  der  Uajnburgi- 
acben  Gesellschaft  zur  Verbreitung  mathematischer 
Keantniaae.  Fastnacht.  1843.  enthält  einen  Aufsatz  des  Herrn 
Conferenzraths  Scbumaebejr  zu  Altooa,  in  welchem  derselbe  aus 
adnen  Vermpsaungen  die  Bestimmueg  mehrerer  merkwürdigen 
Punkte  in  Hamburg,  die  unter  den  jetziffen  Verbältnissen,  wo  m^b« 
rere  dieser  Punkte  durch  den   unglücklichen  ßrand  zerstört  sind. 
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ffewiss  iDteresse  geDog  haben,  um  ihre  BekaDntmachung  zu  recht- 
Fertigen,  da  die  mitjretheilten  Coordinaten  zugleich  als  sichert 
Grundlage  für  einen  Plan  von  Hamhnrg  gehraucht  werden^  können. 
Ausserdem   hat  diese  Abhandlung   aber   aujch  wegen  der' im   Ein- 

Sänge  mitgetheilten  ansführlichen  Tafeln  zur  Vergleichung  des 
[amhurger  l^aasses  mit  dem  Dänischen,  Preussischen ,  Französi- 
schen und  Englischen  Naasse  noch  ein  besonderes  Interesse,  wobei 
wir  gelegentlich  bemerken,  dass  der  Dänische  und  Preussische 
Fuss  gegenwärtig  ganz  |^leich  innd. 


Mechanik« 


W.    Whewel,    Mechanical    Euclid.      1%      Cambridge.    1843. 
4  sh.  6  d. 

Prodromus  zu  einer  neuen  Darstellungsweise  der 
höheren  analytischen  Dynamik,  mit  Anwcfudung*  einer 
neuen^  ai^fs  Evidenteste  erwieseüen,  allgemeinen,  ana- 
lytisch-dynamischen Fundamentalformel,  nach  welcher 
allein^  durch  blosse  Substitution  in  dieselbe,  alle  ge- 
denkbaren Aufgaben  der  Statik  und 'Mechanik  (diese 
beiden'Ton  nun  an  nur  eine  Lehre  bildend)  sieb  unmit- 
telbar auflösen  lassen.  Vom  Grafen  Georg  von  Bnquoy. 
Prag.  1842.    4.    8  ggr. 

Das  in  Rede   stehende  allgemeine   dynamische  Princip  drückt 
der  Verf.  S.  23.  Nr.  17.  i^  Worten  auf  folgende  Art  aus:  ,, Bestehe 
irgend  ein  System  von  materiellen  Punkten,  welche  unter  einander 
in  irs^end  einer  bestimmten  Bewegungsrelation  stehen,  d.  h.  wobei 
die  durch  Raum  und  Richtung  gegebene   Bewegung   ifgend  eines 
jener  Punkte,  fnr  jeden  der  übrigen  aus  jenen  Punkten,  zu  gleicher 
Zeit  eine  durch  Raum  und  Richtung  bestimmte  Bewegung  postulirt. 
Seien  ferner  jene  Punkte  in,  ihrer  Wechselbeziehung  zwar  ange- 
messenen, übrigens  jedoch  beliebigen     Bewegungen  oder  auch  in 
Ruhe  (die  Ruhe  ist  bloss  ein  einzelner  der  Geschwindigkeit  Nail 
entsprechender  Fall  der  Bewegung)  begriffen  /  und  seien   beliebig 
aus  jenen  Punkten  diese  oder  jene  (bpliebig  einer  oder  beliebig 
einige  oder  alle),   zu  gleicher  Zeit,  von  der  Grösse  (durch  Drock 
gemessen)  und  Richtung  nach  beliebigen  Kräften  sollizitirt;  so  ist 
am  Ende  irgend  einer  Zeit  f,  binnen  einerlei  Zeit-Differenzial  <#, 
allemal  Folgendes  richtig:   Die  Summe  der  Pröducte  aus  den,  bin- 
nen  de^  jene  Punkte  sollizitirenden  Kräften  (als  Druckgrössen)  in 
die  von  denselben  Punkten,  binnen  de^  nach  den  Richtungen 
jener  Kräfte,   durchlaufenen  Räume  (diese  Räume  sind  Catheten 
der    die   unmittelbaren  Durchlaufensräurae  darstellenden   Hypotenn- 
sen)  ist  gleich  der,  durch  die  doppelte  Beschleunigung  der  Schwere 
und  durch  das  Zeitdffferenzial  getheilten  Summe  dec^Prodocte  aus 
den,  binnen  dt,  in  allen  materielich  Punkten  des- Systems,  bloss 
durch  binnen  «^  bestehendes  Einwirken  obenerwähnter 
Kräfte,    hervorgebrachten  Inerementen  an  Bewegungsquantitäteo 
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(als  Prodvcte  aus  Maflsen  in  GeschsniidigkeitsiticreaieBte  bmI  aus 
Gescbwindigkeiteit  in  MasseDincremente  ansf^'edriiekl)  in  di^  tob 
-dtn  lefzterwälinteB  Paukten,  Ibinnen  ä$^  nach  den  jenen  Bewe* 
g'ungsquantitiUs-InGreBienteB    entsprechenden  Richtnn- 

fen,  d.h.  nach  den  jenen  Punkten  binnen  <&  entsprechen- 
en  unmittelbaren  Richtungen  wirklich  yol|sogener  Be- 
wegungen, durchlaufenen  Räuae. 

Die  analytische  Bntwickelung  dieses  Princips>  die  Ableitung 
des  Princips  der  virtuellen  Geschwindigkeit  aus  demselben,  welches 
als  ein  blosses  Gorollarinm  dieses  neuen  Princips  erscheint,  u.  s.  w» 
muss  man  in  der  Schrift  lielbst  nachlesen.  Bei  einer  Wissenschaft, 
welche  wie  die  Dynamik  einer  im  eigentlichen  Sinne  philosophi- 
schen Darstellung  und  Begründung  so  fthtg  und  bMörftig  ist, 
bleibt  es  iihmer  zweifelhaft,  ob  in  «inemder  bisher  bekannten  all* 
ffemeinen  Principien  derselben  ihr  höchstes  Prinzip 'schon  ge^ 
Funden  ist,  und  schon  insofern  darf  ä\aa  eine  Schrift,'  in  welcher 
ein  höheres  Princip  als  die  bekannten,  aifs  welchem  -  die  Jetstera^ 
sich  ableiten  lassen,  zu  entwickeln  versucht  wird,  nie  unbeachtet 
gelassen  und  verdient  jedenftills  einer  genanem  Prüfung  unterwor- 
ren  zn  werden. 


Praktische  Mecfaaiuk. 


Der  praktische  Maschinenbauer,  von  A.  V.  Demme*  11.  Liefe- 
rung. Mit  41  Tafeln  Abbildungen.  8.  Quedlinburg.  1843.  2  Thlr. 
20  ggr.  , 

31orin ,  Aide  -  memoire  -de  U^canique  pratique.    3,  ^ditibu.'    8; 
.  Paris,  1843.    8  fr.  50  c. 

lyianuale  pratico  di  idrodinamica.  Con  un'^apoendice,  cpnte- 
nente  il  testo  di  alcuue  leggi  relative. alle  acque.    Ad  uso  de^li  in; 

f^gDeri.  ed  agentl  di  can^agua  di  F.  Colombani.    8.    Miiano.  1842^ 
Lire.      ,  •     .   .  •      * 

Prolegomeni  di  filosofia  idraulica;  Assunco  dalla  trisezione  ge- 
nerale degli  angolij  Saggio  di  geometria  logica.  DelF  ingegnere 
L,  Corsi.    Monte  pii|cianQ.  1841. 


\  ' 


Optik. 


A  Treatise  on  Optics.    By  William  N.  GrifBn,  M.  A.  2.  edition. 
8.    Cambridge.  1843.    8  ib.  ' 
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BMb«r«k«  thteiqii«  des  lob  d'apr^  lesquellM  b  .Ijnucfe  ot 
itf^b  et  Hfr&ctäe  a  b  limite  dMnmuiie  de  deux  »ilbqx  com* 
pbiMMnt  tnuparens,  par  BL  F.  E,  Neunaaa«    gr.  4L   Paria,  1843. 


^  ■*■ 


Astronomie. 


PojNilftM  Sterokunde  oder  leicbtfassHcke  und  luaterbaUeada 
DaratellHag  der  Woadar  daa  gestirnten  Hiaineia,  Nebat  eine«  An* 
hange  fiber  daa  We*8entlichate  dea  Kabndeia  und  der  Witterangi* 
bkre  von  Dr.  G.  A.  Jahn»  Lehrer  der  Ifatheniatik.  MU  9  Tafeb 
AhbUdnngen.    8.    Leipaig.  1S43.    »  TUr.  8  ggr.     .^^ 

Der  Komet  am  Ahend  dea  18.  Mära  1843,  eine  natnrbiatorische 
Beachreibnng  der  Meteore  und  Pbänomene;  yon  H.  E«  von  Egidf. 
Nehit  richtiger  nnd  faaalicher  Abbildung  dea  Schannbtaea  am  and- 
liehen  nnd  weatljehen  Himmel.    8.    Zittau.  1843;   4  ggc. 

yiewa  of  the  Architeeture  of  the  Heavena.  By  J.  P.  Niehol, 
L.  L.  D.  Prof.  of  Pract.  Astronomj  in  the  Univeraitj  of  Glaagow. 
4.  edition.  8.  Bdlnbnrgh.  1843.  Wlth  M  BngraTinga.  dotb. 
10  ah.  6  d. 

Marcel  de  Serrea,  de  la  cr^tion  de  la  terre  et  dea  corps  c^- 
leatea.    8.    Paris.  1843/   2  TUr.  18  ggr. 

Leitfaden  der  mathematischen  und  allgemeinen  nhyaiachea  Geo- 
graphie, von  Dr.  J.  B.  Maedler,  Kaiser!.  Kusa.  Hofrath,  Professor 
der  Astronomie  und  Director  der  Sternwarte  an  Dorpart.   8.    Stutt- 
gart. 1843.    1  Thir.  16  ggr. 
» 

Principbs  of  Mathematical  Geography;  comprehendinjc  a  Theo- 
relieal  and  Practical  Estplanation  of  the  Constmction  ofBlapa;  witb 
Rnlea  for  the  Formation  of  the  Tarioua  kinda  of  Map  Projections. 
Bj  William  Hughes.  With  4  platea.  8.  London.  1843.  dotk 
6  ah. 

A  Celestial  Atlas,  conlaining  Mapa  of  all  the  Constelbtions  ti- 
aiUe  in  Great  Britein,  with  corresponding  Blank  Maps  of  the  Stars, 
ajatematicallj  arranged  for  communicating  a  Practical  Knowledge 
ot  ^e  HeaTens.  By  J.  Middleton,  Teaeher  of  the  Uae  of  the  Glo- 
bea  and  Aatronomy.  With  10  Mapa.  Folio.  Norwich.  1843.  21  ab. 
Cdonred.  28  ah. 

A  Gompanion  to  it;  cantaining'  a  Seriea  af  Leaaona  on  the 
Coaatellationa,  a  Diaaertation  on  the  Fized  Stara  and  Conversations 
on  the  Heavena.    Wi^  6  pbtea.    12.    Norwich.    bannd  5  sh. 

Aalronomiaebe  Cnleranebnngan  von  Friedrieh  Wil* 
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beim  Beisel.    Zweiter  BaMJ.    Königsberg.  1849.    4.    ftThlr. 
8  ggr. 

Da  der  Inbalt  dieses  zweiten  Bandes  des  oben  j^enannten 
wicbtigen  Werkes  fräber  nocb  nicbt  angegeben  worden  ist,  so  bo- 
len  wir  ibn  jetzt  nacb.  IX  Bettimmnag  der  Masse  des  Jupiter. 
JL  Analyse  der  Finsternisse  (diese  iai  böcbsten  Grade  ausgezeieh* 
nete  Abbandinng  sollte  Niemand  angelesen  lassen.  Aucb  in  Be« 
xiebtfng  auf  reine  Mathematik,  insbesondere  in  Beziebnng  auf  ana- 
lytißcbe  Geometrie  ist  dieselbe  von  dem  grössten  Interesse).  XI. 
Bin  Hülfsmittel  zur  Erleicbterung  der  Beobacbtangen  der  Sonnen- 
iBnslemisse  und  Stembedeekungen.  XII.  Beobaehtongen  des  Dank* 
ffänges  des  Merear  dnreb  die  8onne  ao^  4 — 5  Mai  18^.  XIII.  Ba» 
obacntuag  der  Sonnetifinsternias  am  15.  Mai  1836.  XIV.  Nene 
Berechnun^art  für"  die  Methode  der  Entfernungen  deis  Mondes  von 
anderen  Himmelskörpern. 

Memoirs  of  tbe  Boyal  Astronomical  Society.  Toi.  XIV.  co». 
.taining  tbe  resnlts  of  Experiments  witb  tbe  Torsion  Rod  for 
4etermining  tbe  Mean  Density-  of  tbe  Barth.  4.  London.  1843. 
20  sb. 

Astronomical  Observations  made  at  tbe  Radcliffe  Observatory, 
Oxford,  in  tbe  year  1840.  By  M.  J.  Johnson.  M.  A.  Vol.  I.  Witb 
1  plate.    Boy.  8.    Oxford.  1843.    dotb.  1%  sb. 

Tables  donnant  les  mesurer  microm^triqnes  de  plus  de  500  ^toi« 
les  doubles  et  multiples,  observ^es  k  Dorpat,  par  F.  G.  W.  Struve, 
et  dasa^a  par  eönstellatioos  par  €b.  Dien.  In  4.  Paris:  1843^ 
24  fr. 

#  • 

Effemeridi  astronomicbe  di  Milano  per  Panno  1842,  calcolate 
da  Rob.  Stambacchi.  Coa  appendiee  di  memorie  ed  osservazioni 
astronomicbe.    8.    Mailand.  1843«    5  L.  &  so. 

Giomala  astronomico  ad  uso  eamune  per  Panno  1842.  Con  an» 
pendice  di  notizie  astronomicbe  e  meteorologiebe  di  A.^l^lla,  du 
rettora  delP  osservatario  della  r.  nniversitb  di  Parma.  Anno  IX. 
Parma.    1  L.  30  so. 


i^^p^^— »*♦•»■ 


Physik. 


Handwörterbuch  der  Physik  und  Chemie.  Von  E.  P.  August, 
F.  W.  Barentin,  W.  H.  Dave,  L.  F.  Kaemtz,  R.  F.  Kl^den,  R.  F. 
Marckand,  F.  Minding,  F.  W.  G.  Radicke,  J.  A.  W.  Roebar,  L.  F. 
W.  A.  Seebeck.     1.  Band.   A— B.    gr.  8.    Berlla.  1842.    8  TUr. 

ISggr. 

Laaioni  di  fisica,  di  C  Matteueci,  data  naH*  I.  a  r.  mhmaiA 


%  > 
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di  Piim  Mit'  anno  1840 -Ifi«.  Vol.  ilU  diUwih.  ^.    im  S.    Pisa. 
1840-4.42. 

Beweisfiibniiig,  dass  die  Lrtre  der.  neueren  Physiker  vom 
Dmcke  dei  Wagaera  und  der  Laft  falsch  ist,  nahst  eineai  Versuche, 
die  Erscheinungen  an  flüssiffen  Körpern  ohne  atni09|ihäriachett  Luft- 
druck zn  erklären;  von  I^.  von  Drieherg.  2.  Aufl.  8.  Berlin. 
1843.    8  ggr. 


Die  Enscheinungen  der  Ekctricität  und  dea  Magtietisaitts  in 
ihrer  Verbindung  mit  einander.  Nach  den  neueaten  Entdeckungen 
im  Gehiete  des  Electro  •  Magnetisauia  und  der  Jnductions- Electnci- 
tät^  von  Dr.  J.  Eydani.  Mit  60  iihbildungan.  8.  Weiaar.  1843. 
1  Thlr.  22  ggc  . 

A.  Bravais,  Memoire  sur  les  conrans  ascendans  de  l'atmosphere. 
8.    Lyon.  1843. 

ün  triennio .  di  ^»aBervaaioni  meteorologieh« '  tatte  in  Pesaro« 
neffli  anni  1838 — 1839 — 1840;  memoria  del  conte  Giuseppe  Mami- 
ani,  socio  e  censore  delP  academia  agraria  pesarese.  In  8.  Pe- 
saro.  1841« 


.      ' 


Die  Revolutionen  des .  Meeres.  Von  J.  Adhemaiu  Aus  dem 
Französischen  übersetzt.    Leipzig.  1843.    8.     12  ggr. 

Alex.  Bertrand»  Lettrea  aur  las  r^voUutions  du  glohe ;  7.  Vitien, 
revue,  corrtg^e  et  coosid^ablement  augaraAt^,  enrichie  de  p lanches 
nauvelles  et  de  notes,  par  Arago,  £.  de  Beaumont  etc.  In  8. 
Bruzelles.  1843.    1  Thlr.  6  ggr. 

Annalen, für.Mete.orologie,  Brdmagnetiaaius  und  ver* 
wandte  Gegenständ,e^  redigirt  von  Grunert,  Koller, 
Kreil,  Lamont,  Plieninger,  ^uetelet,  Stieffei,  heraus- 

Segeben.  von   Dr.   J.   Lam.ont»     Jahrgang   1843,    II.  Heft. 
.üncM».  1842.    8. 

Inhalt.  Magnetische  Termiuheobaditttngen  in  Prag,  Mailand, 
Kremsmünster  und  München. 

Bemerkungen  zu  den  Terminbeobachtungen.  Gewitter  im  Jahre 
1841  nach  den  Beobachtungen  von  Landsherg,  Hohenpeissenberg, 
Regensborg,  Burglengenfeld,  Gunzenhausen ,  Ansbach,  Neustadt  a. 
d.  Aisch,  Würzburg,  Uffenheim,  Stuttgart,  Hof,  Leipzig. 

Observations  ue  la  quantite  d'eau  pluviale  tpmb^  depnis  le 
1  Mars  1841  d'apres  l'udometre  pla^  aur  la  tour  carr^  du  ^rt  1^- 
mothe  a  Lyon.    Par  M.  le  Garde  du  Genie,  Job. 

Meteorologische  Beobachtungen  im  Jahre  1841  an  der  k.  k. 
Universität  zu  Grätz  angestellt  von  Hrn.  Dr.  W.  Gintl. 

Magnetischer  Th^odoliity  vom  Blarau^€^har.< 
.Veranaehte  Nachrichten  vom  Herausgdiien. — .  Auszug  ana  einem 
Briefe   das  Hm.  Hofrath  Mädler.     Auazug   aua   zwei  Briefen  des 
Hm<  Golla;,  Auszug  aus. einem  Briefe  dea  Hrn.  Pro£  Koll^. 

Jahrgang  1842.    111.  Heft 

Inhalt.  Stündlicher  Gang  der  Temperatur  und  des  Luftdrucks 
haabaehtat  iaa  Jahre  1842  an  4Ur  kapigl  Sternwarte  bei  München. 
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Monatliche  Mittet  der  TiRBi|»eratiir  und  des  Lnftdnickctt  in  Leip- 
ziflr  in  den  Jabren  1835—1840,  nitfcetheitt  von  Hrn:Pro£  Möbins. 

Monatliehe  Mittel  des  Lnftdrbäes  und  der  Teaperatur,  beob- 
achtet an  der  k.  k.  Sternwarte  in  Wfen  von  18^ — 1840,  init^- 
theilt  von  Hrn.  C.  L.  v.  Littrow. 

Auszüge  aus  den  Beobachtungen  der  kgl.  Gerichtsärzte  in 
Bayern,  vom  Herausgeber. 

Magnetische  Beobachtungen  vom  Januar  1841  bis  Juli  1842; 
aufgezeichnet  im  magnetischen  Observatorium  der  k.  Sternwarte 
bei  Minchen. 

Bemerkungen  zu  den  vorhergehenden  Beobachtungen. 

Vermischte  Nachrichten  vom  Herausgeber.'    Mittheitungen  des»' 
Hrn.  Qnetelet,  Arbeiten  der  Brüsseler  Sternwarte.  -^'  B<^Bchtnng< 
periodischer  Erscheinungen  von  Hrn.  Quetelet.    Auszug  mm  einem 
Briefe -des  Hrn.  CoHa. 

Astronomisch-meteorologisches  Jahrbuch  für  Prag 
von  Karl  Kreil,  Adjunkten  an  der  k.  k.  Sternwarte,  u.  s. 
w.    Zweiter  Jahrgang:  1843.    Prag.    1  Thir.  8  ggr. 

Dieser  Jahrgang  enthält  die  astronomische  Ephemeride 
für  1843,*  eine  Ephemeride  des  gestirnten  Himmels,  eine 
ziemlich  ausgedehnte  Abhandlung  unter  dem  Titel:  Versuch  einer 
Witterungs-Ephemeride  von  dem  Herausgeber,  und  einen 
Aufsatz  über  Vegetations-Beobachtungen  von  Herfe*n  Karl 
Fritsch.  Zuletzt  giebt  der  Herr  Heransgeber  die  Beschreibung 
eines  von  ihm  construiKen  selbstverzeicbnenden  Barometers 
und  Thermometers,  welches  nach  den  mitgetheilten  mit  diesem 
Instrumente  angestellten  und  mit  den  an  andern  Instrumenten  ge- 
machten Beobachtungen  verglichenen  Beobachtungen  zu  urtheißn, 
jedenfalls  verdient,  weiter  verbreitet  zu  werden.  Der  Preis  des 
ganzen  mit  einer  Ohr  versehenen  Apparats  ist  100  österreichische  Con- 
ventions-,Gulden,  und  der  Herr  Herausgeber  ist  erbÖtig,  an  ihn* 
gelangende  Bestellungen  zu  besorgen  und  unter  setner  Aufsicht 
ausfahren  zn  lassen,  auch  dafür  einzustehen,  dass  kein  Apparat, 
ohne  von  ihm  untersucht  und  tauglich  befänden  worden  zu  sein, 
^  abgeschickt  werde. 

Resultate  aus  den  Beobachtungen  des  magnetischen 
Vereins  im  Jahre  1841.     Herausgegeben  von  £.  F.  Gauss 
und  W.  Weber.    Mit  10  Steindrucktafeln.     Leipzig.  1843. 
,  2  Thlr. 

I.  Ueber  die  Anwendung  des  Magnetometers  zur  Bestimmung 
der  absoluten  Declination.  von  Gauss.  II.  Beobachtungen  der 
magnetischen  Inclination  in  Göttingen.  Von  Gauss.  IIl.  Ueber 
eine  neue  Methode  zur  Bestimmung  der  absoluten  Declination.  Von 
Simonoff.  IV.  Magnetische  Beobachtungen.  Von  Hansteen.  V. 
Ueber  die  Einrichtung  und  die  Instrumente  des  ma^rii^^l^isehen  Ob- 
servatoriums in  Dublin.  VI.  Bemerkungen  über  die  Wahl  der  Mag- 
netnadeln zu  Magnetometern.  Von  Weber.  VU.  Magnetisirung 
des  Eisens  durch  die  Erde.  Von  Weber.  VHI.  Beschreibung  des 
anf  der  zehnten  Tafel  abgebildeten  Regulators  eines  Triebwerks. 
Von  Hansen.  IX.  Auszug  ausr  den  täglichen  Beobachtungen  der 
magnetischen  Declination  zu  Göttingen  im  Jahre  1841.  Von  Gold- 
schmidt.    X.    Vergleichung   magnetischer  Beobachtungen   mit  den 
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BlMRBteA  4er  Theorie«  Von  Ool4ichrtdt  XI.  foliBteriiBgeii  n 
dea  TermbiBeichiiiiii^eB  Bad  Be#lMicbiBBgsBBkleB.  BeobaebtBnn- 
xaUeB  y«B  dea  VariBtiaBeB  der  DediBiitioD  Bad  iBteasität  ia  aei 
TeraHBea  vom  26—27.  Febraar,  28-^29.  Mai,  27  -28.  Aagost  mi 
26—27.  NoTCDber  1841. 

Folgeade  Scbriften  yoa  Herra  Qaetalat  wollea  wir  hier  %üum*, 
BMoetellea,  weaa  aaeb  die  eiae  oder  die  aadere  leboa  ia  eiaer  firühero 
NaMBier  des  literariscbea  Bericbta  aageaeigt  wordea  sein  sollte: 

Catalogae  des  principales  apparitioas  d'^toilei  fU 
laates.  Bra^xelles.  1839^  4.  (Eatbält  Anzeigea  aus  dea  Jak- 
rott  $33  bis  1838.  Ia  eiaeai  Aabaage  fiodet  maa:  Catalogae  dei 
priaei|Ni|||  aurores  bor^les  observ^s  depais  lo  commeaceaient  de 
ce  si^ll|F 

Noayeaa  catalogue  des  priacipales '  apparitieiis 
d'^toiles  filaates.  Memoire  Ia  a  Ia  s^nace  de  PAcad^mie 
royale  de  Braxelles  da  6  Noveaibre  1841.  Eatbält  Aaseigei 
aas  dea  iabrea  1768  y.  Cb.  G.  Ins  1841  a.  Cb.  G. 

Deaxi^aie  Si^aioire  sar  les  yariatioas  aaavolles  de 
Ia  temp^ratare  de  Ia  terre  k  diff^reates  profoadoors. 
Braxelles.  1840.    4. 

Seeoad  M^iioire  sar  le  naga^tisaie  terreatre  ea  Iti- 
lie.    Brajcelles»  1840.   4« 

R^saai^  des  observatioas  sjir  Ia  la^t^orologie,  isrle 
maga^tisme^  sar  les  teaip^ratares  de  Ia  terra»  sar  lafio- 
raisoa  des  plaates  etc.  taites  a  l'obseryatoira  royel  de 
Braaelles  eo  1840.    Braxelles.  1841.    4. 

Dabei  befiadet  siebt  Cemparaisoas  baroü^triqaes  fsitci 
k  Braxelles  et  dsas  le  aord  de  rBarope  par  A.  Brsvaii 
et  Cb.  Marti  as.  (Vergleiebaagea  yerscbkdener  Baroaieter  uiler 
eiaaader  aa  üpealo,  Stockbolai)  Kopeabagea,  AUoaa,  Berlia,  Dres- « 
dea,  Balle,  Gottiagea»  Brüssel,  Paris,  Geaf,  in  de*  Hospiz  dei 
grofiea  St.  Bernhard.)  «        , 

Sar  Ia  diff^rence  des  loagitades  des  obseryatoires 
rojraax  de  Greeawieb  et  de  Braxelles;  d^termio^e  so 
moyea  de  cbrooometres  par  MM.  Sbeepsbaaks  et  (Isete- 
let.    Braxelles.  1841.    4. 


Yermischte  Schriften« 


Canbridge  Probl^S)  proposed  b3^  tbe  Moderators  to  tbe  Gas- 
didates  for  Matbematical  Hoaoars  at  tbe  Geaeral  ExasiastiMi) 
1843.    8.    Cambridge.  1843.    1  sb.  6  d. 

A  Syaopsis  of  PracHcal  Pbilosophj,  aipbabeticallj  airsM;^ 
coataiaiag  a  great  yarietj  of  Tbeorems,  Foraialae  aad  Tables,  ire* 
the  aiost  accarate  aad  reeeat  aathorities^  ia  varioas  Braaeb^ol 
HatkeaMtics  aad  Nataral  Pkilosopbjs  to  Vbicb  are  sabjooied,  eM>H 


J 
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TaMes  of  Logarftbm«.  Desiimed  as  a  Mamial  for  Archttects^ur- 
Ti^ors/  Engineers  etc.  Bj  tbe  Rer.  J.  Carr,  M.  A.  2.  editiOD.  18. 
London.  1843«    hälf»botind  5  sh. 

Proposizioni  teoriche  e  praticbe  di  matematicay  d^I  Prot  Ant. 
.  Bordoni.    Pavia.  1842.    8.    3  L.  48  e. 

Opnscoli  mateinaHci,  nei  qoali  si  tratta  1.  di  alconi  perfezio- 
namenti  del  telescopio  nentoniano;  2.  delle  formttie  ebe  determl* 
nano  rigorosamente  l'andamento  der  raggi  «lUtniDosi  a  trarerso  di 
nn  siateoia  quafnnqa^  di  lenti;  3/d'una  maeebina  per  ^uidare  le 
iigure  piane.  Di  T.  Gonnella,  prof.-  di  mateniaticbe  nell*  i.  r.  acea« 
di*inia  delle  belle  arti  di  Pirenze.  In'  4.  Con  tatole.  PIrenze. 
1842. 

Tbe  Cambridge  matbematical  Joornal.  No.  XVL  Nö* 
T«niber  1842.  I.  On  a  difficnlty  in  tbe  tbeory  ^t  Algebra.  By 
D.  F.  Gregory.  II.  On  tbe  limits  of  Maelaarin*8  tbeorefli«  By  A. 
et  €!.  Craufaird.  III.  On  certain  expansriona,  in  series  of  niitidple 
sines  and  cosines.    Bj  Arthur  Cayiej.    IV.  On  aome  definite  tnt»' 

frais.  Prom  a  Correspondent.  V.  On  tbe  linear  motion  of  Beat, 
art  I.  Prom  a  Correspondent.  VI.  On  tbe  Integration  of  certain 
differential  equations.  By  B.  Bronwin.  VII.  On  etimination.  J^ 
R«  Moon.  Vlli.  Evaluation  of  certain  definite  integrals.  By  R.  L. 
Ellis.  IX  Propositions  in  tbe  theory  of  attraetion.  X.  New  pro- 
perty  of  tbe  elllpse  and  byperbola.  Prom  a  Correspondent.  XI. 
Matbematical  Notes.  1.  Note  on  Mr.  Bronwin^s  Paper  on  Blliptie 
Integrals.  2.  Solution  of  a  Geometrical  Problem,  p-  Tb^  sttm  of 
tbe  sq^oares  of  tbe  perpendiculars  let  fall  frem  n  given  points  ob  a 
plane  is  cunstant;  tbe  plane  envelopes  a  central  snrface  of  tbe  iiecond 
Order,  baving  its  centre  at  tbe  centre  of  gravity  of  tbe  n  ^mtH, 
and  its  axes  coincident  tvitb  tbe  principal  of  tlie  System  of  n  points. 
3.  Note  on  tbe  Measnre  of  lätensity  in  tbe  Tbeory  of  Ligbt 

No.  XVII.  February  1843.  I.  Proposittons  in  tbe  tbeory  of 
attraction.  Part.  II.— II.  On  tbe  linear  motion  of  beat.  Part. 
II.— III.  On  tbe  intersections  of  cnrves.  By  Artbnr  Cayley.  IV. 
Researcbes  in  rotatory  motion.  By  Andrew  Bell.  V..  On  tbe  trana* 
formation  of  definite  integrals.  By  George  Boole.  VI.  Ob  tbe 
motion  of  rotation  ota  solid  body.  By  Artbnr  Cayley.  VII.  So- 
lution of  a  problem  in  analytical  geometry.  (Ist  ein  Auseng  aus  der 
Abbandlung  Tbl.  I.  Nr.  XXI.  des  Arcbivs  der  Matb.  und  Pbysik, 
mit  einiger  Abänderung  der  Darstellung).  Vlll.  On  tbe  knigbt^ 
.move  at  cbess.  By  R.  Moon.  IX.  On  certain  eafies  of  jreometri«- 
cal  maxima  and  minima.  X.  On  tbe  solntion  of  certain  lunctional 
equations.  By  D.  F.  Gregory.  XI.  Matbematical  Notes.  I.  Nota 
on  tbe  tbeory  of  numbres.    2.  To  sbew  tbat  if 
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tabrbacb  für  1843.  Beravigeg^ben  von  H.  €.  Schi- 
er, mit  Beiträgen  von  Bessel»  Hansteen,  Lehmann^ 
MädlerundOlbers.  Stuttgart  und  tübiogen.  1843.  8.  2Thlr. 

Ausser  den  gewöhnlichen  Tafeln  enthält  dieser  Jahrgang  fol- 
gende Abhandlungen: 

Ueber  den  Magnetismus  der  Erde  von  F.  W.  Bessel. 

Ceber  den  Erfinder  der  Fernröhre  von  Olbers. 

Ueber  Berichtigung  der  Thermometer  von  flansteen. 

Ueber  den  Gang  der  Temperatur  im  Laufe  des  Jahres  von  Hädler. 

Ueber  Störungen  von  JMädler. 

Ueber  den  Menschen  und  die  Gesetze  seiner  Entwickelnng  von 
Dr.  Jac,  Wilh.  Ueinr*  Lehmann.    ^ 

Beobachtung  der  totalen  Sonnenfinsterniss  am  8.  Jnli  1842  in 
Wien,  von  H.  £«  Schumacher: 

In  dem  Eingange  seines  Aufsatzes  über  die  Berichtigung  der 
Thermometer  sagt  fiansteen:  »^Man  pflefft,  wenn  man  ein  Thermo- 
meter nach  Bessel a  Methode  prüfen  wul,  die  dazu  erforderlicheii 
Quedcsilberdrähte  von  verschiedener  Länge  über  einer  Flamme  ab- 
znreissen;  es  giebt  aber  eine  andere  noch  bequemere  Art  um  den 
^ecksilberdrabt  die  verlangte  Länge  bis  zu  einer  Genauigkeit  von 
-[V  Grad  zu  geben''  —  Der  Darstellung  dieser  Methode  ist  der  Auf- 
satz ^  welcher  der  Beachtung  der  Physiker  empfohlen  zu  werden 
verdient,  gewidmet. 

Nonveaux  M^moires  de  PAcad^mi'e  royale  des  scien- 
ces  et  belles-lettres  de  Brnxelles,  Tome  XV,  in  4.  Brn- 
X  eil  es.  1842.    4  Thlr.    Contenant: 

Timmermans:  m^oires  sur  les  Solutions  singnli^res  des.  ^na- 
tjons  diff^rentielles. , 

Quetelet:  nonvean  catalogne  des  principales  apparitions  d'«toi- 
les  filantes. 

A.    Obaervations  des  p^b^nomines  p^riodiqnes. 

1.  R^sum^.des  observations  sur  la  m^t^rologie,  surle  mag- 
n^isme,  la  tepp^rature  de  la  terre,  la  floraison  des  plantes,  etc. 
faites   pendant   rannte  1841    k  Pohservatoire   rojal   de  BruxelJeSy 
par  Af  .Quetelet. .—    Observations  sur  la  floraison  faites  a  Braxe/- 
lea  par  M.  Robjns,  idem  par  M.  le  Dr.  Gastone. 

2.  R£smm6  des  observations  m^t^orolofiques,  faites  a  Lonvain 
pendant  l'ann^  1841,  par  M.  Crahay,  pro^sseur.  —  Observations 
sur  la  floraison,  Csites  a  Louvain  par  M.  Martens. 

3.  R^um^  des  observations  m^t^rologiques,  faites  a  Gand 
pendaat  Tann^  1841,  par  M.  le  professeur  Duprez.  —  Observations 
aar  la  floraison,  faites  k  Gand,  par  M.  Donkelaer.  ^ 

4.  Observations  sur  la  floraison,  faites  .ä  Lieges  par  M.  M. 
Ch.  Mooren  A.  V.  De  ViÜe. 

5.  Observations  zoologiques,  faites  k  Li^e  par  M.  Ch.  Mooren, 
et  M.  le  Baron  de  Selys  Longchamps,  et  a  Gana  par  M.  le  profes- 
seur Cautraine. 

B.     Observations  a  des  ^poques.d^termin^es. 

1.  Observations  m^^rologiques,  faites  aux  ^qnes  des  ^q[iii- 
Boxes  et  des  solstices  dans  37  des  principales  stations  de  FEurope. 

2.  Observations  magn^tiqnes  de  Pohservatoire  rojal,  faites  aox 
^KKpies  4termiB^s  par  la  societ^  royale  de  Londres  et  f  associatioii 
Migm^tivie  de  Geettuigne. 
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